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摘  要 

本文基于T. Bag和S. K. Samanta于2003年建立的模糊赋范线性空间，提出了1-范数、模糊1 − n宽度的概

念，并研究其相关性质。 
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Abstract 
In this thesis, we propose the definitions of 1-norm and fuzzy 1 − n width based on the fuzzy norm 
proposed by T. Bag and S. K. Santa in 2003, and investigate their main properties as well. 
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1. 引言 

2003 年，Bag 和 Samanta [1]建立了模糊赋范线性空间，给出了模糊范数的定义。1936 年，Kolmogorov 
[2]做了宽度的开创性工作，开始了宽度问题的研究。关于经典 n-宽度的其他结果可见参考文献[3]。本文

探讨的主要内容是基于 T. Bag 和 S. K. Samanta 于 2003 年提出的模糊赋范线性空间。他们在文献[1]中定

义了α -范数的概念，我们根据α -范数是上升集簇的性质，选取确界逼近的方式，定义了 1-范数的概念。

再结合经典宽度的研究，给出模糊 1 − n-宽度的概念，并讨论其相关性质。 

2. 预备知识 

2.1. 模糊赋范线性空间 

定义 2.1 [1]：(模糊范数的定义)设 X 是线性空间，θ 为其零元，N 为 RΧ× 上的模糊子集。如果对 
,x y∀ ∈Χ， c R∈ ，有 

(N1) 0t∀ ≤ ，有 ( ), 0N x t = ； 
(N2) t R∀ ∈ 且 0t > ，有 ( ), 1N x t = 当且仅当 x θ= ； 
(N3) t R∀ ∈ 且 0t > ，如果 0c ≠ ，有 ( ) ( ), ,N c x t N x t c= ； 
(N4) ,s t R∀ ∈ ，有 ( ) ( ) ( ){ }, min , , ,N x y s t N x s N y t+ + ≥ ； 
(N5) ( ),N x ⋅ 为 R 上的不减函数且 ( )lim , 1

t
N x t

→+∞
= . 

则称 N 为 X 上的模糊范数， ( ), NΧ 为模糊赋范线性空间。 
注[4]： ( ),N x t 表示 x 的范数是实数 t 的真值。 
定义 2.2：设 ( ), NΧ 为模糊赋范线性空间，A 为 X 的子集。 
1) A 中所有模糊收敛点列的模糊极限所成之集称为 A 的导集，记为 A′。 
2) 若 A A′ ⊆ ，则称 A 为模糊闭集。 
3) 称 A A′∪ 为 A 的模糊闭包，记为 A 。 
定义 2.3：设 ( ), NΧ 是模糊赋范线性空间，对 x∈Χ， ( ]0,1α ∈ ，令 x

α
： 

( ){ } ( )

( )0,1

inf : , 0,1

sup 1
t R

t N x t
x xα

α
α

α α

α
∈

∈

 ≥ ∈
=  =

称
α
⋅ 为 X 上的α -范数。 

我们在引入(N6)条件，模糊范数满足(N6)条件，1-范数是有限数。例子 2.1.4 满足该条件。 
(N6)： , 0xx X t∀ ∈ ∃ > ，使得 ( ), 1xN x t = 。 
例 2.4：设 ( ),Χ ⋅ 为赋范线性空间，对 x∀ ∈Χ， t R∀ ∈ ，令 

( )

1,
2, , 0

0, 0

t x
tN x t t x

t x
t

 >

= < ≤ +
 ≤

 

则 ( ), NΧ 是模糊赋范线性空间。 
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定理 2.5：设 ( ), NΧ 是模糊赋范线性空间，模糊范数 N 满足条件(N6)，对任意 ,x y∈Χ  i) 1 0x ≥ ；

ii) ( )1 1 0x xβ β β= ∀ > ；iii) 1 1 1x y x y+ ≤ + 。 
证：i) 对 x X∀ ∈ ，

( )1
0,1

supx x
α

α∈
= ，当 0t < 时， ( ), 0N x t =  

( ){ } ( ) ( )inf : , 0, 0,1 0, 0,1
t R

t N x t x
α

α α α
∈

≥ ≥ ∈ ⇒ ≥ ∈  

则
( )1
0,1

sup 0x x
α

α∈
= ≥ 。 

ii) 如果 0β ≠ ，那么 

( )
( ){ }

( )
( ){ }

( )
( ){ }

( )
( ){ }

1
0,1 0,1

1
0,1 0,1

sup inf : , sup inf : ,

sup inf : , sup inf : ,

t R t R

t R t R

x t N cx t t N x t c

t N x t t N x t x
α α

α α

β α α

β α β α β

∈ ∈∈ ∈

∈ ∈∈ ∈

= ≥ = ≥

= ≥ = ≥ =
 

如果 0β = ， 

1 1 1 10 0 0x x xβ β= = = =  

iii) 对 ( )0,1α ∈ ， 

( ){ } ( ){ }
( ) ( ){ }

( ){ }
( ){ }

,

(N4)

inf : , inf : ,

inf : , , ,

inf : ,

inf : ,

t R s R

t s R

t s R

t R

x y t N x t s N y s

t s N x t N y s

t s N x y t s

t N x y t x y

α α

α

α α

α α

α

α

∈ ∈

∈

+ ∈

∈

+ = ≥ + ≥

= + ≥ ≥

≥ + + + ≥

= + ≥ = +

由 得  

因为对 ( )0,1α∀ ∈ ，
( )

( )
0,1

sup x y x y x y
α α α α α

α∈
+ ≥ + ≥ +  

所以， 

( )
( )

( )0,1 0,1
sup supx y x y

α α α
α α∈ ∈

+ ≥ +  

又因为 ( )0,1α∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )0,1 0,1 0,1 0,1
sup , sup sup supx x y y x y x y

α α α α α α α α
α α α α∈ ∈ ∈ ∈

≥ ≥ ⇒ + ≥ +  

所以， 

( ) ( ) ( )
( )

0,1 0,1 0,1
sup sup supx y x y

α α α α
α α α∈ ∈ ∈

+ ≥ +  

则
( ) ( ) ( )0,1 0,1 0,1

sup sup supx y x y
α α α

α α α∈ ∈ ∈
+ ≥ + ，因此， 1 1 1x y x y+ ≥ + 。 

定义 2.6：设 ( ), NΧ 为模糊赋范线性空间，{ }nx 是 X 中的点列， ( ]0,1α ∈ 如果 x∃ ∈Χ，使得 

lim 0nn
x x

α→∞
− = . 

则称{ }nx 依α -范收敛且α -范收敛到 x，记为 nx xα⋅→ ，x 称为{ }nx 的α -极限。 
定义 2.7：设 ( ), NΧ 为模糊赋范线性空间，A 是 X 的子集， ( ]0,1α ∈ 。 
1) A 中所有依α -范收敛点列的α -极限所成之集称为 A 的α -导集，记为 Aα′ 。 
2) 若 A Aα′ ⊆ ，则称 A 为α -闭集。 
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3) 称 A Aα′∪ 为 A 的α -闭包，记为 Aα 。 

2.2. 经典宽度 

定义 2.8 [5]：设 ( ),Χ ⋅ 为赋范线性空间，A 是 X 的非空子集， { }0,1,2,n∈Ν = � 。称 
( ) ( ): , : inf sup inf

n n
n n yx A

d A d A x y
Χ ∈Χ∈

= Χ = − ，为 A 在 X 中的 Kolmgolov n-宽度。其中， nΧ 取遍 X 中的所有维 

数不超过 n 的线性子空间。 
Kolmgolov n-宽度具有以下主要性质： 
性质 2.9 [5]：设 ( ),Χ ⋅ 为赋范线性空间，A 是 X 的非空子集， 
1) ( ) ( )n nd A d A= ，其中 A 表示 A 在 ( ),Χ ⋅ 中的闭包。 
2) 对任一标量α ，有 

( ) ( )n nd A d Aα α= ， 

其中 { }A x x Aα α= ∈ 。 
3) 设 ( ) { }: , 1b A x x Aα α= ∈ ≤ 表示 A 的平衡包，则 

( ) ( )( )n nd A d b A= . 

4) ( ) ( )n nd coA d A= ，其中 coA表示 A 的凸包。 
5) ( ) ( )1 , 0,1,n nd A d A n+≥ = �  
6) 设 X 和 Y 是赋范线性空间， YΧ ⊆ 和 A⊆ Χ ，则 

( ) ( ), ,n nd A d A YΧ ≥ . 

7) 对于任何两个集合 ,A B ⊆ Χ，设 ( ); supinf
y Bx A

E A B x y
∈∈

= − ，则如果 B A⊆ ，有 

( ) ( ) ( ) ( );n n nd A E A B d B d A− ≤ ≤ . 

关于 Kolmgolov n-宽度与线性 n-宽度更详细的论述可参阅见 Pinkus [5]的专著《n-Widths in Ap-
proximation Theory》。 

3. 模糊 Kolmgorov 1 − n-宽度 

定义 3.1：设 ( ), NΧ 是模糊赋范线性空间模糊范数 N 满足(N6)条件，A 为 X 的非空子集，n N∈ ，称 

( ) ( ) 1: , , : inf sup inf
n n

n n yx A
d A d A N x y

Χ ∈Χ∈
= Χ = −  

为 A 在 X 中的模糊 Kolmgorov 1 − n-宽度，简称模糊 1 − n-宽度。其中， nΧ 取遍 X 中所有维数不超 
过 n 的线性子空间，

( )
( ){ }1

0,1
sup inf : ,

t R
x y t N x y t

α
α

∈∈
− = − ≥ 。 

注： ( )nd A 表示真值逼近于 1 的情况下，用 n 维子空间对 A 的最佳逼近。 
下面，为方便起见，定理 3.2 至定理 3.8 中，假设 ( ), NΧ 是模糊赋范线性空间，A1，A2，A3为 X 中

非空子集。 
定理 3.2：设 1 2A A⊆ ，则 ( ) ( )1 2n nd A d A≤ 。 
证：任取 X 中维数不超过 n 的线性子空间，则 

{ } { }1 21 1inf inf
n ny y

x y x A x y x A
∈Χ ∈Χ

− ∈ ⊆ − ∈ . 

所以， 
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1 2
1 1sup inf sup inf

n ny yx A x A
x y x y

∈Χ ∈Χ∈ ∈
− ≤ − . 

由 nΧ 的任意性及模糊 1 − n-宽度的定义知， 

( ) ( )
1 2

1 21 1inf sup inf inf sup inf
n n n n

n ny yx A x A
d A x y x y d A

Χ ∈Χ Χ ∈Χ∈ ∈
= − ≤ − = . 

即 ( ) ( )1 2n nd A d A≤ 。 
定理 3.3：设 β 为标量，则 ( ) ( )n nd A d Aα αβ β= 。 
证：由模糊 1 − n-范宽度的定义知： 

( ) 1inf sup inf
n n

n yx A
d A x yβ β

Χ ∈Χ∈
= −  

当 0β = 时，
1 1 1inf inf 0

n ny X y X
x y yβ θ

∈ ∈
− = = =  

那么， 
( ) ( ) 0n nd A d Aβ β= =  

当 0β ≠ 时， 

( )

( )
( ){ }

( )
( ){ }

( )
( ){ }

( )

1

0,1

0,1

0,1

inf sup inf

inf sup inf sup inf : ,

inf sup inf sup inf : ,

inf sup inf sup inf : ,

.

n n

n n

n n

n n

n yx A

y t Rx A

y t Rx A

y t Rx A

n

d A x y

t N x y t

t N x y t

t N x y t

d A

α

α

α

β β

β α

β α

β α

β

Χ ∈Χ∈

Χ ∈Χ ∈∈ ∈

Χ ∈Χ ∈∈ ∈

Χ ∈Χ ∈∈ ∈

= −

= − ≥

= − ≥

= − ≥

=

 

定理 3.4： ( ) ( )1n nd A d Aα α= ，其中 1A 表示 A 的 1-闭包。 
证：由于 1 1A A A A′= ⊇∪ ，故由定理 3.2 知 ( ) ( )1n nd A d Aα α≤ 。因此，只需证： ( ) ( )1n nd A d Aα α≥ 即可。 
事实上，不妨设 1 \A A ≠ ∅  (若 1 \A A =∅，则 1A A= ，定理显然成立)。 
对 0 1 \x A A∀ ∈ ，则 0 1x A′∈ ，从而存在{ }nx A⊆ ，使得： 

1
0nx x⋅→ . 

故 0ε∀ > ， ( )0n ε∃ ， 0n n∀ ≥ ，有 

0 1nx x ε− < . 
对 X 的任一维数不超过 n 的线性子空间 nΧ ，由定理 2.5 知 

{ } { } { }0 01 1 1 1inf inf inf
n n n

n n ny y y
x y x x x y x y ε

∈Χ ∈Χ ∈Χ
− ≤ − + − ≤ − + . 

因此， 

{ }0 11inf sup inf
n ny yx A

x y x y ε
∈Χ ∈Χ∈

− ≤ − + . 

再注意到 ( )\A A A A= ∪ ，有， 

1 1sup inf sup inf
n ny yx Ax A

x y x y ε
∈Χ ∈Χ∈∈

− ≤ − + . 

从而， 

( ) ( )n nd A d A ε≤ + . 
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由 ε 的任意性知： 

( ) ( )n nd A d A≤ 即证。 
定理 3.5： ( ) ( )n nd coA d A= ，其中 coA是 A 的凸包。 
证：由于 A coA⊆ ，所以由定理 3.2 知， 

( ) ( )n nd A d coA≤ . 

下证 ( ) ( )n nd A d coA≥ ， 

由于
1 1

0, 1, ,
m m

i i i i i
i i

coA x x A mλ λ λ
= =

 
= ≥ = ∈ ∈Ν 
 
∑ ∑ ，再注意到一个事实， 

1 21 1 1x y z x z y zλ λ+ − ≤ − + − ， 

其中， 1 20 , 1λ λ< < 且 1 2 1λ λ+ = 。 
由模糊 1 − n-宽度的定义知， 

( )

( )

1

1

1 1

1
1

1
1

1

inf sup inf

inf sup inf

inf sup inf

inf sup inf

.

n n
m

x xi i
i

mn n
i i

i

n ni

n n

m

n i iyx coA i

m

i i iy ix x coA

m

i iyx Ai

yx A

n

d coA x y

x y

x y

x y

d A

λ

λ

α

λ

λ λ

λ

= ∑
=

=

Χ ∈Χ∈ =

Χ ∈Χ == ∈∑

Χ ∈Χ∈=

Χ ∈Χ∈

= −

≤ −

≤ −

= −

=

∑

∑

∑  

定理 3.6： ( ) ( )1n nd A d A+ ≤ 。 
证：由模糊 1 − n-宽度的定义，再注意到 X 的任一不超过 n 维的线性子空间一定是 X 中维数不超过

1n + 的线性子空间，该定理易证。 
定理 3.7：设 A，B 为 X 的非空子集，且 B A⊆ ，记 ( ) 1, supinf

y Bx A
E A B x y

∈∈
= − ，则 

( ) ( ) ( ) ( ),n n nd A E A B d B d A− ≤ ≤ . 

证：由于 B A⊆ 和定理 3.2 知， ( ) ( )n nd B d A≤ 。所以，只需证 ( ) ( ) ( ),n nd A E A B d B− ≤ 。 
设 nΧ 为 X 的任一维数不超过 n 的线性子空间。 x A∀ ∈ ， b B∀ ∈ ，有 

{ }1 1 1

1 1

1 1

inf inf

inf

sup inf .

n n

n

n

y y

y

yb B

x y x b y b

x b y b

x b y b

∈Χ ∈Χ

∈Χ

∈Χ∈

− ≤ − + −

= − + −

≤ − + −

 

再由 b 的任意性知， 

1 1 1inf inf sup inf
n ny b B yb B

x y x b y b
∈Χ ∈ ∈Χ∈

− ≤ − + − . 

从而， 

( )
1 1 1

1

sup inf supinf sup inf

, sup inf .
n n

n

y b B yx A x A b B

yb B

x y x b y b

E A B y b
∈Χ ∈ ∈Χ∈ ∈ ∈

∈Χ∈

− ≤ − + −

= + −
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故 

( ) ( ) ( ),n nd A E A B d B≤ + . 

即 ( ) ( ) ( ),n nd A E A B d B− ≤ 。 
定理 3.8：设 ( ), NΧ 与 ( ), NΥ 为具有同一模糊范数的模糊赋范线性空间，且Χ ⊆ Υ，A 是 X 的非空

子集，则 ( ) ( ), ,n nd A d AΧ ≥ Υ 。 
证明：由模糊 1 − n-宽度的定义，并注意到 X 的任一线性子空间必为 Y 的线性子空间易得本结论。 

4. 结论 

本文以T. Bag和S. K. Samanta于2003年提出的模糊范数为研究对象，给出了模糊1 − n宽度的概念，

研究其相关性质。这些工作为进一步研究模糊赋范线性空间中的逼近问题提供了一条路径。下一步，我 

们将讨论赋予模糊范数 ( )

1,
2, , 0

0, 0

t x
tN x t t x

t x
t

 >

= < ≤
+

 ≤

 (其中 ( ),Χ ⋅ 为赋范线性空间)的模糊 Kolmogorov  

1 − n 宽度与经典 Kolmogorov n-宽度的联系。 
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