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摘  要 

本文主要研究d (d ≥ 2)维不可压缩微极流系统在L2框架下临界Besov空间中的局部适定性。证明了当方程

组(1.1)的初值满足 ( ) ( ) ( ), ×
d d

d du B B� � 
1 1

2 2
0 0 2,1 2,1ω

− −
∈ 时，(1.1)存在一个唯一的局部解。 
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Abstract 
This paper mainly studies the local well-posedness of d (d ≥ 2)-dimensional incompressible mi-
cropolar system in the critical Besov space under the L2 framework. It is proved that (1.1) has a 

unique local solution when the initial data of (1.1) satisfies ( ) ( ) ( ), ×
d d

d du B B� � 
1 1

2 2
0 0 2,1 2,1ω

− −
∈ . 
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1. 引言 

本文我们考虑了在 ( )2d d ≥ 空间中微极流体方程的局部适定性问题： 

( )

( ) ( )0 00

2 curl 0,
4 div 2 curl 0,

div 0,
, , ,

t

t

t

u u u u
u u

u
u u

χ ν π χ ω
ω µ ω ω χω κ ω χ

ω ω
=

∂ − + ∆ + ⋅∇ +∇ − =

∂ − ∆ + ⋅∇ + − ∇ − =
 =
 ∈

                      (1.1) 

其中 ( ),u u x t= 表示流体的速度， ( ),x tω 表示流体的为旋转速度， ( ),x tπ π= 表示压力， , , , 0χ ν µ κ > 为 

常粘性系数。在本文中，为方便起见，令 1κ µ= = ，
1
2

ν χ= = 。 

微极流方程于 1966 年首次由 C. A. Eringen [1]引入，用于模拟微极流体。它可以看作是一种非牛顿

流体，具有微旋转效应和微转动惯量。微极流体是具有微观结构的流体，涵盖了许多现象(如由悬浮在粘

性介质中的颗粒所组成的流体等)，是 Navier-Stokes 方程的重要推广。 
当 0ω = 和 0χ = 时，系统(1.1)退化为经典的 Navier-Stokes 方程。Navier-Stokes 方程有以下的尺度不

变性： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2, , , , , , ,u t x t x u t x t xλ λπ λ λ λ λ π λ λ=                      (1.2) 

而临界空间是指对于尺度变换保持空间范数不变的空间。 
对于 Navier-Stokes 方程适定性的研究已有大量的文献。对于临界空间，Fujita 和 Kato [2]得到了 

Navier-Stokes 方程在临界齐次 Sobolev 空间
1
2H� 中的全局适定性结果。Cannone [3]证明了 Navier-Stokes 

方程当 3p > 时初值在 3 1
,
p

pB −
∞
� 空间中的适定性；Chemin [4]推广了 Cannone 的结果，研究了初值在

( )3 1
, 1 ,1p

p qB p q− ≤ < ∞ ≤ ≤ ∞� 中 Navier-Stokes 方程的适定性。 
对于不可压缩微极流方程，Chen 和 Miao [5]证明了三维不可压缩微极系统对于小初值在 

( )3 1
, 1 6p

pB p−
∞ ≤ <� 中的整体适定性。Song 受到 Chemin [4]的启发，在[6]中推广了 Chen [5]的结果，将 ,p q 的

范围从1 6p≤ < ， q = ∞分别扩展到1 p≤ < ∞，1 q≤ ≤ ∞，得到了更一般的全局适定性。另外，关于具有

全粘性和部分粘性的二维不可压缩微极系统的适定性可以参考[7] [8]。 
对(1.1)1作用 Leray 投影算子 ，可得 

( )

( ) ( )0 00

curl 0,
2 div curl 0,

div 0,
, , ,

t

t

t

u u u u
u u

u
u u

ω
ω ω ω ω ω

ω ω
=

∂ − ∆ + ⋅∇ − =

∂ − ∆ + ⋅∇ + −∇ − =
 =
 ∈



                       (1.3) 
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其中 −�  ，
1div−∇∆� 且由 div 0u = 易知 u u= 。 

显然，这个系统相较于 Navier-Stokes 方程已不满足尺度不变性。而处理微极流方程的困难主要在于

处理方程中的耦合项 curl ,curlu ω，我们利用 Qian 等人在[9]中的技巧，可在 2L 能量方法中将(1.3)中的 2ω
与 curl ,curlu ω相抵消。 

在本文中，对于给定的 Banach 空间 X，我们记 ( ), X XX
a b a b= + 。对于 [ ]1,q∈ +∞ ，记号 ( );qL I X

表示 I 上取值于 X 的可测函数的集合，使得 ( ) X
t f t� 属于 ( )qL I 。当 [ ]0,I T= 时，记 ( ) ( )0, ;q q

TL T X L X� 。 
主要结论如下。 

2. 主要定理 

定理 2.1 令 ( ) ( ) ( )1 1
2 2

0 0 2,1 2,1,
d d

d du B Bω
− −

∈ ×� �  ，则存在 0T > 使得系统(1.1)有一个局部且唯一的解 

( )
1 1 1 11 12 2 2 2

2,1 2,1 2,1 2,1,
d d d d

T T T Tu L B L B L B L Bω
− + − +∞ ∞

          
∈ ×                       
� � � � � �∩ ∩ 。 

3. 预备知识 

首先回顾齐次 Besov 空间的定义。 
定义 3.1 [10]令 ( ) [ ]2, 1,p r ∈ ∞ ， s∈�，齐次 Besov 空间是由分布 ( )h

du S ′∈ �  (即 ( )du S ′∈ � 且满足 
lim 0j Lj

S u ∞→−∞
=� )所组成的，且有 

( )
( ),

2 .ps
p r r

j
B

s
j L j

u u
∈

∆�
� �

��


 

引理 3.1 [11]令σ ∈， 0T > ，1 p≤ ≤ ∞， 2 11 q q≤ ≤ ≤ ∞ 。令 u 是热方程(3.1)的解 

00

,
.

t

t

u u f
u u

=

∂ − ∆ =
 =

                                    (3.1) 

记 ( )1 21
11 1 1q q q −′ = + − ，则存在两个依赖于维数 d 的正常数 c 和 C 使得 

( )
( )

1 12 2
1 12 2

1 1 2,1

1 1
2 2

2 2
0( )

1 1

1 e 1 e2 2 .
j j

q q qp p
T p T

q q
cT q cT q

j qj
j jL B L L L

j j
u C u f

cq cq
σ σσ+

′
′− −

− +

∈ ∈

    − − ≤ ∆ + ∆       ′    
∑ ∑� �
� �

� �    (3.2) 

特别地，有以下估计成立 

( )2 22
1 1 2 2

,1,1 ,1
0( ) ( )

.q q q q
pT p pTL B B L B

u C u fσ σ
σ

+ − +≤ +                               (3.3) 

注 3.2 通过类似于引理 3.1 的证明过程，对于线性热方程 

00

2 ,
.

t

t

u u u f
u u

=

∂ − ∆ + =
 =

                                 (3.4) 

的解也有估计式(3.2)成立. 

引理 3.3 [12]令1 ,p q≤ ≤ ∞， 1s q
d

≤ ， 2
1 1min ,s d
p q

 
≤  

 
且 1 2

1 1max 0, 1s s d
p q

 
+ > + − 

 
。对于 

( ) ( ) ( )1 2
,1 ,1, s s

p
d

q
df g B B∈ ×� �� � ，我们有 

1 2
1 2

,1 ,1 ,1
.s s

s sq
p q p

d

B B Bfg fC g+ − ≤� � �                              (3.5) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.125257


邓迎伊 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.125257 2564 应用数学进展 
 

引理 3.4 [10]对于 1 20 s s< < ， 0 1θ≤ ≤ ，且 1 21 , ,p q q≤ ≤ ∞，有以下插值不等式成立： 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2
,1 ,1,1 ,1 ,1 ,1

1 1, ,s s q s q sqs s
p pT T Tp p p pB B B L B L B L Bu C u u u C u uθ θ θ θ− −≤ ≤� � � � � � � � �                (3.6) 

其中 ( )1 21s s sθ θ= + − ，
1 2

1 1
q q q

θ θ−
= + 。 

4. 定理证明 

4.1. 构造逼近解列 

首先，构造(1.3)的逼近解列 ( ),n nu ω 。 
令 ( ),n n

L Lu ω 是以下方程组的解： 

( ) ( )
0

curl 0,

div 2 curl 0,

div 0,

, , ,

n n n
t L L L

n n n n n
t L L L L L

n
L

n n
L L n nt

u u

u

u

u u

ω

ω ω ω ω

ω ω
=

∂ − ∆ − =

∂ − ∆ −∇ + − =
 =
 ∈

                      (4.1) 

其中 0n j
j n

u u
≤

∆∑ �� ， 0n j
j n

ω ω
≤

∆∑ �� 。 

令 ( ) ( ) ( ), , ,n n n n n n
L Lu u uω ω ω+� ， ( ) ( )0 0, 0,0u ω = 且 ( )1 1,n nu ω+ + 是以下线性系统的解： 

( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1 1

1

1 1

0

curl ,

div 2 curl ,

div 0,

, 0,0 .

n n n n n
t

n n n n n n n
t

n

n n

t

u u u u

u u

u

u

ω

ω ω ω ω ω

ω

+ + +

+ + + + +

+

+ +

=

∂ − ∆ = − ⋅∇ +

∂ − ∆ −∇ + =− ⋅∇ +


=
 ∈



                 (4.2) 

4.2. 逼近解列的一致有界性 

先对 ( ),n n
L Lu ω 进行估计，对(4.1)1作用 j∆� ， 

curl ,n n n
t j L j L j Lu u ω∂ ∆ −∆∆ = ∆� � �  

再对上式两端乘以 n
j Lu∆� 并在 d 上积分，利用 Young 不等式可得 

2 2

2 2

2 2

2 2

1 d curl d
2 d

curl d

1 .
4

d

d

n n n n
j L j L j L j LL L

n n
j L j L

n n
j L j LL L

u u u x
t

u x

u

ω

ω

ω

∆ + ∇∆ = ∆ ⋅∆

= ∆ ⋅ ∆

≤ ∆ + ∇∆

∫

∫

� � � �

� �

� �




                    (4.3) 

同理有 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

1 d div 2
2 d

1curl d .
4d

n n n n
j L j L j L j LL L L L

n n n n
j L j L j L j LL L

t

u x u

ω ω ω ω

ω ω

∆ + ∇∆ + ∆ + ∆

= ∆ ⋅∆ ≤ ∆ + ∇∆∫

� � � �

� � � �


                   (4.4) 

将(4.3)和(4.4)相加，利用 Bernstein 不等式得到 
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( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 221 d 2 0,
2 d

n n j n n
j L j L j L j LL L L L
u c u

t
ω ω∆ + ∆ + ∆ + ∆ ≤� � � �

 
则有 

( ) ( )2 2 2 2
2d 2 0.

d
n n j n n

j L j L j L j LL L L L
u c u

t
ω ω∆ + ∆ + ∆ + ∆ ≤� � � �  

对上式在 [ ]0,T 上积分，再乘以
1

22
dj − 

 并对 j∈求和即得 

( ) ( ) 11 1 212 2 2,12,1 2,1
0 0( ) ( )

, , .dd d

T T

n n
L L BL B L B

u C uω ω −− +∞
≤ �� � �∩

                          (4.5) 

又由引理 3.1 

( ) ( ) ( )2 2
11 12 2 2

2,1

2 2
1 1

2 2
0( )

2 1 e 2 curl 1 e . 
j j

d

T T

j j
cT n cT

j j LLL B L Lj j

d d
n
L C u Cu ω+

   − −   − −   ≤ ∆ − + ∆ −∑ ∑�
� �        (4.6) 

由于 div n n
L Lω ω∇ = ∆  ，将 n

Lω 的方程(4.1)2分解为 

2 curl ,

2 2 0,

n n n n
t L L L L

n n n
t L L L

uω ω ω

ω ω ω

∂ − ∆ + =

∂ − ∆ + =

   

  
                          (4.7) 

易知 curl curl= ，则对(4.7)1和(4.7)2分别运用引理 3.1、注 3.2，再由的性质可得 

( ) ( ) ( )

1 1 11 1 12 2 2
2,1 2,1 2,1

2 2

1 22
2

( ) ( ) ( )

1 1
2 22

02 1 e 2 curl 1 e .

d d d

T T T

j j

T

n n n
L B L B L B

j j
cT n cT

j j LL

L

L Lj

L L

d

j

d

C C

C

uω

ω ω ω+ + +

   − −   − −   

 
 
 

≤

≤

∆ − + ∆ −

+

∑ ∑

� � �

� �

 

       (4.8) 

根据 ( ),n n
L Lu ω 的估计(4.5) (4.6)和(4.8)，我们可选取一个时间 0T > 使得对 n∈，有以下不等式成立： 

( ) ( )1 112 2
2,1 2,1

3 2
0( ) ( )

, , , , ,d d

T T

n n n n
L L L LL B L B

T u CU u Cη ω ω η− +∞
≤ ≤ ≤

� � �
               (4.9) 

其中 1η � ， ( ) 1
2
2,1

0 0 0, d

B
U u ω −

�� 。 

对于 ( )1 1,n nu ω+ + ，我们运用归纳法证明以下估计成立 

( ) 1 112 2
2,1 2,1( ) ( )

, .d d

T T

n n

L B L B
u ω η− +∞

≤
� � �∩

                             (4.10) 

假设(4.10)成立，则下证(4.10)对于 1+n 成立。 
通过类似于(4.5)式的估计过程可得 

( ) ( )( )1 1 11 12 2 22,1 2,1 2,1

1 1

( ) ( ) ( )
, , .d d d

T T T

n n n n n n

L B L B L B
u C u u uω ω− + −∞

+ + ≤ ⋅∇ ⋅∇
� � � �∩

                 (4.11) 

对于上式右端两项，利用引理 3.3、引理 3.4 以及(4.9)和(4.10)有 

( )

( )

11 2
22,1 2

2,1

2 22 2
2,1 2,1

1 1
2 2
2

1 11 12 2
2,1 22 1,1 ,1 ,

2

( )
( )

2 2

(

( ) ( )

) ( )

( ) ( )

2
0 1 ,

d
d

T
T

d d

T T

d d

T T

d d

T T

n n n

L B
L B

n n
L

L B L B

n
L

n n
B L B

n
L LL B L B

u u C u

C u C u

C u u C u u

C U η

−

− −∞ + +∞

⋅∇ ≤

≤ +

≤ +

≤ +

�
�

� �

� � �� � �



           (4.12) 
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11 2
2,1 2 2 2 22 2 2 2

2,1 2,1 2,1 2,1

2 22 2 22 2 2 2,12,1 2,1 2,1

1
2
2,1

11 2
2,1

2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2

( )( ) ( )

( )

( )

( )

d
d d d d

T
T T T T

dd d d
TT T T

d

T

d

T

n n n n n n
L B

L B L B L B L B

nn n n
L L

L BL B L B L B

n n n
L LL L BB

u C u C u C

C u u

C u u u

ω ω ω

ω ω

−

+−
∞

⋅∇ ≤ ≤ +

 
 ≤ + + +
 
 

≤ +

�
� � � �

�� �

� � �

�

�

( )

11 2
2,1

1 11 12 2
2,1

1
2
2,1

1 1
2 2
2,1 2,1 2,1

( )

( ) (

( )

( ) ( )

2
0

)

1 .

d

T

d d

T T

d

T

d d

T T

n
L B L B

L B
n n n

L B
n

L LL B L B

u

C

C U

ω ω ω ω

η

−
∞

− −
∞ ∞

+

+ +

 
 
 

 + + 
 

≤ +

�

� � � �

�

� �

         (4.13) 

将(4.12)和(4.13)代入(4.11)，并取η足够小，使得 ( )0 1 1C U η+ ≤ ，即得 

( ) 1 112 2
2,1 2,1

1 1

( ) ( )
, .d d

T T

n n

L B L B
u ω η− +∞

+ + ≤
� � �∩

                         (4.14) 

因此，(4.10)对于 1n + 成立。 

4.3. 解的存在性和唯一性 

下证：对于所有的 1n ≥ ， * 0T > 足够小， ( ),n nu ω 为空间 2 2
* 2,10, ;

d

L T B
 
 
 

� 中的柯西序列。 

令 1 1n n nu u uδ + += − ， 1 1n n nδω ω ω+ += − ， 1n∀ ≥ ， 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 0 1 00

curl ,

div 2 curl ,

div 0,

, , ,

n n n n n n n
t

n n n n n n n n n
t

n

n n
n nt

u u u u u u

u u u

u

u u

δ δ δω

δω δω δω δω δ ω ω

δ δω ω

+ + + − −

+ + + + + − −

+ +
+ +

=

  ∂ − ∆ = − ⋅∇ − ⋅∇ 
  ∂ − ∆ −∇ + = − ⋅∇ − ⋅∇  

=


= ∆ ∆
� �

 

         (4.15) 

对任意的 ] [*0,T T∈ ，记 ( ) 2
2,1

2
1

( )

11, d

T

n n

L B

nV u δωδ ++ +=
�

。 

分别将算子 , 作用于方程(4.15)2，对(4.15)2分解后的两个方程以及(4.15)1分别运用引理 3.1、注 3.2，
再相加得到 

( ) ( )

2 2
2,1 2,1

1 1 12 2 22,1 2,1 2,1

1 1 1
2 2 2
2,1 2,1

2 2

1

2 1

1

1 1
,

1 1

1 1 1
1

( ) ( )

( ) ( )

(

0

1 0 ) ( )
1 1 1

+ curl

  + curl

T T

T T

d d

d d d

d d

T T

d

n n

n n n n n
n

L B L B

B L B L B

B L B L B
n n n n n

n

u

C u u u u u

C u u u

δ δω

δω

ω δ ω ω

− − −

− − −

+ +

+ − −
+

+ − −
+

+

 ≤ ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ 
 

 + ∆ + ⋅∇ − ⋅∇
 

� �

� � �

� � �

�

�

 

.

         (4.16) 

下面对上式右端项进行估计： 
由 Bernstein 不等式、Holder 不等式以及引理 3.3，可得 

( ) ( ) ( )1
2 2 2
2,1 2,1 2,1

1 1 2

1
1 1 1 1

( ) ( )

1 12
( )

curl , , , ,d

T

d

T

d

TL B L

n

L

n n n

B

n n

B
u C u CT uδ δω δ δω δ δω−

+ + + + + +≤ ≤
� � �

         (4.17) 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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( ) ( ) 11
22
2,12,1

1 0 0 0 0, , .dd

BBn u C uω ω −−+∆ ≤ ��
�                           (4.20) 

记 ( ) 1
2
2,1

1 0 0, d
n n B

uδ ω −+∆ �
�� ，我们知道初值 ( ) ( ) ( )1 1

2 2
0 0 2,1 2,1,

d d
d du B Bω

− −
∈ ×� �  ，由此可得当 n →∞ 时，

0nδ → 。通过(4.9)和(4.10)以及引理 3.4，易知 ( ) 2 2
2,1( )

,
T

dn n

L B
u ω

�
是有界的。结合(4.16)~(4.20)，我们得到对任 

意的 ] [*0,T T∈ ， 

( )
1

1 * * 1 *2 ,n n n
nV C C T V C T Vδ+ +≤ + + D                            (4.21) 

其中 * 0C > 是一个常数。取 *T 使得
1

* 2
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1
4
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4
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*
1 4 1 .

3 3
n n

n
CV Vδ+ ≤ +                                   (4.22) 

这表明序列 ( ){ },n nu ω 在 2 2
* 2,10, ;

d

L T B
 
 
 

� 中收敛。结合(4.1)和(4.2)，可得极限 ( ),u ω 是系统(1.3)对于初值

( )
1 1

2 2
0 0 2,1 2,1,

d d

u B Bω
− −

∈ ×� � 的解且 

( )
1 112 2

2,1 2,1, .
d d

T Tu L B L Bω
− +∞    

∈    
   
� � �∩                               (4.23) 

类似于解局部存在的证明过程，可以得到解 ( ),u ω 的唯一性。 

5. 总结 

微极流方程又称非对称流方程，由于微极流系统中耦合项的存在，使得对该系统的处理存在一定困

难，对于微极流系统适定性的研究也有待完善。本文研究了 ( )2d d ≥ 维不可压缩微极流方程在 2L 框架下

的临界 Besov 空间中的局部适定性，主要借鉴[13]的方法。首先构造逼近解列，证明逼近解列一致有界后，

再通过证明逼近解列在解空间中为柯西序列，得到极限存在，随后证明该极限在分布的意义下为方程(1.3)
的解，从而完成了存在性的证明。唯一性可由类似于柯西列的证明过程得到。本文的创新点在于在证明

逼近解列一致有界的过程中，利用 Qian 等人在[9]中的技巧，可在使用 2L 能量方法时将(1.3)中的 2ω 与
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curl ,curlu ω相抵消，相较于[5]中运用 Green 矩阵的方法更为简便，当然本文这种方法只适用于 2L 框架。 
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