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摘  要 

本文基于T. Bag和S.K. Samanta于2003年建立的模糊赋范线性空间。它们定义的模糊范数所导出的α-范
数集是关于α-单增的范数集族 ( ){ }

α
α: 0,1∈ 。基于模糊范数与α-范数的联系，本文给出了模糊范数所

导出的0-范数的概念，研究了0-范数是否是范数、0-范数与下确界范数的关系，同时研究了点列依0-范
数收敛与依模糊范数收敛的关系。 
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Abstract 
This paper is based on the fuzzy normed linear space established by T. Bag and S.K. Samanta in 
2003. The α-norms set derived by their definition is an ascending family of norms ( ){ }

α
α: 0,1∈ . 

Based on the connection between fuzzy norm and α-norm, we present the concept of 0-norm de-
rived by the fuzzy norm. We study whether the 0-norm is the norm, and the relationship of 0-norm 
and lower boundary norm. And then we also study the relationship between the 0-norm conver-
gence and the fuzzy norm convergence. 
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1. 引言 

T. Bag 与 S.K. Samanta [1]于 2003 年建立了模糊赋范线性空间。模糊赋范线性空间中的模糊范数所导

出的 α-范数是赋范线性空间中的经典范数。它们讨论了模糊范数与 α-范数之间的有趣关系，得到了模糊

范数收敛等价于 α-范数 ( )( )0,1α ∈ 收敛的结果，进而研究了模糊赋范线性空间的一些性质，得到了在有

限维线性空间中的模糊范数等价的结论。随后，T. Bag 和 S.K. Samanta [2]给出模糊赋范空间中线性算子

连续性、有界性的概念并研究模糊赋范线性空间的泛函特征。随后，许多学者研究了模糊赋范线性空间

中的拓扑性质如模糊不动点问题、模糊连续映射等，进一步丰富发展了模糊泛函分析。模糊赋范空间的

拓扑性质可参考文献[3] [4] [5] [6]。T. Bag 与 S.K. Samanta 在模糊赋予范线性空间中所引入的 α-范数，当

0α = 时，α-范数可能是不存在的。因此，我们在模糊赋范线性空间中，根据 α-范数是上升集簇的性质，

定义了 0-范数的概念，并讨论了 0-范数是否为范数、0-范数与下确界范数的关系以及模糊赋范线性空间

点列的收敛性质。 

2. 模糊赋范线性空间 

定义 1.1 [1] (模糊范数的定义)设 X 是线性空间，θ为其零元，N 为 X R× 上的模糊子集。如果对 
,x y X∀ ∈ ， c R∈ ，有 

(N1) 0t∀ ≤ 有 ( ), 0N x t = ； 
(N2) t R∀ ∈ 且 0t > ，有 ( ), 1N x t = 当且仅当 x θ= ； 
(N3) t R∀ ∈ 且 0t > ，如果 0c ≠ ，有 ( ){ }0 : ,x t N x t

α
α= ∧ > ≥ ； 

(N4) ,s t R∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ){ }, min , , ,N x y s t N x s N y t+ + ≥ ； 

(N5) ( ),N x ⋅ 为 R 上的不减函数且 ( )lim , 1
t

N x t
→+∞

= 。 

则称 N 为 X 上的模糊范数， ( ),X N 为模糊赋范线性空间。 
注[2]： ( ),N x t 表示 x 的范数是实数 t 的真值。 
例 1.2 [1]设 ( ),X  为赋范线性空间，对 x X∀ ∈ ， t R∀ ∈ ，定义： 

( )
,   0

,
0,            0

t t
t xN x t

t

 > += 
 ≤

 

则 N 为 X 上的模糊范数。 
设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间， ( )0,1α ∈ ，对 x X∀ ∈ ，令 

( ){ }0 : , .x t N x t
α

α= ∧ > ≥                               (1.1) 

T. Bag 与 S.K. Samanta [1]给出了
α
 为 X 上范数的一个条件。 

引理 1.3 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，若模糊范数 N 满足以下条件： 
(N6) 0t∀ > ，有 ( ), 0N x t > ，则 x θ= 。 
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则由(1.1)式定义的 ( )( )0,1
α
α ∈ 为 X 上的范数，且 ( ){ }: 0,1

α
α ∈ 为 X 上的单增范数簇。称

α
 为

由模糊范数 N 导出的 α-范数。 
引理 1.4 [1]设 X 是线性空间， ( ){ }: 0,1

α
α ∈ 为 X 上一单增范数簇，令 

[ ]: 0,1 ,N X R′ × →  

( ) ( )
{ } ( ) ( )

( ) ( )
0,1

:   , ,0
, ,

0                             , ,0

x t x t
N x t

x t

αα
α θ

θ
∈

 ∨ ≤ ≠′ = 
 ≠

                       (1.2) 

则 N ′为 X 上的模糊范数。 
定理 1.5 设 X 是线性空间， ( ){ }: 0,1

α
α ∈ 为 X 上一单增范数簇，且对 x X∀ ∈ ， x θ≠ ， 0xt∃ > ，使

得 ( )0,1α∀ ∈ ，都有 xx t
α
> 。对 x X∈ ，令 

( ) ( )
{ } ( ) ( )

( ) ( )
0,1

:   , ,0
, ,

0                             , ,0

x t x t
N x t

x t
αα

α θ

θ
∈

 ∨ ≤ ≠′ = 
≠

 

则 N ′为 X 上的模糊范数，且 N ′满足(N6)条件。 
证：由定引理 1.4 知， N ′为 X 上的模糊范数。 
下证： N ′满足(N6)条件。 
事实上，若存在 x X∈ ，对 0t∀ > ，有 ( ), 0N x t′ > ，但 x θ≠ 。由定理条件和 N ′的定义知， 

( ) ( ){ }( ), 0 0,1 : ,x xN x t x t
α

α ϕ′ = ∈ ≤ =  

这与已知的 ( ), 0N x t′ > 矛盾，所以 x θ= 。 
引理 1.6 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间且模糊范数 N 满足条件(N6)。若模糊范数 N 还满足条件： 
(N7) ( )x X x θ∀ ∈ ≠ ， ( ),N x ⋅ 关于 t 连续且在 ( ){ }: 0 , 1t N x t< < 上严格递增。 
则 ( )x X θ∀ ∈ ≠ ， ( )0,1α∀ ∈ ，有 ( ),N x x

α
α= 。 

下面介绍模糊赋范线性空间中点列模糊收敛的概念及其与 α-范数收敛的关系。 
定义 1.7 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，{ }nx 是 X 中的点列，如果 0x X∃ ∈ ，使得 

( )0 , 1,  0.nN x x t t− = ∀ >  

则称{ }nx 模糊收敛且模糊收敛到 0x ，记为 0
N

nx x→ ， 0x 称为{ }nx 的模糊极限。 
注[1]：模糊极限如果存在，那么极限唯一。 
定义 1.8 [4]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，A 为 X 的子集。 
1) A 中所有模糊收敛点列的模糊极限所成之集称为 A 的导集，记为 A′。 
2) 若 A A′ ⊆ ，则称 A 为模糊闭集。 

3) 称 A A′ 为 A 的模糊闭包，记为 A 。 
定义 1.9 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，{ }nx 是 X 中的点列， [ )0,1α ∈ ，如果 0x Χ∃ ∈ ，使得 

0lim 0.nn
x x

α→∞
− =  

则称{ }nx 依 α-范收敛且 α-范收敛到 0x ，记为 0nx xα⋅→ ， 0x 称为{ }nx 的 α-极限。 

引理 1.10 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，模糊范数 N 满足条件(N6)和(N7)，{ }nx 是 X 中的点列，

0x X∈ 。则 0
N

nx x→ 当且仅当对 ( )0,1α∀ ∈ ，有 0nx xα⋅→ 。 
从 T. Bag 与 S.K. Samanta [1]对引理 1.1.6 的证明过程知下引理成立。 
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引理 1.11 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，{ }nx 是 X 中的点列， 0x X∈ 。若 0
N

nx x→ ，那么对

( )0,1α∀ ∈ ，有 0nx xα⋅→ 。 

3. 模糊赋范线性空间的 0-范数 

本节，我们在模糊赋范线性空间中引入 0-范数的概念，并讨论其相关性质。 
设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间且模糊范数满足(N6)条件，对 x X∈ ， 

( ){ }0 0 : , 0x t N x t= ∧ > >                               (2.1) 

由模糊范数的定义知， ( ){ }0 : , 0t N x t φ> > ≠ ，所以
0x 有定义且

0 0x ≥ 。下面验证
0x 满足范数的

三个条件： 
1) 正定性： 
若

0 0x = ，则
 

( ){ } ( )0 : , 0 0 0, , 0.t N x t t N x t∧ > > = ⇒∀ > >  

由条件(N6)知， 
,x θ=  

若 x θ= ，则 

( ) ( ){ }0, , 1 0 : , 0 0.t N x t t N x t∀ > = ⇒ ∧ > > =  

2) 齐次性： 
x X∀ ∈ ， c R∈ 。 

当 0c ≠ 时， 

( ){ }

( ){ }
( ){ }

0

0

0 : , 0

0 : , 0

0 : , 0

0 : , 0

0 : , 0
.

cx t N cx t

tt N x
c

tt N x
c

c t N x t

c t N x t
c x

= ∧ > >

   = ∧ > >      
   = ∧ > >      

= ∧ > >

= ∧ > >

=

 

当 0c = 时， 

0 0 0 00 0 0 0 .x x xθ= = = =  

3) 三角不等式： 
对 ,x y X∀ ∈ ， 

( ){ } ( ){ }
( ) ( ){ }

( ){ }
( ){ }

0 0

( 4)

( 4)

0 : , 0 0 : , 1

0 : , 0, , 0

0 : , 1

0 : , 1

N

N

x y t N x t s N y s

t s N x t N y s

t s N x y t s

t s N x y t s

+ = ∧ > > + ∧ > =

= ∧ + > > >

∧ + > + + =≥

∧ + > + + =≥

由

由
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综上所述，0-范数是 X 上的范数。 
从以上讨论知，下定理成立。 
定理 2.1 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间且模糊范数 N 满足(N6)条件，则由(2.1)式定义的

0⋅ 为 X 上的

范数，称其为由模糊范数 N 导出的 0-范数。 
从 ( )( )0,1

α
α⋅ ∈ 及

0⋅ 的定义易知下述推论成立。 

推论 2.2 设 ( ),X N 模糊赋范线性空间且模糊范数 N 满足(N6)条件， [ ){ }: 0,1
α
α ∈ 为 X 上一单增范数

族。 
设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间， ( )0,1α ∈ ，由(1.1)式定义的

α
⋅ 为 X 上范数。再由

α
⋅ 的定义知，

x X∀ ∈ ， x θ≠ ， x
α
关于 α在 ( )0,1 上单增。故而 ( ){ }: 0,1xm x

α
α= ∧ ∈ 存在，且

0
limxm x

αα +→
= 。若模糊

范数 N 满足(N6)条件，则 x X∀ ∈ ， x θ≠ ， 0xt∃ > ，使得 ( ), 0xN x t = ，从而 ( )( )0,1xx t
α

α≥ ∀ ∈ 。故而

0
lim 0x xm x t

αα +→
= ≥ > 。因此，若 0xm = ，则必有 x θ= 。从而易得如下结论。 

定理 2.3 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间且模糊范数 N 满足(N6)条件，
α
 是由(1.1.1)式导出的 α-范数。

对 x X∀ ∈ ，令 

(0,1)
,xm x

αα∈
= ∧                                   (2.2) 

则 xm 为 X 上的范数，且有 ( )( )0,1xm x
α

α≤ ∀ ∈ ，称 xm 为 X 上的下确界范数。 

定理 2.4 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，且模糊范数 N 满足(N6) (N7)条件，则对 x X∀ ∈ ，
0xm x= 。 

证明：对 x X∀ ∈ ， 
1) 若 x θ= ，则

00xm x= = 。 

2) 若 x θ≠ ，则对 ( )0,1α∀ ∈ ，由引理 1.6 知， 

( ), .N x x
α

α=  

由 ( ),N x ⋅ 关于 t 在 R 上连续且
0

limxm x
αα +→

= 知， 

( ), 0.xN x m =  

又由于
0 0x > 且 ( ) ( )0, 0N x t t x= ∀ < ，再用 ( ),N x ⋅ 关于 t 在 R 上连续得， 

( ) ( )
0

0, lim , 0.
t x

N x x N x t
−→

= =  

因此， ( ) ( )0, , 0.xN x m N x x= =  

若
0 xx m< ，则 ( )0 0 , xt x m∃ ∈ ，使得 ( )0, 0N x t > 。故而 

( ) ( )0, 0 , xN x t N x m> = ， 

这与(N5) ( ),N x ⋅ 关于 t 在 R 上不减矛盾。因此，
0 xx m= 。 

下述例子中，由模糊范数 N 所导出的 α-范数 [ )( )0,1α ∈ 是范数，同时 0-范数等于下确界范数也成立。 
例 2.5 设 ( ),x ⋅ 是赋范线性空间，对 x X∀ ∈ ， ( )0,1α ∈ ，令 

( )
( ){ } ( ) ( )

( ) ( )
(0,1)

: 1 , ,0
, ,

0 , ,0

x t x t
N x t

x t
αα

α α θ

θ
∈

 ∨ + ≤ ≠= 
=

 

则 N 为 X 上的模糊范数，且模糊范数满足(N6) (N7)条件。 
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证明：由引理 1.4 知，N 为 X 上的模糊范数，再由定理 1.5 知，模糊范数 N 满足(N6)条件。不难发现，

模糊范数 N 也满足(N7)条件。 
下面讨论，模糊赋范线性空间中点列的按 0-范数收敛与模糊收敛的关系。 
定理 2.6 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，模糊范数 N 满足(N6)条件，{ }nx 为 X 中点列， 0x X∈ 。若

0
N

nx x→ ，则 0nx xα⋅→ 。 
证：由引理 1.11 知， ( )( )0 0,1nx X x xα α⋅∀ ∈ ⇒ → ∈ 。再由

0
的定义知， 

对 ( )0,1α ∈ ，有
0 α
≤  。因此，若 0

N
nx x→ ，则 0nx xα⋅→ 。 

定理 2.7 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，模糊范数 N 满足(N6)条件，对 0 1α β∀ ≤ < < ，α-闭集是 β-
闭集。 

证：设集合 A X⊆ 是 α-闭集，则，对任意点列{ } 0,n nx A x xα⋅⊆ → ，则 0x A∈ 。 
对任意点列{ }nx A⊆ ，如果 0nx xβ⋅→ ，那么， 0nx xα⋅→ 。 
因此， 0x A∈ 。即是 α-闭集是 β-闭集。 
推论 2.8 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，模糊范数 N 满足(N6)条件，那么 0-闭集是模糊闭集。 
证：设集合 A 是 ( ),X N 的任意 0-闭集，对 { }nu A∀ ⊂ ，如果 0u X∃ ∈ ，使得 0

0nu u→ ，那么 0u A∈ 。 
在模糊赋范线性空间中，若 0 1x A′∈ ，则 { }nx A∃ ⊂ ，使得 0

N
nx x→ 。 

由定理 2.6 知： 0
0 0

N
n nx x u u→ ⇒ → 。 

因此， 0x A∈ 。再由 0x 的任意性知 0A A′ ⊂ ，所以 A 是模糊闭集。 

4. 总结 

本文以 T. Bag 和 S.K. Samanta 于 2003 年提出的模糊范数为研究对象，定义了 0-范数的概念，探究

了 0-范数与下确界范数的关系，讨论了模糊赋范线性空间的点列性质。得到了 0-范数是范数且等于下确

界范数、点列模糊收敛那么 0-范收敛等结论。并且验证了模糊赋范线性空间中 0-范数是范数且等于下确

界范数是存在的。下一步我们将结合逼近理论与经典宽度理论，研究模糊赋范线性空间在 0-范数框架下

的逼近特征。 
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