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摘  要 

连通性是评估互连网络可靠度和容错性的一个非常重要的参数。若对于连通图G中的任意两个顶点 x y, ，

它们之间有 ( ) ( ){ },G Gx ymin deg deg 条边不相交的路，则连通图G是强Menger边连通的。若对于任意的

边集 ( )eF E G⊆ 且 eF m≤ ， eG F− 仍保持强Menger边连通性，则图G是m-边容错强Menger边连通的。

若对于任意的边集 ( )eF E G⊆ 且 eF m≤ 和 ( )eG F 2− ≥δ ， eG F− 仍保持强Menger边连通性，则图G是

m-条件边容错强Menger边连通的。在这篇文章中，我们证明 ( )nCW n 4≥ 是 ( )n2 4− -边容错强Menger边
连通的。此外，我们给出例子来说明我们保持强Menger边连通性的有关故障边的数量是最大值，即是最

优的。 
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Abstract 
Connectivity is an important measurement to evaluate the reliability and fault tolerance of inter-
connection networks. A connected graph is called strongly Menger edge connected if for any two 
distinct vertices x, y in G, there are ( ) ( ){ },G Gx ymin deg deg  edge-disjoint paths between x and y. 
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A graph G is called m-edge-fault-tolerant strongly Menger edge connected if eG F−  remains 
strongly Menger edge connected for an arbitrary set ( )eF E G⊆  with eF m≤ . A graph G is called 
m-conditional edge-fault-tolerant strongly Menger edge connected if eG F−  remains strongly 
Menger edge connected for an arbitrary set ( )eF E G⊆  with eF m≤  and ( )eG F 2− ≥δ . In this 

paper, we show that nCW  is ( )n2 4− -edge-fault-tolerant strongly Menger edge connected  

( )eG F 2− ≥δ  for n 4≥  and ( )n6 14− -conditional edge-fault-tolerant strongly Menger edge con-
nected for n 5≥ . Moreover, we present some examples to show that our results are all optimal 
with respect to the maximum number of tolerated edge faults. 
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1. 引言 

关于图的相关的定义和概念来源于[1]。 ( ) ( )( ),G V G E G 是一个简单的无向连通图， ( )V G 代表顶点

集， ( )E G 代表边集。对于任意的顶点 ( )u V G∈ ， ( )GN u 表示 u 的邻域的集合， ( )GE u 表示与 u 相连的

边的集合， ( ) ( )G Gd u E u= 表示 u 的度。 ( ) ( ) ( ){ }min :GG d u u V Gδ = ∈ 定义为 G 的度，是 G 中顶点度的

最小值。若 G 中的任意顶点 u， ( )Gd u k= ，则 G 是 k-正则的。若 G 中的边 ( ),u v 满足 1u F∈ ， 2v F∈ ，则

( ),u v 是一个 1 2F F− 边，所有 1 2F F− 边的集合被定义为 ( )1 2,GE F F ，用 ( )1 2,Ge F F 来表示集合中元素的个数。

( )F V G⊆ 是 G 中的一个顶点集， ( )eF E G⊆ 是 G 中的一个边集。我们用G F− 来代表 G 的一个子图，

它的顶点集是 ( )V G F− 和边集是 ( ) ( ) ( ) { }{ }, ,E G u v E G u v F− ∈ ∩ = Φ 。如果G F− 是不连通的或仅仅只

有一个顶点，那么称 F 是 G 的一个顶点割。G 的连通度是 G 的顶点割的最小值，用 ( )Gκ 来表示。我们

用 eG F− 来代表 G 的一个子图，它的顶点集是 ( )V G 和边集是 ( ) eE G F− 。如果 eG F− 是不连通的，那么

称 eF 是 G 的一个边割。G 的边连通度是 G 的边割的最小值，用 ( )Gλ 来表示。 1 2 2k kP ux x x v−=  且 

1 2 2, , , , ,ku x x x v− 是 k 个不同的顶点表示一个 u,v-路。我们取两个不同的 u,v-路 1 1 2 2kP ux x x v−=  和

2 1 2 2kP uy y y v−=  。若 ( ) ( ) { }1 2 ,V P V P u v∩ = ，则称 1P 和 2P 是顶点不相交的 u,v-路；若 ( ) ( )1 2E P E P∩ =Φ，

则称 1P 和 2P 是边不相交的 u,v-路。如果G F− 没有 u,v-路，那么称 ( ) { },F V G u v⊆ − 是一个 u,v-点割；如

果 eG F− 没有 u,v-路，那么称 ( )eF E G⊆ 是一个 u,v-边割。Menger 定理[2]是有关连通性和边连通性的一个

典型的定理。 
定理 1.1 [2] 1) x, y 是图 G 中的两个不同的顶点且 ( ) ( ),x y E G∉ ，x,y-割的最小值等于 G 中点不相交的

x,y-路的最大值。 
2) x, y 是图 G 中的两个不同的顶点，x,y-边割的最小值等于 G 中边不相交的 x,y-路的最大值。 
在 Menger 定理的基础之上，Oh et al. [3]提出了强 Menger 连通性，也被称为最大局部连通性；Qiao et 

al. [4]提出了强 Menger 边连通性。 
定义 1.2 [5] 1) x, y 是连通图 G 中的任意两个不同的顶点，若在 G 中 x 和 y 有 ( ) ( ){ }min deg ,degG x y 顶

点不相交的路，则连通图 G 是强 Menger 连通的。 
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2) x, y 是连通图 G 中的任意两个不同的顶点，若在 G 中 x 和 y 之间有 ( ) ( ){ }min deg ,degG x y 边不相

交的路，则连通图 G 是强 Menger 边连通的。 
在真实的互连网络中故障可能发生，因此考虑互连网络的容错性是尤为重要的。Oh et al. [3] [6]提出

了 m-容错强 Menger 连通性；Shih et al. [7]提出了 m-条件容错强 Menger 连通性。此外，边的容错强 Menger
连通性和条件容错强 Menger 连通性在参考文献[4]和[5]也被提出。 

定义 1.3 [5] 1) 对于 G 中的任意一个顶点集 ( )F V G⊆ 且 F m≤ ，若G F− 是强 Menger 连通的，则

图 G 是 m-容错强 Menger 连通的。 
2) 对于 G 中的任意一个边集 ( )eF E G⊆ 且 eF m≤ ，若 eG F− 是强 Menger 边连通的，则图 G 是 m-

边容错强 Menger 边连通的。 
定义 1.4 [5] 1) 对于 G 中的任意一个顶点集 ( )F V G⊆ 且 F m≤ 和 ( ) 2G Fδ − ≥ ，若G F− 是强 Menger

连通的，则图 G 是 m-条件容错强 Menger 连通的。 
2) 对于 G 中的任意一个边集 ( )eF E G⊆ 且 eF m≤ 和 ( ) 2eG Fδ − ≥ ，若 eG F− 是强 Menger 边连通的，

则图 G 是 m-条件边容错强 Menger 边连通的。 
对于强 Menger 连通性和强 Menger 边连通性，许多拓扑结构已经被研究：超立方体 nQ  [4]，折叠超

立方体 nFQ  [4] [8] [9]，平衡超立方体 nBH  [5]，类超立方体网络[7] [10]，一类正则网络[11]，泡型星图 nBS  
[12] [13]，泡型图 nB  [14]等等。在这篇文章中我们研究的是 n-维轮图 nCW  [15]的边容错强 Menger 边连

通性和条件边容错强 Menger 边连通性。轮图 nCW 有许多优良的特性，如顶点传递性和高度正则性，轮

图 nCW 的许多性质已经被研究过，具体可以见参考文献[16]-[21]。 
这篇文章剩余部分的结构安排如下。第二部分阐述了轮图的定义和一些有用的性质引理，未被证明

的引理我们会在这一部分给出详细的证明；第三部分证明了 n-维轮图 ( )4nCW n ≥ 的边容错强 Menger 边

连通性；第四部分我们对这篇文章做出总结。 

2. 预备知识 

用
1 2

1 2

n

n
p p p

 
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 





代表置换， ii p→ 。为了方便，我们可以将置换
1 2

1 2

n
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p p p

 
 
 





表示为

1 2 np p p 。此外每个置换也可以表示成一个轮换，例如： ( )
1 2 3

132
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 

= 
 

。特别地， ( )
1 2

1
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 
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 
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两个置换的乘积στ 是先作用于 τ 后作用于σ 。例如： ( )( ) ( )12 13 123= 。设 ,a b 是两个整数，规定

[ ] { }, |a b x x a x b= ≤ ≤是 中的整数 。设 nS 是 n 阶置换群，它的元素是集合 [ ]1,n 中的所有置换 

1 2 np p p p=  。取 [ ], 1,i j n∈ 是两个整数且 i j≠ ， 1 2 np p p p=  是置换群 nS 中的一个置换，我们规定运

算“ ( ),p i j ”是将置换 p 中 ,i j 两个位置的数互换，其余位置的数不变，即 ip 与 jp 互换即可。例如：

( )1 2 1 2,i j n j i np p p p p i j p p p p p=       。运算“ ( ) ( ), ,p i j p i j= ”可以简化成“ ( ),p i j ”。 
我们将在下面介绍轮图 nCW 的定义和一些性质。 
定义 2.1 [15] n-维轮图 nCW 的顶点集 ( )n nV CW S= 。对于任意的 ( ), nu v V CW∈ ，( ) ( ), nu v E CW∈ 当且

仅当 ( )1,u v k=  ，2 k n≤ ≤ 或者 ( ), 1u v k k= + ，2 1k n≤ ≤ − 或者 ( )2,u v n=  。n-维轮图 nCW 的顶点数是

n 阶置换群 nS 的元素个数 !n 。 
n-维轮图 nCW 是一个特殊的凯莱图，因此我们可以得到一些性质。 nCW 是 ( )2 2n − -正则的和顶点传

递的， 4n ≥ 。 nCW 是二部图并且围长是 4， 4n ≥ 。在这里展示出了 4-维轮图 4CW 的结构(见图 1)。 nCW
可以被划分成 n 个不相交的子图 1 2 3, , ,n n nCW CW CW ，其中每个顶点 ( )1 2

i
n nu u u u V CW= ∈ 的最后一个位

置 nu 为一个固定的整数 i，其中 [ ]1,i n∈ 。显然， i
nCW 是同构于 1nBS − ，我们知道 1nBS − 是 ( )1n − -维的泡型
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星图。对于任意的顶点 ( )nv V CW∈ ，有三个外部邻域 ( )1,v n ， ( )1,v n n− ， ( )2,v n 被称为 v 的外部邻域，

记为 ( )1v v n+ = ， ( )1,v v n n− = − ， ( )2v v n∗ = 。如果一个边 ( ),u v 的两个顶点在不同的子图 i
nCW 中，那么

边 ( ),u v 被称为交叉边。对于任意的 ( )i
nv V CW∈ ，其中 { }1,2, ,i n∈  ， 4n ≥ ，我们知道 , ,v v v+ − ∗属于三个

不同的子图 ( )j
nCW j i≠ 中。规定集合 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,i j

ij n n n nE CW u v E CW u V CW v V CW= ∈ ∈ ∈ ，其中 

[ ], 1,i j n∈ ，i j≠ 。对于任意的边集 ( )e nF E CW∈ ，我们定义 ( )i i
e e nF F E CW= ∩ ， 0

1

n i
e e ei

F F F
=

= −


，其中

[ ]1,i n∈ 。 L
nCW 是由 ( )i

ni L
V CW

∈
诱导出来的 nCW 的子集，其中 [ ]1,L n⊆ 。 

 

 
Figure1. Wheel network CW4 
图 1. 轮图 CW4 

 

引理 2.2 [16] [17]设 n 是一个整数且 4n ≥ ，有以下结论： 
1) 对于任意的 [ ], 1,i j n∈ 且 i j≠ ， ( ) ( )3 2 !ij nE CW n= − ； 

2) 对于任意的 ( ), k
nu v V CW∈ ，u v≠ 且 [ ]1,k n∈ ，{ } { }, , , ,u u u v v v φ+ − ∗ + − ∗∩ = ； 

3) 对于任意的 [ ]( )1,3
nu V CW∈ ， [ ]( )4,n

nu V CW+ ∈ 或 [ ]( )4,n
nu V CW− ∈ 或 [ ]( )4,n

nu V CW∗ ∈ ； 

4) 对于任意的 [ ]( )1,2
nu V CW∈ ，存在两个顶点 { }, , ,u u u u u+ − ∗′ ′′∈ ，使得 [ ]( )3,, n

nu u V CW′ ′′∈ 。 

引理 2.3 [20] ( ) 2 2nCW nλ = − ，其中 4n ≥ 。 
引理 2.4 [13] ( ) 2 3nBS nλ = − ，其中 3n ≥ 。 
引理 2.5 [13] nBS 有以下性质： 
1) 设 ( )e nF E BS∈ ，且 4 9eF n≤ − ， 3n ≥ 。如果 n eBS F− 不连通，则 n eBS F− 有一个连通分支 H，

( ) ! 1V H n≥ − 。 
2) 设 ( )e nF E BS∈ ，且 6 14eF n≤ − ， 3n ≥ 。如果 n eBS F− 不连通，则 n eBS F− 有一个连通分支 H，

( ) ! 2V H n≥ − 。 
3) 设 ( )e nF E BS∈ ，且 8 21eF n≤ − ， 3n ≥ 。如果 n eBS F− 不连通，则 n eBS F− 有一个连通分支 H，

( ) ! 3V H n≥ − 。 

3. 最大连通部分 

引理 2.6 设 ( )4eF E CW⊆ ，且 9eF ≤ 。如果 4 eCW F− 不连通，则 4 eCW F− 由两个连通部分组成，其
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中一个连通部分是一个孤立点。 
证明因为 4 eCW F− 是不连通的，不失一般性，我们假设 1 2 3 4

e e e eF F F F≥ ≥ ≥ 。因为 4n = ，根据引

理 2.2(1)， ( ) ( ), 4 3 4 2 ! 6i jE CW = × − = ，其中 [ ], 1,4i j∈ ， i j≠ 。由 9eF ≤ ，可得 4 2eF ≤ ；否则 
4 3 12 9eF ≥ × = > ，与事实 9eF ≤ 相矛盾。根据引理 2.4， 4 4

4 eCW F− 是连通的。设 H 是 4 eCW F− 的包含
4 4

4 eCW F− 作为一个子集的连通部分。接下来我们考虑如下情况： 
情形 1 1 2eF ≤  
在这种情形下，根据引理 2.4， 4

i i
eCW F− 是连通的， [ ]1,4i∈ 。现在我们声称 ( )1,2 4 eE CW F− ≠ Φ 或者 

( )1,3 4 eE CW F− ≠ Φ；否则的话 ( ) ( )1,2 4 1,3 4 2 6 12 9eF E CW E CW≥ + = × = > ，与事实 9eF ≤ 相矛盾。不失

一般性，我们可以假设 ( )1,2 4 eE CW F− ≠ Φ。相似的，可以得到 ( )1, 4i eE CW F− ≠ Φ或者 ( )2, 4i eE CW F− ≠ Φ，

其中 [ ]3,4i∈ 。因此 4 eH CW F= − 连通了，与假设相矛盾。 
情形 2 1 3eF =  
假设 2 2eF ≤ ，则 0 9 3 6eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 4

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,4i∈ 。我们可以得到 

( )2,3 4 eE CW F− ≠ Φ或者 ( )2,4 4 eE CW F− ≠ Φ ；否则 ( ) ( )2,3 4 2,4 4 2 6 12 9eF E CW E CW≥ + = × = > ，与事实

9eF ≤ 相矛盾。不失一般性，我们可以假设 ( )2,3 4 eE CW F− ≠ Φ。相似的，可以得到 ( )2,4 4 eE CW F− ≠ Φ或

者 ( )3,4 4 eE CW F− ≠ Φ。因此 [ ]2,4
4 eCW F− 是 H 的一个子集。因为 1 3eF = ，根据引理 2.5(1)， 1 1

4 eCW F− 有一

个连通分支 1H ，使得 ( )1 3! 1V H ≥ − 。因为 ( ) [ ]( )( ) ( ) ( )
4

2,3
1 4 1,2 4 1,3 4,CW eE V H V CW F E CW E CW− ≥ + −

( ) ( )1 0
4 12 6 2 2 9 0eV CW V H F− − ≥ × − − > ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。 

假设 2 3eF = ，则 0 9 3 2 3eF ≤ − × = 。如果 3 2eF ≤ ，根据引理 2.4， 4
i i

eCW F− 是连通的， [ ]3,4i∈ 。因

为 ( ) ( ) 0
3,4 4 3,4 4 6 3 3 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − = > ，所以 [ ]3,4

4 eCW F− 是 H 的一个子集。由引理 2.2(4)，对

于任意的 [ ]( )1,2
4u V CW∈ ，存在两个顶点 { }*, , ,u u u u u+ −′ ′′∈ ，使得 [ ]( )3,4

4,u u V CW′ ′′∈ 。因为 0 3 2 2eF ≤ < × ，

所以在 [ ]1,2
4CW 中最多有一个顶点不被包含在H中。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。如果 3 3eF = ，则 0 9 3 3 0eF ≤ − × = 。

已知对于任意的 [ ]( )3,4
4v V CW∈ ，存在一个顶点 { }, ,v v v v+ − ∗′∈ ，使得 ( )4

4v V CW′∈ 。因为 0 0eF = ，所以

4 eH CW F= − 是连通的，与假设矛盾。 
情形 3 1 4eF ≥  
假设 2 2eF ≤ ，则根据引理 2.4， 4

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,4i∈ 。因为 ( ) ( ) 0

, 4 , 4i j e i j eE CW F E CW F− ≥ −

6 5 1 0≥ − = > ，其中 [ ], 2,4i j∈ ，i j≠ ，所以 [ ]2,4
4 eCW F− 是 H 的一个子图。已知对于任意的 ( )1

4u V CW∈ ，

{ } [ ]( )2,4
4, ,u u u V CW+ − ∗ ⊆ 。因为 0 5 3 2eF ≤ < × ，所以在 1

4CW 中最多有一个顶点不被包含在 H 中。因此

( ) 4! 1V H ≥ − 。 

假设 2 3eF ≥ ，则 0 9 4 3 2eF ≤ − − = ， 3 2eF ≤ 。根据引理 2.4， 3 3
4 eCW F− 是连通的。因为 ( )3,4 4 eE CW F− ≥

( ) 0
3,4 4 6 2 0eE CW F− ≥ − > ，所以 [ ]3,4

4 eCW F− 是H的一个子集。根据引理 2.2(4)，对于任意的 [ ]( )1,2
4v V CW∈ ，

存在两个顶点 { }, , ,v v v v v+ − ∗′ ′′∈ ，使得 [ ]( )3,4
4v V CW′∈ 和 [ ]( )3,4

4v V CW′′∈ 。因为 0 2 2 2eF ≤ < × ，所以在

[ ]1,2
4CW 中最多有一个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。 

引理 2.7 设 ( )e nF E CW⊆ ，且 4 7eF n≤ − ， 4n ≥ 。如果 n eCW F− 不连通，则 n eCW F− 由两个连通部

分组成，其中一个连通部分是一个孤立点。 
证明当 4n = 时，根据引理 2.6，证明结论是成立的。假设 5n ≥ 且 n eCW F− 是不连通的。不失一般性，

我们可以假设 1 2 3 n
e e e eF F F F≥ ≥ ≥ ≥ 。假设H是 n eCW F− 的包含 n n

n eCW F− 作为一个子集的连通部分。
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接下来我们考虑如下情况： 
情形 1 1 2 6eF n≤ −  
在这种情况下，根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是连通的， [ ]1,i n∈ 。因为 ( ) ( ) 0
, ,i j n e i j n eE CW F E CW F− ≥ − ≥

( ) ( )3 2 ! 4 7 0n n− − − > ，其中 [ ], 1,i j n∈ ， i j≠ ， 5n ≥ ，因此 n eH CW F= − 是连通的，与假设 n eCW F− 不

连通相矛盾。 
情形 2 12 5 4 13en F n− ≤ ≤ −  
假设 2 2 6eF n≤ − ，则 ( )0 4 7 2 5 2 2eF n n n≤ − − − = − 。根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是连通的， [ ]2,i n∈ 。

因为 ( ) ( ) ( ) ( )0
, , 3 2 ! 2 2 0i j n e i j n eE CW F E CW F n n− ≥ − ≥ − − − > ，其中 [ ], 2,i j n∈ ， i j≠ ， 5n ≥ ，所以

[ ]2,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。因为 ( )12 5 4 13 4 1 9en F n n− ≤ ≤ − = − − ，根据引理 2.5(1)， 1 1

n eCW F− 有一个

连通分支 1H ，使得 ( ) ( )1 1 ! 1V H n≥ − − 。又因为 ( ) ( )( ) ( )2
1 1,2 4,

nCW n eE V H V CW F E CW− ≥ −
 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 0
1 3 2 ! 1 2 2 0n eV CW V H F n n− − ≥ − − − − >  5n ≥ ，所以 1H 是H的一个子集。因此 ( ) ! 1V H n≥ − 。 

假设 2 2 5eF n≥ − ，则 ( )0 4 7 2 2 5 3eF n n≤ − − − = ， 3 3 2 6eF n≤ < − ， 5n ≥ 。根据引理 2.4， i i
n eCW F−

是连通的， [ ]3,i n∈ 。因为 ( ) ( ) ( )0
, , 3 2 ! 3 0i j n e i j n eE CW F E CW F n− ≥ − ≥ − − > ，其中 [ ], 3,i j n∈ ，i j≠ ， 5n ≥ ，

所以 [ ]3,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。由引理 2.2(4)，对于任意的 [ ]( )1,2

nv V CW∈ ，存在两个顶点 

{ }, , ,v v v v v+ − ∗′ ′′∈ ，使得 [ ]( )3,n
nv V CW′∈ 和 [ ]( )3,n

nv V CW′′∈ 。又因为 0 3 2 2eF ≤ < × ，所以在 [ ]1,2
nCW 中最多有

一个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) ! 1V H n≥ − 。 
情形 3 14 12 4 7en F n− ≤ ≤ −  
在这种情形下，可得 ( )0 4 7 4 12 5eF n n≤ − − − = ， 3 2 2 6eF n≤ < − ， 5n ≥ ，根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是

连通的， [ ]3,i n∈ 。因为 ( ) ( ) ( )0
, , 3 2 ! 5 0i j n e i j n eE CW F E CW F n− ≥ − ≥ − − > ，其中 [ ], 3,i j n∈ ，i j≠ ， 5n ≥ ，

所以 [ ]3,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。 

假设 2 2 6eF n≤ − ，则 [ ]2,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。已知对于任意的 ( )1

nu V CW∈ ，有 

{ } [ ]( )2,, , n
nu u u V CW+ − ∗ ⊆ 。又因为 0 5 3 2eF ≤ < × ，所以在 1

nCW 中最多有一个顶点不被包含在 H 中。因此

( ) ! 1V H n≥ − 。 

假设 2 2 5eF n≥ − 。因为 5n ≥ ，所以 2 5eF ≥ ，则 ( )0 4 7 4 12 5 0eF n n≤ − − − − = 。根据引理 2.2(4)，

n eH CW F= − 是连通的，与假设相矛盾。 
引理 2.8 设 ( )5eF E CW⊆ ，且 19eF ≤ 。如果 5 eCW F− 不连通，则 5 eCW F− 有一个连通分支 H，

( ) 5! 2V H ≥ − 。 
证明因为 5 eCW F− 是不连通的，不失一般性，我们可以假设 1 2 3 4 5

e e e e eF F F F F≥ ≥ ≥ ≥ 。因为 5n = ，

根据引理 2.2(1)，所以 ( ) ( ), 5 3 5 2 ! 18i jE CW = × − = ， [ ], 1,5i j∈ ， i j≠ 。由 19eF ≤ ，可得 5 4 4e eF F≤ ≤ ；

否则的话 5 4 20 19eF ≥ × = > ，与事实 19eF ≤ 相矛盾。根据引理 2.4， 5
i i

eCW F− 是连通的， [ ]4,5i∈ 。设

H 是 5 eCW F− 中包含 5 5
5 eCW F− 作为一个子集的连通部分。现在我们考虑下面的几种情形： 

情形 1 1 4eF ≤  
在这种情况下，根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]1,5i∈ 。现在我们声称 ( )1,2 5 eE CW F− ≠ Φ或者

( )1,3 5 eE CW F− ≠ Φ；否则的话 ( ) ( )1,2 5 1,3 5 2 18 36 19eF E CW E CW≥ + = × = > ，与事实 19eF ≤ 产生了矛盾。

不失一般性，我们可以假设 ( )1,2 5 eE CW F− ≠ Φ。同样的道理，可以得到 ( )1,3 5 eE CW F− ≠ Φ或者 

( )2, 5i eE CW F− ≠ Φ。因此 5 eH CW F= − 是连通的，与假设 5 eCW F− 是不连通的产生了矛盾。 

情形 2 15 7eF≤ ≤  
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情形 2.1 2 4eF ≤  
在这种情形下， 0 19 5 14eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。现在我们声称

( )2,3 5 eE CW F− ≠ Φ或者 ( )2,4 5 eE CW F− ≠ Φ；否则的话 ( ) ( )2,3 5 2,4 5 2 18 36 19eF E CW E CW≥ + = × = > ，与

事实 19eF ≤ 产生矛盾。不失一般性，我们可以假设 ( )2,3 5 eE CW F− ≠ Φ。相似的，可得 ( )2, 5i eE CW F− ≠ Φ

或者 ( )3, 5i eE CW F− ≠ Φ， [ ]4,5i∈ 。因此 [ ]2,5
5 eCW F− 是 H 的一个子集。 

假设 1 1
5 eCW F− 是连通的。我们可以得到 ( )1,2 5 eE CW F− ≠ Φ或者 ( )1,3 5 eE CW F− ≠ Φ，与上面类似。因

此 5 eH CW F= − 是连通的，与事实 5 eCW F− 不连通相矛盾。 
假设 1 1

5 eCW F− 是不连通的。因为 15 7eF≤ ≤ ，根据引理 2.5(1)， 1 1
5 eCW F− 有一个连通分支 1H ，使得

( )1 4! 1V H ≥ − 。又因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

2 1 0
1 5 1,2 5 5 1, 18 1 14 3 0CW e eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − = > ，

因此 1H 是 H 的一个子集。因此 ( ) 5! 1 5! 5V H ≥ − > − 。 

情形 2.2 25 7eF≤ ≤  
我们又将情形 2.2 分成以下两个子情形来讨论。 
情形 2.2.1 3 4eF ≤  
在这种情形下，可得 0 19 2 5 9eF ≤ − × = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]3,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 9 9 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − = > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ， i j≠ ，所以 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子

集。因为 2 15 7e eF F≤ ≤ ≤ ，根据引理 2.5(1)，所以 5
k k

eCW F− 有一个连通部分 kH ，使得 ( ) 4! 1kV H ≥ − ，

[ ]1,2k∈ 。又因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

3 0
5 ,3 5 5, 18 1 9 8 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − = > ，

因此 kH 是 H 的一个子集， [ ]1,2k∈ 。因此 ( ) 5! 2V H ≥ − ，引理成立。 

情形 2.2.2 35 7eF≤ ≤  
在这种情形下，可得 0 19 3 5 4eF ≤ − × = 。因为 ( ) ( ) 0

4,5 5 4,5 5 18 4 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以

[ ]4,5
5 eCW F− 是 H 的一个子集。因为 3 2 15 7e e eF F F≤ ≤ ≤ ≤ ，根据引理 2.5(1)， 5

k k
eCW F− 有一个连通分支 kH ，

使得 ( ) 4! 1kV H ≥ − ， [ ]1,3k∈ 。又因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

4 0
5 ,4 5 5, k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − −

18 1 4 0≥ − − > ，因此 kH 是 H 的一个子集， [ ]1,3k∈ 。如果对于某个 [ ]1,3k∈ ， 5
k k

eCW F− 是连通的，那么

( ) 5! 2V H ≥ − 。现在我们考虑 ( ) ( ) ( )1 2 3 4! 1V H V H V H= = = − 。设 ( ) ( )5
i

i iu V CW V H∈ − ，其中 1,2,3i = 。

如果对于某个 [ ]1,3i∈ ，有 ( )iu V H∈ ，那么 ( ) 5! 2V H ≥ − 。接下来我们考虑{ } ( )1 2 3, ,u u u V H∩ =Φ。因为

5CW 是二部图，所以 1 2 3, ,u u u 在 5 eCW F− 中形成三个孤立的顶点或者一个边和一个孤立的顶点或者一个

3P 。如果 1 2 3, ,u u u 在 5 eCW F− 中是三个孤立的顶点，则 3 8 2 22 19eF ≥ × − = > ，与事实 19eF ≤ 产生矛盾；

如果 321 ,, uuu 在 5 eCW F− 中是一个边和一个孤立的顶点，则 2 7 8 1 21 19eF ≥ × + − = > ，与事实 19eF ≤ 产

生矛盾；如果 321 ,, uuu 在 5 eCW F− 中是一个 3P ，则 2 7 8 2 20 19eF ≥ × + − = > ，与事实 19eF ≤ 产生矛盾。 

情形 3 18 10eF≤ ≤  
情形 3.1 2 4eF ≤  
在这种情形下，可得 0 19 8 11eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 11 7 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − = > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ， i j≠ ，所以 [ ]2,5

5 eCW F− 是 H 的一个

子集。假设 1 1
5 eCW F− 是连通的，我们有 ( ) ( ) 0

1,2 5 1,2 5 18 11 7 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − = > ，因此 

5 eH CW F= − 是连通的，与事实 5 eCW F− 不连通产生矛盾。假设 1 1
5 eCW F− 是不连通的，根据引理 2.5(2)，
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1 1
5 eCW F− 有一个连通分支 1H ，使得 ( )1 4! 2V H ≥ − 。因为 ( ) ( )( ) ( )

5

2
1 5 1,2 5,CW eE V H V CW F E CW− ≥ −

( ) ( )1 0
5 1 18 2 11 0eV CW V H F− − ≥ − − > ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此 ( ) 5! 2V H ≥ − 。 

情形 3.2 25 7eF≤ ≤  
情形 3.2.1 3 4eF ≤  
在这种情形下，可得 0 19 8 5 6eF ≤ − − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]3,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 6 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，所以 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 25 7eF≤ ≤ ，根据引理 2.5(1)， 2 2
5 eCW F− 有一个连通分支 2H ，使得 ( )2 4! 1V H ≥ − 。 

假设 1 1
5 eCW F− 是连通的。又因为 ( ) ( ) 0

1,3 5 1,3 5 18 6 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > 且 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

3 2 0
2 5 2,3 5 5 2, 18 1 6 0CW e eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 1 1

5 eCW F− 和 2H 都

是 H 的一个子集。因此 ( ) 5! 1V H ≥ − 。 

假设 1 1
5 eCW F− 是不连通的。根据引理 2.5(2)， 1 1

5 eCW F− 有一个连通部分 1H ，使得 ( )1 4! 2V H ≥ − 。

如果 ( )1 4! 1V H ≥ − ，那么 ( ) 5! 2V H ≥ − 。如果 ( )1 4! 2V H ≥ − ， ( )2 4!V H = ，那么 ( ) 5! 2V H ≥ − 。现在

我们假设 ( )1 4! 2V H = − ， ( )2 4! 1V H = − 。设 ( ) ( )1
11 12 5 1,u u V CW V H∈ − ， ( ) ( )2

2 5 2u V CW V H∈ − 。因为
0 6eF ≤ ，根据引理 2.2(2)，所以存在一个顶点 { } { }( ) ( )11 11 11 12 12 12 2 2 2 11 12 2, , , , , , , , , ,v u u u u u u u u u u u u V H+ − ∗ + − ∗ + − ∗∈ − ∩ ，

使得 ( ) ( )11 5, ev u E CW F∈ − 或者 ( ) ( )12 5, ev u E CW F∈ − 或者 ( ) ( )2 5, ev u E CW F∈ − 。因此 

{ } ( )11 12 2, ,u u u V H∩ ≠ Φ，得 ( ) 5! 2V H ≥ − 。 
情形 3.2.2 35 7eF≤ ≤  
在这种情形下， 0 19 8 5 2 1eF ≤ − − × = 。因为 ( ) ( ) 0

4,5 5 4,5 5 18 1 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以
[ ]4,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。现在我们声称 ( ) 5! 2V H ≥ − 。用反证法来证明，假设 ( ) 5! 3V H ≤ − 。因此

存在三个不同的顶点 [ ]( )1,3
1 2 3 5, ,v v v V CW∈ ，使得{ } ( )1 2 3, ,v v v V H∩ =Φ。根据引理 2.2(2)(3)，存在三个不

同的顶点 [ ]( )4,5
1 2 3 5, ,v v v V CW′ ′ ′ ∈ ，使得 ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1 2 2 3 3 5, , , , ,v v v v v v E CW′ ′ ′ ⊆ 。因为 { } ( )1 2 3, ,v v v V H∩ =Φ 且

[ ]( ) ( )4,5
1 2 3 5, ,v v v V CW V H′ ′ ′ ⊆ ⊆ ，所以我们有 ( ) ( ) ( ){ } 0

1 1 2 2 3 3, , , , , ev v v v v v F′ ′ ′ ⊆ ，得到 0 3eF ≥ ，与事实 0 1eF ≤ 产

生矛盾。因此 ( ) 5! 2V H ≥ − 。 
情形 3.3 28 10eF≤ ≤  
在这种情形下， 0 19 8 2 3eF ≤ − × = 因为 3 0 3 4e eF F≤ ≤ < ，由引理 2.4，可得 3 3

5 eCW F− 是连通的。因为

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 3 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。现在我们声称 

( ) 5! 2V H ≥ − 。已知对于任意的 [ ]( )1,2
5v V CW∈ ，根据引理 2.2(4)，存在两个顶点 { }, , ,v v v v v+ − ∗′ ′′∈ ，使得

[ ]( )3,5
5v V CW′∈ 和 [ ]( )3,5

5v V CW′′∈ 。假设有一个矛盾，即 ( ) 5! 3V H ≤ − 。因此存在三个不同的顶点 
[ ]( )1,2

1 2 3 5, ,v v v V CW∈ ，使得 ( )1 2 3, ,v v v V H∉ 。根据引理 2.2(2)(4)，存在六个不同的顶点 

{ } [ ]( ) ( )3,5
1 1 2 2 3 3 5, , , , ,v v v v v v V CW V H′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ⊆ ⊆ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , , , , , ev v v v v v v v v v v v F′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ⊆ ，可得
0 6eF ≥ ，与事实 0 3eF ≤ 产生矛盾。因此 ( ) 5! 2V H ≥ − 。 
情形 4 1 11eF =  
情形 4.1 2 4eF ≤  
在这种情形下， 0 19 11 8eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。因为 ( ), 5i j eE CW F− ≥

( ) 0
, 5 18 8 10 0i j eE CW F− ≥ − = > ，其中 [ ], 2,5i j∈ ，i j≠ ，因此 [ ]2,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。已知对于任

意的 ( )1
5v V CW∈ ，{ } [ ]( )2,5

5, ,v v v V CW+ − ∗ ⊆ 。接下来用反证法来证明 ( ) 5! 2V H ≥ − 。假设矛盾， 

( ) 5! 3V H ≤ − 。因此存在三个不同的顶点 ( )1
1 2 3 5, ,v v v V CW∈ ，使得{ } ( )1 2 3, ,v v v V H∩ =Φ。因为 

{ } [ ]( ) ( )2,5
1 1 1 2 2 2 3 3 3 5, , , , , , , ,v v v v v v v v v V CW V H+ − ∗ + − ∗ + − ∗ ⊆ ⊆ ，所以有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3, , , , , , , , , , , , , , , , , ev v v v v v v v v v v v v v v v v v F+ − ∗ + − ∗ + − ∗ ⊆ ，可得 0 9eF ≥ ，与事实 0 8eF ≤

产生矛盾。因此 ( ) 5! 2V H ≥ − 。 
情形 4.2 25 7eF≤ ≤  
在这种情形下，可得 0 19 11 5 3eF ≤ − − = 。因为 3 0 3 4e eF F≤ ≤ < ，根据引理 2.4， 3 3

5 eCW F− 是连通的。

因为 ( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 3 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ， i j≠ ，所以 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个

子集。对于任意的 [ ]( )1,2
5v V CW∈ ，根据引理 2.2(4)，存在两个顶点 { }, , ,v v v v v+ − ∗′ ′′∈ ，使得 [ ]( )3,5

5v V CW′∈

和 [ ]( )3,5
5v V CW′′∈ 。现在我们声称 ( ) 5! 1V H ≥ − 。用反证法来证明，假设 ( ) 5! 2V H ≤ − 。因此存在两个不

同的顶点 [ ]( )1,2
1 2 5,v v V CW∈ ，使得 ( )1 2,v v V H∉ 。根据引理 2.2(2)(4)，存在四个不同的顶点 

{ } [ ]( ) ( )3,5
1 1 2 2 5, , ,v v v v V CW V H′ ′ ′ ′′ ⊆ ⊆ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0

1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , , , ev v v v v v v v F′ ′′ ′ ′′ ⊆ ，因此 0 4eF ≥ ，与事实 0 3eF ≤

产生矛盾。因此 ( ) 5! 1 5! 2V H ≥ − > − 。 

情形 4.3 28 10eF≤ ≤  
在这种情形下， 0 19 11 8 0eF ≤ − − = ，进一步可以得到 1 11eF = ， 2 8eF = ， 3 0eF = 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 0 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，因此 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 0 0eF = ，所以对于任意的 [ ]( )1,2
5v V CW∈ ，存在 { }, ,v v v v+ − ∗′∈ ，使得 [ ]( ) ( )3,5

5v V CW V H′∈ ⊆ ， 

( ) ( )1 5, ev v E CW F′ ∈ − 。因此 5 eH CW F= − 是连通的，与事实 5 eCW F− 不连通的相矛盾。 

情形 5 112 19eF≤ ≤  
情形 5.1 2 4eF ≤  
在这种情形下， 0 19 12 7eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。与情形 4.1 同样的

讨论方法可以证明引理成立。 
情形 5.2 25 7eF≤ ≤  
在这种情形下， 0 19 12 5 2eF ≤ − − = ， 3 0 2e eF F≤ ≤ 。再根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通度的， [ ]3,5i∈ 。

与情形 4.2 同样的讨论方法可以证明引理成立。 
引理 2.9 设 ( )e nF E CW⊆ ，且 6 11eF n≤ − ， 5n ≥ 。如果 n eCW F− 不连通，则 n eCW F− 有一个连通部

分 H，使得 ( ) ! 2V H n≥ − 。 
证明 当 5n = 时，根据引理 2.8，证明结论是成立的。假设 6n ≥ 且 n eCW F− 是不连通的。不失一般

性，我们可以假设 1 2 3 n
e e e eF F F F≥ ≥ ≥ ≥ 。因为 6 11eF n≤ − ，所以 4 2 6n

e eF F n≤ ≤ ≤ − ；否则的话

( )4 2 5 6 11eF n n≥ − > − ， 6n ≥ ，这与事实 6 11eF n≤ − 产生矛盾。再根据引理 2.4， i i
n eCW F− 是连通的，

[ ]4,i n∈ 。假设 H 是 n eCW F− 的包含 n n
n eCW F− 作为一个子集的连通部分。接下来我们考虑如下情况： 

情形 1 1 2 6eF n≤ −  
在这种情形下，根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是连通的， [ ]1,i n∈ 。现在我们声称 ( )1,2 n eE CW F− ≠ Φ或者

( )1,3 n eE CW F− ≠ Φ；否则的话 ( ) ( ) ( )1,2 1,3 2 3 2 ! 6 11e n nF E CW E CW n n≥ + = × − > − ， 6n ≥ ，与事实 
6 11eF n≤ − 产生矛盾。不失一般性，我们可以假设 ( )1,2 n eE CW F− ≠ Φ。相似的，我们可以得到 

( )1,i n eE CW F− ≠ Φ或者 ( )2,i n eE CW F− ≠ Φ ， [ ]3,i n∈ 。因此 n eH CW F= − 是连通的，与事实 n eCW F− 是不

连通的产生矛盾。 
情形 2 12 5 4 13en F n− ≤ ≤ −  
在这种情形下， ( ) ( )0 6 11 2 5 4 6eF n n n≤ − − − = − 。 
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情形 2.1 2 2 6eF n≤ −  
在这种情形下，根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是连通的， [ ]2,i n∈ 。因为 ( ) ( ) 0
, ,i j n e i j n eE CW F E CW F− ≥ − ≥

( ) ( )3 2 ! 4 6 0n n− − − > ，其中 [ ], 2,i j n∈ ， i j≠ ， 6n ≥ ，所以 [ ]2,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。因为 

( )12 5 4 13 4 1 9en F n n− ≤ ≤ − = − − ，根据引理 2.5(1)， 1 1
n eCW F− 有一个连通部分 1H ，使得 

( ) ( )1 1 ! 1V H n≥ − − 。因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0
1 1,2 1, 3 2 ! 1

nCW n e n n eE V H V CW F E CW V CW V H F n− ≥ − − − ≥ − −

( )4 6 0n− − > ， 6n ≥ ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此 ( ) ! 1 ! 2V H n n≥ − > − 。 

情形 2.2 22 5 4 13en F n− ≤ ≤ −  
假设 3 2 6eF n≤ − ，可得 ( ) ( )0 6 11 2 2 5 2 1eF n n n≤ − − − = − ，根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是连通的， [ ]3,i n∈ 。

因为 ( ) ( ) ( ) ( )0
, , 3 2 ! 2 1 0i j n e i j n eE CW F E CW F n n− ≥ − ≥ − − − > ，其中 [ ], 3,i j n∈ ， i j≠ ， 6n ≥ ，所以

[ ]3,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。因为 2 12 5 4 13e en F F n− ≤ ≤ ≤ − ，根据引理 2.5(1)， k k

n eCW F− 有一个连通

部分 kH ，使得 ( ) ( )1 ! 1kV H n≥ − − ，其中 1,2k = 。因为 ( ) ( )( ) ( )3
,3,

nCW k n e k nE V H V CW F E CW− ≥ −
 

( ) ( ) ( ) ( )0 3 2 ! 1 2 1 0k
n k eV CW V H F n n− − ≥ − − − − > ， 1,2k = ， 6n ≥ ，所以 1H 和 2H 是 H 的一个子集。因

此 ( ) ! 2V H n≥ − 。 

假设 3 2 5eF n≥ − ，可得 ( ) ( )0 6 11 3 2 5 4eF n n≤ − − − = 。因为 ( ) ( ) 0
, ,i j n e i j n eE CW F E CW F− ≥ − ≥

 
( )3 2 ! 4 0n − − > ，其中 [ ], 4,i j n∈ ， i j≠ ， 6n ≥ ，所以 [ ]4,n

n eCW F− 是 H 的一个子集。因为 
3 2 12 5 4 13e e en F F F n− ≤ ≤ ≤ ≤ − ，根据引理 2.5(1)， k k

n eCW F− 有一个连通部分 kH ，使得 

( ) ( )1 ! 1kV H n≥ − − ， [ ]1,3k∈ 。因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4 0
,4,

n

k
CW k n e k n n k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − −

( )3 2 ! 1 4 0n≥ − − − > ，其中 [ ]1,3k∈ ， 6n ≥ ，所以 kH 是 H 的一个子集， [ ]1,3k∈ 。如果对于某个 [ ]1,3k∈ ，

k k
n eCW F− 是连通的，那么 ( ) ! 2V H n≥ − 。现在我们考虑 ( ) ( ) ( )1 2 3 ! 1V H V H V H n= = = − 。设 

( ) ( )i
i n iu V CW V H∈ − ， 1,2,3i = 。如果对于某个 [ ]1,3i∈ ， ( )iu V H∈ ，那么 ( ) ! 2V H n≥ − 。 

接下来我们考虑{ } ( )1 2 3, ,u u u V H∩ =Φ。因为 nCW 是二部图，所以 1 2 3, ,u u u 在 n eCW F− 中是三个孤立

点或者在 n eCW F− 中是一个边和一个孤立的点或者在 n eCW F− 中是一个 3P 路。如果 1 2 3, ,u u u 在 n eCW F− 中

是三个孤立点，则 ( )3 2 2 2 6 8 6 11eF n n n≥ × − − = − > − ，这与事实 6 11eF n≤ − 相矛盾；如果 1 2 3, ,u u u 在

n eCW F− 中形成一个边和一个孤立的点，则 ( ) ( )2 2 3 2 2 1 6 9 6 11eF n n n n≥ × − + − − = − > − ，这与事实

6 11eF n≤ − 相矛盾；如果 1 2 3, ,u u u 在 n eCW F− 中形成一个 3P ，则 ( ) ( )2 2 3 2 2 2 6 10eF n n n≥ × − + − − = − >

6 11n − ，这与事实 6 11eF n≤ − 相矛盾。 
情形 3 14 12 6 20en F n− ≤ ≤ −  
在这种情形下，可得 ( ) ( )0 6 11 4 12 2 1eF n n n≤ − − − = + ，且 3 2 6eF n≤ − ；否则的话 ( )2 2 5eF n≥ − +

( )4 12 1 8 22 6 11n n n− − = − > − ， 6n ≥ ，这与事实 6 11eF n≤ − 相矛盾。再根据引理 2.4， i i
n eCW F− 是连通

的， [ ]3,i n∈ 。因为 ( ) ( ) ( ) ( )0
, , 3 2 ! 2 1 0i j n e i j n eE CW F E CW F n n− ≥ − ≥ − − + > ，其中 [ ], 3,i j n∈ ，i j≠ ， 6n ≥ ，

所以 [ ]3,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。 

假设 2 2
n eCW F− 是连通的。因为 ( ) ( ) ( ) ( )0

2,3 2,3 3 2 ! 2 1 0n e n eE CW F E CW F n n− ≥ − ≥ − − + > ， 6≥n ，所

以 2 2
n eCW F− 是 H 的一个子集。因为 1

1n nCW BS −≅ 且 ( )14 12 6 20 6 1 14en F n n− ≤ ≤ − = − − ，根据引理 2.5(2)

归纳假设， 1 1
n eCW F− 有一个连通部分 1H ，使得 ( ) ( )1 1 ! 2V H n≥ − − 。因为 ( ) ( )( )2

1 ,
nCW n eE V H V CW F− ≥
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0
1,2 1 3 2 ! 2 2 1 0n n eE CW V CW V H F n n− − − ≥ − − − + > ， 6n ≥ ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此

( ) ! 2V H n≥ − 。 

假设 2 2
n eCW F− 是不连通的。由引理 2.4， 2 2 5eF n≥ − ，可得 ( ) ( ) ( )0 6 11 4 12 2 5 6eF n n n≤ − − − − − = 。

因为 0 6eF ≤ ，我们接下来将要证明 ( ) ( ) 3nV CW V H− ≤ 。用反证法来证明，假设 ( ) ( ) 4nV CW V H− ≥ ，存

在四个不同的顶点 [ ]( )1,2
1 2 3 4, , , nv v v v V CW∈ ，使得{ } ( )1 2 3 4, , ,v v v v V H∩ =Φ。根据引理 2.2(2)(4)，存在八个不

同的顶点{ } [ ]( )3,
1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , , n

nv v v v v v v v V CW′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ⊆ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4, , , , , , , , , , , , , , , nv v v v v v v v v v v v v v v v E CW′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ⊆ 。因为{ } ( )1 2 3 4, , ,v v v v V H∩ =Φ且

以上八个不同的顶点属于 [ ]( ) ( )3,n
nV CW V H⊆ ，所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4, , , , , , , , , , , , , , , ev v v v v v v v v v v v v v v v F′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ⊆ ，因此 0 8eF ≥ ，与事实 0 6eF ≤ 产生矛盾。

因此 ( ) ( ) 3nV CW V H− ≤ 。如果 ( ) ( ) 2nV CW V H− ≤ ，那么引理成立。现在我们假设 ( ) ( ) 3nV CW V H− = ，

可设 ( ) ( ) { }1 2 3, ,nV CW V H u u u− = ，那么 1 2 3, ,u u u 在 n eCW F− 中是三个孤立的顶点或者一个边和一个孤立的

顶点或者一个 3P 。接下来用与情形 2.2 中同样的讨论方法可以推出矛盾，引理得证。 
情形 4 1 6 19eF n≥ −  
在这种情形下， ( ) ( )0 6 11 6 19 8eF n n≤ − − − = ，且 3 4 2 6eF n≤ < − ， 6n ≥ 。根据引理 2.4， 3 3

n eCW F−

是连通的。因为 ( ) ( ) ( )0
, , 3 2 ! 8 0i j n e i j n eE CW F E CW F n− ≥ − ≥ − − > ，其中 [ ], 3,i j n∈ ，i j≠ ， 6n ≥ ，所以

[ ]3,n
n eCW F− 是 H 的一个子集。 
假设 2 2

n eCW F− 是连通的。因为 ( ) ( ) ( )0
2,3 2,3 3 2 ! 8 0n e n eE CW F E CW F n− ≥ − ≥ − − > ， 6n ≥ ，所以

2 2
n eCW F− 是 H 的一个子集。对于任意的 ( )1

nu V CW∈ ，有{ } [ ]( )2,, , n
nu u u V CW+ − ∗ ⊆ 。因为 0 8 3 3eF ≤ < × ，

所以在 ( )1
nV CW 中最多存在两个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) ! 2V H n≥ − 。 

现在我们考虑 2 2
n eCW F− 是不连通的，再由引理 2.4， 22 5 8en F− ≤ ≤ ， 6n ≥ ，这意味着 2 7eF = 或者

8，且 0 1eF = 或者 0。根据引理 2.2(3)(4)，对于任意的 [ ]( )1,2
nu V CW∈ ，有至少两个外部邻域在 [ ]3,n

nCW 中，

再结合 0 1eF ≤ ，因此 n eH CW F= − 是连通的，与事实 n eCW F− 不连通产生矛盾。 

引理 2.10 设 ( )5eF E CW⊆ ，且 23eF ≤ 。如果 5 eCW F− 不连通，则 5 eCW F− 有一个连通部分 H，

( ) 5! 3V H ≥ − 。 
证明 因为 5 eCW F− 是不连通的，不失一般性，我们可以假设 1 2 3 4 5

e e e e eF F F F F≥ ≥ ≥ ≥ 。因为 5n = ，

根据引理 2.2(1)，所以 ( ) ( ), 5 3 5 2 ! 18i jE CW = × − = ， [ ], 1,5i j∈ ，i j≠ 。由 23eF ≤ ，可得 5 4eF ≤ ；否则的

话 5 5 25 23eF ≥ × = > ，与事实 23eF ≤ 矛盾。因此 5 5
n eCW F− 是连通的。设 H 是 5 eCW F− 中包含 5 5

n eCW F−

作为一个子集的连通部分。如果 1 4eF ≤ ，与引理 2.8 的情形 1 相同的讨论方法，可得 5 eH CW F= − 是连

通的，这与事实 5 eCW F− 是不连通的产生矛盾。因此 1 5eF ≥ 。接下来我们考虑以下几个情形： 
情形 1 15 7eF≤ ≤  
情形 1.1 2 4eF ≤  
在这种情形下，可得 0 23 5 18eF ≤ − = 。根据引理 2.4， i i

n eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。现在我们声称

( )2,3 5 eE CW F− ≠ Φ或者 ( )2,4 5 eE CW F− ≠ Φ；否则的话 ( ) ( )2,3 5 2,4 5 2 18 36 23eF E CW E CW≥ + = × = > ，这

与事实 23eF ≤ 产生矛盾。不失一般性，我们可以假设 ( )2,3 5 eE CW F φ− ≠ 。相似的，我们可以得到

( )2, 5i eE CW F− ≠ Φ或者 ( )3, 5i eE CW F− ≠ Φ， [ ]4,5i∈ 。因此 [ ]2,5
5 eCW F− 是 H 的一个子集。因为 15 7eF≤ ≤ ，

根据引理 2.5(1)， 1 1
5 eCW F− 有一个连通分支 1H ，使得 ( )1 4! 1V H ≥ − 。因为 ( ) [ ]( )( )5

2,3
1 5,CW eE V H V CW F− ≥
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( ) ( ) ( ) ( )1 0
1,2 5 1,3 5 5 12 18 2 2 18 0eE CW E CW V CW V H F+ − − − ≥ × − − > ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此

( ) 5! 1 5! 3V H ≥ − > − 。 

情形 1.2 25 7eF≤ ≤  
情形 1.2.1 3 4eF ≤  
在这种情形下， 0 23 2 5 13eF ≤ − × = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 13 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，所以 [ ]3,5

n eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 2 15 7e eF F≤ ≤ ≤ ，由引理 2.5(1)， 5
k k

eCW F− 有一个连通部分 kH ，使得 ( ) 4! 1kV H ≥ − ， [ ]1,2k∈ 。

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

2 0
5 ,3 5 5, 18 1 3 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的一

个子集。因此 ( ) 5! 1 5! 3V H ≥ − > − 。 

情形 1.2.2 35 7eF≤ ≤  
在这种情形下，因为 3 2 15 7e e eF F F≤ ≤ ≤ ≤ ，在由引理 2.5(1)， 5

k k
eCW F− 有一个连通部分 kH ，使得

( ) 4! 1kV H ≥ − ， [ ]1,3k∈ 。 
假设 4 4eF ≤ ，可得 0 23 3 5 8eF ≤ − × = 。因为 ( ) ( ) 0

, 5 , 5 18 8 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 

[ ], 4,5i j∈ ， i j≠ ，所以 [ ]4,5
5 eCW F− 是 H 的一个子集。因为 ( ) ( )( ) ( )

5

4
5 ,4 5,CW k e kE V H V CW F E CW− ≥ −

( ) ( ) 0
5 18 1 8 0k

k eV CW V H F− − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的一个子集， [ ]1,3k∈ 。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

假设 4 5eF ≥ ，可得 0 23 4 5 3eF ≤ − × = 。我们有 4 5eF = ；否则的话 4 6 24 23eF ≥ × = > ，这与事实

23eF ≤ 相矛盾。根据引理 2.5(1)， 4 4
5 eCW F− 有一个连通部分 4H ，使得 ( )4 4! 1V H ≥ − 。因为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

5 0
5 ,5 5 5, 18 1 13 0i

CW i e i i eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 iH 是 H 的一个子

集， [ ]1,4i∈ 。如果对于某个 [ ]1,4i∈ ， ( ) 4! 1iV H ≥ − ，则 ( ) 5! 3V H ≥ − 。现在我们考虑 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 4! 1V H V H V H V H= = = = − 。设 ( ) ( )5
i

i iu V CW V H∈ − ， [ ]1,4i∈ 。如果对于某个 [ ]1,4i∈ ，

有 ( )iu V H∈ ，则 ( ) 5! 3V H ≥ − 。现在我们考虑 { } ( )1 2 3 4, , ,u u u u V H∩ =Φ 。因为 ( )iu V H∉ ，所以

{ }1 2 3 4, , , , ,i i iu u u u u u u+ − ∗ ∈ 或者 ( ) ( ) ( ), , , , ,i i i i i iu u u u u u+ − ∗ 属于 0
eF 。因为 5CW 的围长是 4 且 0 3eF ≤ ，所以存在

一个顶点 { } ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4, , , , , , , , , , ,v u u u u u u u u u u u u V H+ − ∗ + − ∗ + − ∗ + − ∗∈ ∩ ，使得对于某个 [ ]1,4i∈ ，有 

( ) ( )5, i ev u E CW F∈ − ，这意味着对于某个 [ ]1,4i∈ ，有 ( )iu V H∈ ，这与事实对于每一个 [ ]1,4i∈ ， ( )iu V H∉

产生矛盾。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 2 18 10eF≤ ≤  
因为 1

5 4CW BS≅ ，根据引理 2.5(2)， 1 1
5 eCW F− 有一个连通部分 1H ，使得 ( )1 4! 2V H ≥ − 。我们又将情

形 2 分成以下几个子情形来讨论： 
情形 2.1 2 4eF ≤  
在这种情形下， 0 23 8 15eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 15 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 2,5i j∈ ，i j≠ ，所以 [ ]2,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

2 1 0
1 5 1,2 5 5 1, 18 2 15 0CW e eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 1H 是 H 的一

个子集。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 2.2 25 7eF≤ ≤  
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因为 25 7eF≤ ≤ ，根据引理 2.5(1)， 2 2
5 eCW F− 有一个连通部分 2H ，使得 ( )2 4! 1V H ≥ − 。 

情形 2.2.1 3 4eF ≤  

在这种情形下， 0 23 8 5 10eF ≤ − − = 。根据引理 2.4， 5
i i

eCW F− 是连通的， [ ]3,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 10 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，所以 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

3 0
5 ,3 5 5, 18 2 10 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的

一个子集， [ ]1,2k∈ 。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 2.2.2 35 7eF≤ ≤  
在这种情形下， 0 23 8 5 2 5eF ≤ − − × = 。根据引理 2.5(1)， 3 3

5 eCW F− 有一个连通部分 3H ，使得

( )3 4! 1V H ≥ − 。 

假设 4 4eF ≤ 。因为 ( ) ( ) 0
4,5 5 4,5 5 18 5 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以 [ ]4,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

4 0
5 ,4 5 5, 18 2 5 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的

一个子集， [ ]1,3k∈ 。如果 ( )1 4! 1V H ≥ − ，那么 ( ) 5! 3V H ≥ − 。如果 ( )2 4!V H = 或者 ( )3 4!V H = ，那么

( ) 5! 3V H ≥ − 。现在我们考虑 ( )1 4! 2V H = − ， ( ) ( )2 3 4! 1V H V H= = − 。设 ( ) ( )1
11 12 5 1,u u V CW V H∈ − ，

( ) ( )5
i

i iu V CW V H∈ − ，其中 [ ]2,3i∈ 。如果 ( )11u V H∈ 或者 ( )12u V H∈ 或者 ( )1u V H∈ 或者 ( )3u V H∈ ，

那么 ( ) 5! 3V H ≥ − 。现在我们假设 11 12 3 4, , ,u u u u 不属于 ( )V H 。由 5CW 是二部图， 0 5eF ≤ 和引理 2.2(2)，

存在一个顶点 { } { }( ) ( )11 11 11 12 12 12 2 2 2 3 3 3 11 12 3 4, , , , , , , , , , , , , ,v u u u u u u u u u u u u u u u u V H+ − ∗ + − ∗ + − ∗ + − ∗∈ − ∩ ，使得 

( ) ( )11 5, ev u E CW F∈ − 或者 ( ) ( )12 5, ev u E CW F∈ − 或者 ( ) ( )5, i ev u E CW F∈ − ， [ ]2,3i∈ 。因此 

{ } ( )11 12 3 4, , ,u u u u V H∩ ≠ Φ，这与事实 ( )11u V H∉ ， ( )12u V H∉ ， ( )3u V H∉ ， ( )4u V H∉ 产生矛盾。 

假设 4 5eF ≥ ，可以得到 1 8eF = ， 2 3 4 5e e eF F F= = = ， 0 0eF = 。又根据引理 2.5(1)， 4 4
5 eCW F− 有一

个连通部分 4H ，使得 ( )4 4! 1V H ≥ − 。因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

5
5 ,5 5 5, i

CW i e i iE V H V CW F E CW V CW V H− ≥ − − −

0 18 0 0eF ≥ − > ，所以 iH 是 H 的一个子集， [ ]1,4i∈ 。如果 4 4
5 eCW F− 是连通的，我们可以得到 4 4

5 eCW F−

是 H 的一个子集。设 v 任意的顶点 [ ]( )1,3
5v V CW∈ ，根据引理 2.2(3)，存在一个顶点 { }, ,v v v v+ − ∗′∈ ，使得

[ ]( )4,5
5v V CW′∈ ， ( ) [ ]( )4,5

5,v v E CW′ ∈ 。因为 0 0eF = ，对于任意的 [ ]( )1,3
5v V CW∈ ，我们有 ( )v V H∈ 。因此

5 eH CW F= − 是连通的，与事实 5 eCW F− 是不连通的相矛盾。因此 ( )4 4! 1V H = − ，存在一个顶点

( ) ( )4
4 5 4u V CW V H∈ − 。因为 0 0eF = 和 ( )4u V H∉ ，所以{ } [ ]( ) ( )1,3

4 4 4 5, ,u u u V CW V H+ − ∗ ⊆ − 。设 

{ } ( ) { }4 4 4 5, , i
iu u u V CW u+ − ∗ ∩ = ，其中 [ ]1,3i∈ 。因为 5CW 是二部图，存在一个顶点 ( ) ( ) { }1

1 5 1u V CW V H u′∈ − − ，

使得 ( ) ( )1 3 5,u u E CW′ ∈ ，且存在一个顶点 ( ) ( ) { }2
2 5 2u V CW V H u′ ∈ − − ，使得 ( ) ( )2 3 5,u u E CW′ ∈ ，因此 

( )1 4! 2V H ≤ − 和 ( )2 4! 2V H ≤ − ，这与事实 ( )2 4! 1V H ≥ − 产生矛盾。 

情形 2.3 28 10eF≤ ≤  
因为 5 4

iCW BS≅ ，根据引理 2.5(2)， 5
i i

eCW F− 有一个连通部分 iH ，使得 ( ) 4! 2iV H ≤ − ，其中 1,2i = 。 

假设 3 4eF ≤ ， 0 23 8 2 7eF ≤ − × = 。根据引理 2.4， 5
i i

eCW F− 是连通的， [ ]3,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 7 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，因此 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126307


南俐贞，王世英 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126307 3082 应用数学进展 
 

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

3 0
5 ,3 5 5, 18 2 7 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的

一个子集， [ ]1,2k∈ 。现在我们声称 ( ) 5! 3V H ≥ − 。因为 0 7 2 4eF ≤ < × ，由引理 2.2(4)，在 5 eCW F− 中我

们最多能得到三个点不被包含在 H 中。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

假设 3 5eF ≥ ， 0 23 8 2 5 2eF ≤ − × − = ， 4 4
5 eCW F− 是连通的。因为 

( ) ( ) 0
4,5 5 4,5 5 18 2 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以 [ ]4,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。现在我们声称

( ) 5! 2V H ≥ − 。用反证法来证明，假设 ( ) 5! 3V H ≤ − 。设有三个顶点 [ ]( )1,3
1 2 3 5, ,v v v V CW∈ ，使得 

{ } ( )1 2 3, ,v v v V H∩ =Φ。根据引理 2.2(2)(3)，存在三个不同的顶点 [ ]( )4,5
1 2 3 5, ,v v v V CW′ ′ ′ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ){ } ( )1 1 2 2 3 3 5, , , , ,v v v v v v E CW′ ′ ′ ⊆ 。因为 { } ( )1 2 3, ,v v v V H∩ =Φ且 [ ]( ) ( )4,5
1 2 3 5, ,v v v V CW V H′ ′ ′ ⊆ ⊆ ，所以我

们有 ( ) ( ) ( ){ } 0
1 1 2 2 3 3, , , , , ev v v v v v F′ ′ ′ ⊆ ，因此 0 3eF ≥ ，这与事实 0 2eF ≤ 产生矛盾。因此 ( ) 5! 2 5! 3V H ≥ − > − 。 

情形 3 1 11eF =  
在这种情形下，根据引理 2.5(3)， 1 1

5 eCW F− 有一个连通部分 1H ，使得 ( )1 4! 3V H ≥ − 。 
情形 3.1 2 4eF ≤  
在这种情形下， 0 23 11 12eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 12 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 2,5i j∈ ，i j≠ ，因此 [ ]2,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

2 1 0
1 5 1,2 5 5 1, 18 3 12 0CW e eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 1H 是 H 的一

个子集。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 3.2 25 11eF≤ ≤  
在这种情形下，根据引理 2.5(3)， 2 2

5 eCW F− 有一个连通部分 2H ，使得 ( )2 4! 3V H ≥ − 。 
情形 3.2.1 3 4eF ≤  
在这种情形下， 0 23 11 5 7eF ≤ − − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]3,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 7 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，因此 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

3 0
5 ,3 5 5, 18 3 7 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的

一个子集，其中 1,2k = 。设 v 是任意的顶点使得 [ ]( )1,2
5v V CW∈ ，根据引理 2.2(4)，存在两个顶点 

{ }, , ,v v v v v+ − ∗′ ′′∈ ，使得 [ ]( )3,5
5v V CW′∈ 和 [ ]( )3,5

5v V CW′′∈ 。因为 0 7 2 4eF ≤ < × ，根据引理 2.2(4)，我们能

得到在 [ ]1,2
5 eCW F− 中最多有三个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 3.2.2 35 7eF≤ ≤  
在这种情形下， 0 23 11 5 2 2eF ≤ − − × = 。因为 35 7eF≤ ≤ ，根据引理 2.5(1)，所以 3 3

5 eCW F− 有一个连

通部分 3H ，使得 ( )3 4! 1V H ≥ − 。因为 4 0 2 4e eF F≤ ≤ < ，所以 4 4
5 eCW F− 是连通的。因为 

( ) ( ) 0
4,5 5 4,5 5 18 2 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以 [ ]4,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。因为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
5

4 0
5 ,4 5 5, 18 3 2 0k

CW k e k k eE V H V CW F E CW V CW V H F− ≥ − − − ≥ − − > ，所以 kH 是 H 的一个

子集， [ ]1,3k∈ 。设 v 是任意的顶点使得 [ ]( )1,3
5v V CW∈ ，根据引理 2.2(3)，存在一个顶点 { }, ,v v v v+ − ∗′∈ ，

使 [ ]( )4,5
5v V CW′∈ 。因为 0 2 1 3eF ≤ < × ，我们能得到在 [ ]1,3

5 eCW F− 中最多有三个顶点不被包含在 H 中，因
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此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 4 1 12eF =  
我们接下来将情形 4 分成以下几个情形来讨论： 
情形 4.1 2 4eF ≤  
在这种情形下， 0 23 12 11eF ≤ − = 。根据引理 2.4， 5

i i
eCW F− 是连通的， [ ]2,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 11 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 2,5i j∈ ，i j≠ ，因此 [ ]2,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

已知对于任意一个 ( )1
5v V CW∈ ，有{ } [ ]( )2,5

5, ,v v v V CW+ − ∗ ⊆ 。因为 0 11 3 4eF ≤ < × ，在 1
5 eCW F− 中最多有

三个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) 5! 3V H ≥ − 。 

情形 4.2 25 11eF≤ ≤  

假设 3 4eF ≤ ， 0 23 12 5 6eF ≤ − − = 。根据引理 2.4， 5
i i

eCW F− 是连通的， [ ]3,5i∈ 。因为 

( ) ( ) 0
, 5 , 5 18 6 0i j e i j eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，其中 [ ], 3,5i j∈ ，i j≠ ，所以 [ ]3,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。

设 v 是任意一个顶点使得 [ ]( )1,2
5v V CW∈ ，根据引理 2.2(4)，存在两个顶点 { }, , ,v v v v v+ − ∗′ ′′∈ ，使得

[ ]( )3,5
5,v v V CW′ ′′∈ 。因为 0 6 2 4eF ≤ < × ，所以在 [ ]1,2

5 eCW F− 中至多有三个顶点不被包含在 H 中。因此

( ) 5! 3V H ≥ − 。 

假设 3 5eF ≥ ， 0 23 12 5 2 1eF ≤ − − × = ， 4 0 1e eF F≤ ≤ 。因此 4 4
5 eCW F− 是连通的。因为 

( ) ( ) 0
4,5 5 4,5 5 18 1 0e eE CW F E CW F− ≥ − ≥ − > ，所以 [ ]4,5

5 eCW F− 是 H 的一个子集。现在我们声称

( ) 5! 1V H ≥ − 。用反证法来证明，假设 ( ) 5! 2V H ≤ − 。因此存在两个顶点 [ ]( )1,3
1 2 5,v v V CW∈ ，使得

{ } ( )1 2,v v V H∩ =Φ。根据引理 2.2(2)(3)存在两个不同的顶点 [ ]( )4,5
1 2 5,v v V CW′ ′ ∈ ，使得 

( ) ( ){ } ( )1 1 2 2 5, , ,v v v v E CW′ ′ ⊆ 。因为{ } ( )1 2,v v V H∩ =Φ和 [ ]( ) ( )4,5
1 2 5,v v V CW V H′ ′ ⊆ ⊆ ，我们有 

( ) ( ){ } 0
1 1 2 2, , , ev v v v F′ ′ ⊆ ，可得 0 2eF ≥ 这与事实 0 1eF ≤ 相矛盾。因此 ( ) 5! 1 5! 3V H ≥ − > − 。 

4. n-维轮图 CWn的边容错强 Menger 边连通性 

定理 3.1 对于 4n ≥ ，轮图 nCW 是 ( )2 4n − -边容错强 Menger 边连通的，且数值 ( )2 4n − 是最优的。 
证明 设 ( )e nF E CW⊆ 是任意的边集，且 2 4eF n≤ − 。根据引理 2.3， n eCW F− 是连通的。取 ,u v ( )u v≠

是 nCW 中任意两个顶点，且 ( ) ( ){ }min ,
n e n eCW F CW Ft d u d v− −= 。根据引理 1.1，我们可以证明对于任意的

( )f n eF E CW F⊆ − 且 1fF t≤ − ，u 和 v 在 n e fCW F E− − 中是连通的。接下来我们用反证法来证明以上结

论成立。假设对于某个 ( )f n eF E CW F⊆ − 且 1fF t≤ − ，使得 u 和 v 在 n e fCW F E− − 中是不连通的。因为

( ) 2 2
n eCW Fd u n− ≤ − 和 ( ) 2 2

n eCW Fd v n− ≤ − ，所以 2 3fF n≤ − 。因此 ( ) ( )6 14 2 3 8 17e fF F n n n∪ ≤ − + − = − 。

根据引理 2.6， n e fCW F E− − 有一个连通部分 H，使得 ( ) ! 1V H n≥ − 。因为 u 和 v 在 n e fCW F E− − 中是不

连通的，所以 ( ) ! 1V H n= − 且{ } ( ), 1u v V H∩ = 。不失一般性，我们可以假设 ( )u V H∉ ， ( )v V H∈ 。因

此 { } ( )( ),
n n eCW CW F fE u N u E− ⊆ ，这意味着 ( )

n ef CW FF d u−≥ ，与事实 ( )1 1
n ef CW FF t d u−≤ − ≤ − 产生矛盾。因

此 nCW 是 ( )2 4n − -边容错强 Menger 边连通的。 

注意 以上定理的数值 ( )2 4n − 是最优的。 
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Figure 2. The illustration of Note 
图 2. 注意的阐述 

 

取 ( )1, nu u V CW∈ 且 ( ) ( )1, nu u E CW∈ 。取 ( ) ( ) { }1 1nn CWv V CW N u u∈ − − 。取 ( )( ) ( )1 1 1, ,
ne CWF u N u u u= −

(见图 2)。则 2 2 1 2 3eF n n= − − = − ，且 ( ) ( ) 2 2
n e n eCW F CW Fd u d v n− −= = − ， 4n ≥ 。显然，最多只能有 2 3n −

条边不相交的 ,u v -路。 

5. 结论 
互连网络的连通性是基础的性质，连通性又决定着互连网络的容错性。在这篇文章中，我们研究了

n-维轮图 nCW 的边容错强 Menger 边连通性。若 eF 是 nCW 中任意的边集且满足 2 4eF n≤ − ，则对于任意

一对 nCW 中不同的顶点 ,u v 在 n eCW F− 中是连通的且有 ( ) ( ){ }min ,
n e n eCW F CW Fd u d v− − 边不相交的路。此外，

我们也举出了例子来证明我们的结果是最优的。 
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