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摘  要 

基于严格对角占优M-矩阵和它的逆矩阵元素的关系，定义一组新的参数，结合不等式性质，得到了严格

对角占优M-矩阵逆矩阵无穷范数上界的一个新估计式。理论分析证明新估计式优于现有文献的有关结

果，数值例子亦表明新估计式具有可行性和有效性。 
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Abstract 
Based on the relationship between the strictly diagonally dominant M-matrix and its inverse ma-
trix elements, a new set of parameters is defined and a new estimator of the upper bound of the 
infinite norm for the inverse of the strictly diagonally dominant M-matrix is obtained. Theoretical 
analysis proves that the new estimator is superior to the results of the existing literatures, nu-
merical examples also show that the new estimator is feasible and effective. 
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1. 引言 

M-矩阵在数值代数、计算几何、生物数学、经济数学等许多方面都具有广泛的应用价值，特别是其

逆矩阵的无穷范数在上述领域的应用中尤其普遍。如将非奇异 M-矩阵逆的无穷范数上界应用到一些特殊

矩阵线性互补问题解的误差界的估计中，可以获得 B-矩阵、BS-矩阵、弱链对角占优 B-矩阵等特殊矩阵

线性互补问题解的误差界估计式[1] [2]。近年来，众多学者对严格对角占优 M-矩阵逆的无穷范数上界估

计进行了研究，给出了一系列的估计式[3]-[9]。本文在上述工作的基础上，继续对严格对角占优 M-矩阵

逆的无穷范数上界估计展开研究，并给出一个改进的新估计式。 
本文第 2 部分主要介绍相关符号、定义及引理；第 3 部分主要基于严格对角占优 M-矩阵和它的逆矩

阵元素的关系，定义一组新的参数，结合不等式性质，得到严格对角占优 M-矩阵逆矩阵无穷范数上界的

一个新估计式，并和文[3]中的结论作理论上的对比分析；第 4 部分主要通过数值算例验证新估计式的可

行性和有效性。 

2. 预备知识 

为方便起见，先给出在本文中所用到的符号。设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ ， 0iia ≠ ， { }1,2, ,i N n∈ =  。记 

( )i ij
j i

R A a
≠

= ∑ , ( ) ( )i
i

ii

R A
d A

a
= , ( ) 1

ij
j i

i
ii

a
u A

a
= +=
∑

, 

( ) max
ij

k j n
k k i n

ii

a
l A

a
< <

≤ ≤
=

∑
, ( ) ( ) 0n nl A u A= = . 

对 , ,m i j k n∀ ≤ ≤ ，记 

( ) ,
ij

m j i m j n
i

ii

a
s

a
≠ ≤ ≤=
∑

, ( )

( )

,

m
ji jk k

m k j i
ji

jj

a a s
r

a
≠

+
=

∑
, ( )

( )

,

m
ji jk ki

m k j i
ji

jj

a a r
u

a
≠

+
=

∑
,  

( )

( )

,

m
ji jk ki

m k j i
ji

jj

a a u
w

a
≠

+
=

∑
, ( ) ( ){ }max ,m m

jim j n
w w j i

≤ ≤
= ≠ . 

定义 1 [5]：设矩阵 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ ，如果满足以下条件： 

1) 任意 i N∈ ， ( )ii ia R A≥ ； 
2) 任意 i N∈ ， ( ) ( ){ }: 1ii J A i N d A φ∉ = ∈ < ≠ ，均存在非零元素链

1 1 2
0

rii i i i ka a a ≠ ，这里 1i i≠ ，1 2i i≠ ，

ri k≠ ， ( )k J A∈ ，则称 A 为弱链对角占优矩阵。 
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定义 2 [5]：设矩阵 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ ，如果 ( )J A N= ，则称矩阵 A 为严格对角占优矩阵。 

定义 3 [6]：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ ，若对任意的 ,i j N∈ ，且 i j≠ ，都有 0iia > ， 0ija ≤ ，则称矩阵 A 为

非奇异 M-矩阵。 

引理 1 [5]：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为弱链对角占优 M-矩阵， ( )2,nB A= ， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ， ( )1

, 2

n
ij i j

B β−

=
= ，

则 

11
1α =
∆

, ( )1 1
2

1 n

i ik k
k

aα β
=

= −
∆ ∑ , ( )1 1

2

1 n

j kj k
k

aα β
=

= −
∆ ∑ , 

( )1
2

n

ij ij ij kj k
k

aα β α β
=

= + −∑ , 

其中 

11 1 1
2 2

0
n n

j ki i
k k

α α β α
= =

 ∆ = − >  
∑ ∑ . 

引理 2 [5]：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 是弱链对角占优 M-矩阵， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ，令 ( )q q A= 表示 A 的最小特

征值，则 

{ }min iii N
q a

∈
≤ , max iji N j N

q a
∈ ∈

 
≤  

 
∑ , 1 1q

M m
≤ ≤ , 

其中 

1max iji N j N
M Aα −

∞∈ ∈

 
= = 

 
∑ , min iji N j N

m α
∈ ∈

 
=  

 
∑ . 

引理 3 [5]：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为严格对角占优 M-矩阵，那么 

( ) ( )11 1 1 11 11 1a d l a d∆ ≥ − −＞ .                              (1) 

引理 4 [3]：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为严格对角占优 M-矩阵， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ，那么 

( )

( ) ( ),

m
ji jk ki

k i j m m
ji ii ji ii ii m ii

jj

a a u
w w l

a
α α α α α≠

+
≤ = ≤ ≤ <

∑
,                  (2) 

特别地，当 1i = 时，有 
( )

( ) ( )
1 1

1,
1 11 1 11 11 11

m
j jk k

k j m m
j j m

jj

a a u
w w l

a
α α α α α≠

+
≤ = ≤ ≤

∑
＜ . 

引理 5 [3]：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为严格对角占优 M-矩阵， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ，那么 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

11 1
ii m m m

ii i iii ij ji ii i ji ii i
j i

a d la a w a d w a d w
α

≠

≤ = ≤ ≤
−− − −∑

.              (3) 

3. 主要结论 

2016 年，在文[7]中给出了严格对角占优 M-矩阵逆的无穷范数的一个上界估计式：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈

为严格对角占优 M-矩阵，有 
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( ) ( )

1
1

1 12 1
11 1 1

2 1

1 1 1
1

n i

n n
i j j j

j j ii ik ki
j k i

A
u la a u a a u

−
−

∞
= =

= = +

  
  
  ≤ +

−  − −    

∑ ∏
∑ ∑

.                 (4) 

2021 年，文[3]得到了一个优于(4)的上界新估计式 

( )

( )

( )

( )( )

( )

( )

( )

( )( ) ( )

1 1
1

11
11 111 1 1

2

1

2 1

_1

1
1

1 1 .
11

n

j j
j

i i in

n jiii j jii iii ik ki
k i

w wA
a u wa a w

w w
u wa u wa a w

−

∞

=

−

= =

=

−
≤ +

−−

  
  −  + +
   −−−  
  

∑

∑ ∏
∑

              (5) 

本文将对严格对角占优 M-矩阵逆的无穷范数上界估计继续展开研究，得到严格对角占优 M-矩阵逆

的无穷范数上界的一个新估计式，并在理论上证明新的估计式改进了现有文献的有关结果，数值实例亦

表明新估计式是可行的和有效的。 

定理 1：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为严格对角占优 M-矩阵， ( )2,nB A= ， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ， ( )1

, 2

n
ij i j

B β−

=
= ，那

么 

( ) ( )

( )

( ) ( )

1
1 1

1 1
1 11 1

11 1 1 11 1 1
2 2

1 1max ,
1 1B Bn n

j j j j
j j

d wA M M
d w d wa a w a a w

−

∞

= =

 
  ≤ + + 

− − − −
  

∑ ∑
,          (6) 

其中 1
AM A−

∞
= ， 1

BM B−

∞
= 。 

证明：设
1

n

i ij
j

η α
=

= ∑ ，则 { }maxA ii N
M η

∈
= ，

2 2
max

n

B iji n j
M β

≤ ≤ =

 
=  

 
∑ ，由引理 1 及(3)式可得 

( )

( )

( ) ( )

1 11 1
2

1
2 2

1
2

1
1

1 1
11 1 1

2

1 1

1 1

1 .
1

n

j
j

n n

k ij
k j

n

k B
k

Bn

j j
j

a

a M

d M
d wa a w

η α α

β

=

= =

=

=

= +

≤ + −
∆ ∆

≤ + −
∆ ∆

≤ +
−−

∑

∑ ∑

∑

∑

                            (7) 

当 2 i n≤ ≤ 时，由引理 1 和(2)式可得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 11 11 11

2 11

1 1
n

ik k
k

a w w wβ α α α
α=

− = ∆ ≤ ∆ = = <∑ . 

故对 2 i n≤ ≤ ，由引理 1、(2)式和(7)式可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 11 1 1 1

2 2 2

n n n

i i ij ij j ij B
j j j

w w w w Mη α α α β α η β η
= = =

= + ≤ + + = + ≤ +∑ ∑ ∑ .            (8) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126281


陈胜男 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126281 2806 应用数学进展 
 

如果 1 iη η≤ ，由(7)式和(8)式可得 

{ } ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1
1 1 1

1 1 12 1 11 1
11 1 1 11 1 1

2 2

1 1max .
1 1A i B B B Bn ni n

j j j j
j j

d wM w M w M M M
d w d wa a w a a w

η η
≤ ≤

= =

 
 
 = ≤ + ≤ + + ≤ +
 − −− − 
 

∑ ∑
(9) 

如果 1 iη η> ，由(7)式可得 

( ) ( )
1

1 1
1 1

11 1 1
2

1
1A Bn

j j
j

dM M
d wa a w

η

=

= ≤ +
−−∑

.                         (10) 

再由(8)式和(9)式可得 

{ }
( ) ( )

( )

( ) ( )

1
1 1

1 1 1
1 11 1

11 1 1 11 1 1
2 2

1 1max , :1 max ,
1 1i B Bn n

j j j j
j j

d wA i n M M
d w d wa a w a a w

η η−

∞

= =

 
  ≤ ≤ ≤ ≤ + + 

− − − −
  

∑ ∑
. 

对定理 1 的结论使用迭代法，可以得到下面定理 2。 

定理 2：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为严格对角占优 M-矩阵， ( )2,nB A= ， ( )1

, 1

n
ij i j

A α−

=
= ， ( )1

, 2

n
ij i j

B β−

=
= ，那

么 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1
1

1 2 1
11 1 1

2 1

1 1

1 2 1
11 1 1

2 1

1 1max ,
1

1 .
1

n i
j

n n j
ii j j

j j ii ik ki
j k i

in i

n n j
ii j j

j j ii ik ki
j k i

u
A

u wa a w a a w

w w
u wa a w a a w

−
−

∞
= =

= = +

−

= =

= = +

  
    ≤ +

−  − −   
 
  + 

− − −  

∑ ∏
∑ ∑

∑ ∏
∑ ∑

              (11) 

证明：对(6)式的 ( ),k nA 应用关于 k 的诱导，可以得到上述结果。 
定理 3：设 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ 为严格对角占优 M-矩阵，有 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )( )
( )

1
1

1 2 1
11 1 1

2 1

1 1

1 2 1
11 1 1

2 1

1 1

11
11 111 1 1

2

1 1max ,
1

1
1

1 1
1

in
j

n n j
ii j j

j j ii ik ki
j k i

i in

n n j
ii j j

j j ii ik ki
j k i

i

n

j j
j

u
A

u wa a w a a w

w w
u wa a w a a w

w w w
a u wa a w

−
−

∞
= =

= = +

−

= =

= = +

=

  
    ≤ +

 − − −   

 
  + 

 − − −  

− −
≤ + +

−−

∑ ∏
∑ ∑

∑ ∏
∑ ∑

∑ ( )

( )

( )( ) ( )

1

2 1

_1

1 .
11

i in

n jiii j jii iii ik ki
k i

w
u wa u wa a w

−

= =

=

  
  
  +
   −−−  
  

∑ ∏
∑
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证明：由于 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为一个严格对角占优 M-矩阵，根据符号的定义不难得到 

0 , 0j ju l≤ < , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1m m m m m
ji ji ji i m mw w u r s d l< ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ < , 

于是有 

( ) ( )
1 1

11 1
j

j j
j jj j

u
u lu w u w

≤ ≤
−− −

. 

由引理 5 可得， 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )( )
1 1 1 1

11 1 1 1
11 111 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1

2 2 2 2

1 1 1 ,
1n n n n

j j j j j j j j
j j j j

w w w w
a u wa a w a a w a a w a a w

= = = =

− −
= + ≤ +

−− − − −∑ ∑ ∑ ∑
 

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )( )
1 1 1

11 1 1
11 111 1 1 11 1 1 11 1 1

2 2 2

1 1 .
1n n n

j j j j j j
j j j

w w w
a u wa a w a a w a a w

= = =

−
≤ ≤ +

−− − −∑ ∑ ∑
 

综上定理 3 得证。 

推论 1：设 ( ) n n
ijA a R ×= ∈ 为一个严格对角占优 M-矩阵，那么 A 的最小特征值 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1

1 2 1
11 1 1

2 1

1

1 1

1 2 1
11 1 1

2 1

1 1max ,
1

1 .
1

n i
j

n n j
ii j j

j j ii ik ki
j k i

in i

n n j
ii j j

j j ii ik ki
j k i

u
q A

u wa a w a a w

w w
u wa a w a a w

−

= =

= = +

−

−

= =

= = +

   
      ≥ + 

−   − −    

 
  + 

− − −  

∑ ∏
∑ ∑

∑ ∏
∑ ∑

 

证明：由引理 2 可得。 

4. 数值算例 

例 1：设 

1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 0.1 1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 0.1 0.1 1 0.1 0.1 0.1
0.1 0.1 0.1 0.1 1 0.1 0.1
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 1 0.1
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 1

A

− − − − − − 
 − − − − − − 
 − − − − − −
 

= − − − − − − 
 
− − − − − − 
 − − − − − −
 
− − − − − − 

. 

易知 A 是严格对角占优 M-矩阵。 
由(4)式计算得 

1 16.8245A−

∞
≤ . 

由(5)式计算得 
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1 8.3796A−

∞
≤ . 

应用本文(11)式计算得 
1 2.6248A−

∞
≤ . 

实际上， 1 2.5A−

∞
= 。可见(11)式计算结果优于(4)和(5)式计算结果。 

例 2：设 

32 1 3 1 2 4 2 3 1 4

4 28 1 2 3 4 0 1 1 3

1 3 27 4 0 2 3 2 4 4

3 5 3 40 1 2 3 4 2 5

5 2 4 5 27.01 5 0 1 4 1

2 0 2 1 4 30 5 2 5 3

0 3 1 1 2 4 36 2 3 4

1 3 2 4 2 1 2 38 4 1

3 4 3 1 3 3 4 0 28 3

2 1 0 2 4 3 1 1 3 26

A

− − − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − −
=

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

易知 A 是严格对角占优 M-矩阵。 
应用(4)式计算得 

1 1.2708A−

∞
≤ . 

由(5)式计算得 
1 0.87A−

∞
≤ . 

应用本文(11)式得 
1 0.4453A−

∞
≤ . 

实际上， 1 0.1626A−

∞
= 。应用(11)式计算结果要优于(4)和(5)式计算结果。 

5. 总结 

本文理论证明新估计式是优于文[3]和文[7]中的有关结论的，数值例子亦表明新估计式具有可行性和

有效性。这是 M-矩阵对于逆的无穷范数的上界估计式的进一步拓展。 
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