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摘  要 

本文提出了一个具有强Allee效应和双曲正切函数功能反应的Rosenzweig-MacArthur捕食者–被捕食时

滞模型。讨论模型中正解的存在性，利用下一代矩阵法得到基本再生数，并在Hurwitz判据的条件下重点

分析可行平衡点的稳定性。并在特定条件下，给出了平衡点局部稳定的条件和Hopf分支的存在性条件。 
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Abstract 
A Rosenzweig-MacArthur predator-prey delay model with strong Allee effect and hyperbolic tan-
gent function is proposed. The existence of the positive solution in the model is discussed, and the 
basic regeneration number is obtained by using the next generation matrix method. The stability 
of the feasible equilibrium point is analyzed mainly under the condition of Hurwitz criterion. The 
local stability of equilibrium point and the existence of Hopf branch are given under certain con-
ditions. 
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1. 引言 

复杂的物种内部和物种间的协同和对抗相互作用积极地调节着现实世界的生态和进化动态。因此对

潜在的被捕食者–捕食者系统的深入分析，对于理解合作和竞争在物种共同进化中的基本作用具有重要

意义。通过使用动力学系统方法，已经表明 Rosenzweig-MacArthur 模型中不同的捕食者功能反应对模型

的动力学表现出不同的影响。Fussmann 和 Blasius 提出了 Rosenzweig-MacArthur 模型，以描述具有三种

不同功能反应的群体动态，包括 Holling II 型功能反应、Ivlev 功能反应、三角函数功能反应等，都具有

非常广泛的应用[1] [2] [3] [4]。 
然而，真实数据最常用的数学表示形式是双曲正切功能函数，它精确描述了浮游植物光合作用和光

照之间的关系。具有双曲正切函数的功能反应函数对 Rosenzweig-MacArthur 模型动力学的破坏潜力最小。

它对于了解种群之间的作用更有实际意义。Allee 效应的概念最初是由美国生态学家 Warder Allee 提出的，

在弱 Allee 效应下，低人口密度的人口增长率仍为正，但未达到最大值。但在强 Allee 效应下，在种群阈

值 v 以下，人口增长率为负，人口变为负，种群密度必须超过此阈值才能存活[5]。因此，本文构建了一

个具有强 Allee 效应的三角函数功能反应的 Rosenzweig-MacArthur 捕食者–食饵的时滞模型，研究了模

型的有界性和平衡点的存在性，并对平衡点的局部稳定性和 Hopf 分支的存在性进行了分析。 

2. 模型介绍 

本文考虑一个具有三角函数功能反应的 Rosenzweig-MacArthur 捕食者–食饵模型，如式(1)所示： 

( )

( )( )

d 1
d
d
d

N NrN N P
t K
P N m P
t

  = − −Φ   

 = Φ −

                                    (1) 

其中， ( ) ( )tanhN bNαΦ = 是三角函数功能反应，N 和 P 分别表示猎物和捕食者数量，r 表示猎物的内在

增长率，K 为捕食者的承载能力，m 为捕食者的人均死亡率。 , , , ,r K m bα 为正参数。 
Allee 效应的概念最初是由美国生态学家 Warder Allee [5]提出的。在 Stephen 等人的研究中[6]，它描

述了个体适应度的任何组成部分与同变量的数量或密度之间的正相关关系。时滞是自然界中所有生物过

程的固有现象，故在生态学的种群模型中增加捕食者的成熟时滞使动态结果更接近于现实。因此，我们

考虑了 Allee 效应在 Rosenzweig-MacArthur 时滞模型中的作用来研究可能的动力学。 

( ) ( )

( )( ) ( )1

d 1
d
d
d

N NrN N v N P
t K
P N m P t T
t

  = − − −Φ   

 = Φ − −

                                (2) 

其中，τ 为捕食者成熟所需的时间， 0v > 表示 Allee 效应的阈值总体水平。 
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3. 初步结果 

3.1. 平衡点的存在性 

系统(2)无量纲化后的常微分方程系统为 

( )( ) ( )

( )( ) ( )1

d tanh
d
d tanh
d

x Ax B x x C y x
t
y x D y t
t

τ

 = − − −

 = − −


                                (3) 

其中 1 1 2, , , , , , ,x y r mN P t t T A B bK C vb D
b b b K

α ατ
α α

= = = = = = = = 。 

通过求解 d d 0,d d 0x t y t= = 可以得到模型(3)的平衡点。显然，模型(3)有平衡点 ( )0 0,0E ， ( )1 ,0E B ，

( )2 ,0E C 以及 ( )3 3 3,E x y 。 3 3,x y 可根据方程组(3)求解得出： 

( )( ) ( )
( )( )

3 3 3 3 3

3 3

tanh 0
tanh 0

Ax B x x C y x
x D y

 − − − =
 − =

                                (4)

 由该方程组可得 ( ) ( ) ( )1
3 3 3 3tanh , Ax D y B x x C

D
−= = − − 。因为 0K v> > ，因此有 0B C> > 。所以当

30 C y B< < < 时， 3E 存在。 

3.2. 基本再生数 

下面利用 Driessche 和 Watmough 提出的下一代矩阵法得到基本再生数[7]。系统(3)改写成 

( ) ( ) ( )d
d
z t

f z v z
t

= −                                        (5) 

其中
x

z
y

 
=  
 

， ( ) ( ) ( )1

0
tanh

f z
y t xτ

 
=  − 

， ( ) ( ) ( ) ( )
( )1

tanhAx B x x C y x
v z

Dy t τ
− − − + 

=  − 
， ( ) ( ),f z v z 的 Jacobi

矩阵为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

0 0 , tanh
,

sech tanh 0
x y x

F z V z
y t x x D

η
τ

   
= =   −   

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, sechx y A B x x C Ax x C Ax B x y xη = − − − + − − − + ， 
接着得到 

( ) ( ) ( )
1

1 tanh
,

10

x
x y

V z

D

η−

 − 
 =
 
 
 

 

因此，系统(3)的基本再生数可以定义为下一代矩阵的谱半径 1FV − ，得到 

( ) ( ) ( )
( )

1
0 1

3

tanh tanh
tanh

C C
R FV

D x
ρ −

−= = = . 

下面，系统(3)将在生物学上可行的区间进行分析 

( ){ }2 2, : 0, 0x y x y+ = ∈ ≥ ≥  . 

命题 1 当 1 0τ = 时，如果 0 1R > ，则系统(3)的所有解均收敛于 ( )0 0,0E  
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证明：考虑以下 Lyapunov 函数 

( ) ( ), tanhV x y Dy x C= +                                      (6) 

上式满足 ( )0 0V E = 。沿着系统(3)的轨线对 V 函数关于 t 求导得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

2

2

d tanh tanh tanh
d

tanh tanh tanh tanh
tanh tanh

V Dy x D C Ax B x x C y x
t

Dy x D y C Ax B x x C C y x
y x D C D

= − + − − −

= − + − − −
 = − − 

 

由于我们只考虑 ( ){ }2, : 0 , 0x y x B y∈ ≤ ≤ ≥ 中的区间，当
d 0
d
V
t
= 时，若 0y > ，解得 

( ) ( )
2

tanh
tanh
Dx

D C
=

−
。因为 ( )tanhD C< ，故 ( ) ( )

2

tanh 0
tanh
Dx

D C
= <

−
，与 ( )tanh 0x > 矛盾。因此只

有 0y = 时，且 ( )tanhD C< ，即
( )

0
tanh

1
C

R
D

= > ，上式满足
d 0
d
V
t
= 。因此当 0 1R > 时，

d 0
d
V
t
= 当且仅当

( ) ( ), 0,0x y = ，由 LaSalle 不变原理知，系统(3)的所有解全局渐近收敛于 ( )0 0,0E 。 

4. 稳定性分析 

系统(3)在任意平衡点 ( )* *,x y 处的雅可比矩阵为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1

0 0, tanh
0 tanhsech 0

x y x
J E

x Dy t x
η
τ
− −   

= +   −−   
                    (7) 

4.1. 当τ1 0> 时 ( )E0 0,0 的稳定性 

系统(3)在平衡点 ( )0 0,0E 的雅可比矩阵为 

( )0

0 0 0
0 0 0

ABC
J E

D
−   

= +   −   
                               (8) 

当 1 0τ > 时，特征方程为 

( ) 12 e 0ABC ABC D λτλ λ λ −+ + + =                                (9) 

假设 iλ ω= 为(9)的特征根，代入得 

( ) ( )2
1 1cos sin 0iABC D i ABC iω ω ω ωτ ωτ− − + + − =  

分离实虚部，得到 
2

1 1

1 1

sin cos
cos sin

D ABCD
ABC D ABCD
ω ω ωτ ωτ

ω ω ωτ ωτ
 = +


= −
                             (10) 

(10)两边平方，再相加得 

( )( ) ( )2 24 2 2 0ABC D ABCDω ω+ − − =                             (11) 

因为 ( )2 0ABCD− < ，故存在唯一正根 2
*ω ，即 

( )( ) ( )( ) ( )
22 2 22 2

*

4

2

ABC D ABC D ABCD
ω

− − + − +
=  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.126285


杨碧莹，孙福芹 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.126285 2837 应用数学进展 
 

把 *ω 代入(10)中，解得 1τ 的表达式 

( )

2
*

1 2 2
* *

21 arccos 2 , 0,1,n ABC n n
ABC D D

ω
τ

ω ω

 
 π
 
 

 = + = 
+  

                        (12) 

假设 ( ) ( ) ( )1 1 1iλ τ α τ ω τ= + 是方程(10)在 0
1τ 附近满足 ( ) ( )0 0

1 1 *0,α τ ω τ ω= = 的根。根据泛函微分方程理

论，对于 0
1τ ，存在 0ε > 使得 ( )1λ τ 在 1τ 中对于 0

1 1τ τ ε− < 是连续可微的。将方程(10)的两边对 1τ 求导，得

到 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
00 00 1 11 1 1 11 1

0 0 0
1 1 1 1 1 1

1
1

1

6 5
* *

d 2 1
d e e

2 1

2

ABC
ABCABC ABC D

ABC
ABC ABC ABC

λτ λτ
τ ττ τ τ ττ τ

τ τ τ τ τ τ

λ τ
τ λ λλ λ λ

λ
λ λ λ λ λ λ λ λ

ω ω

−

− −
== ==

= = =

          ℜ = ℜ +ℜ +ℜ      
++ +              

     
= ℜ +ℜ +ℜ     

− − − − +          

= + 2 4 2 3 2 2 4
* * *2 0ABC ABC ABC ABCω ω ω+ + + + >

 

由于
( )( )

0 01 1 1 1
1 1

dd 1
d d

sign sign
τ τ τ τ

λλ
τ τ

= =

  ℜ    ℜ = =     
        

，故
( )( )

1 1
1

d
0

d
nτ τ

λ
τ

=

ℜ
> 。 

定理 2 对于 1 0τ > ，当 0
1 1τ τ< 时，系统(3)在平衡点 0E 处局部渐近稳定；当 0

1 1τ τ> 时，系统(3)在平衡

点 0E 处不稳定。特别地，当 0
1 1τ τ= 时，系统(3)在平衡点 0E 处发生 Hopf 分支。 

4.2. ( )E B1 ,0 的稳定性 

系统(3)在平衡点 ( )1 ,0E B 的雅可比矩阵为 

( ) ( ) ( )
( )1

0 0tanh
0 tanh0 0

AB B C B
J E

B D
− −   

= +    −   
                    (13) 

特征方程为 

( ) 12
1 2 1 e 0λτλ ρ λ ρ λ ρ −+ + + =                              (14) 

其中 ( ) ( )1 20, tanhAB B C D Bρ ρ= − > = − 。 
当 1 0τ = 时，特征值为 

( ) ( )1 20, tanhAB B C B Dλ λ= − − < = −  

定理 2 当 1 0τ = 时，若 ( )tanh B D< ，系统(3)的平衡点 ( )1 ,0E B 是局部渐近稳定的；若 ( )tanh B D> ，

系统(3)的平衡点 ( )1 ,0E B 是鞍点 
当

1 0τ > 时，假设 iλ ω= 为(14)的特征根，代入得 

( )( )2
1 2 1 1 1cos sin 0i i iω ρ ω ρ ω ρ ωτ ωτ− − + + − =  

分离实虚部，得到 
2

2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 1

sin cos
cos sin

ω ρ ω ωτ ρ ρ ωτ
ρ ω ρ ω ωτ ρ ρ ωτ

 = +


= −
                           (15) 

(15)两边平方，再相加得 

( )4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 0ω ρ ρ ω ρ ρ+ − − =                              (16) 
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因为 2 2
1 2 0ρ ρ− < ，故存在唯一正根 2

*ω ，即 

( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

*

4

2

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ω

− − + − +
=  

把
*ω 代入(15)中，解得

1τ 的表达式 

2
1 *

1 2 2
* 1 2 2 *

21 arccos 2 , 0,1,n n nρ ω
τ

ω ρ ρ ρ ω
 = + = 

+ 

 
π 

  
                       (17) 

假设 ( ) ( ) ( )1 1 1iλ τ α τ ω τ= + 是方程(10)在 0
1 1τ τ= 附近满足 ( ) ( )0 0

1 1 *0,α τ ω τ ω= = 的根。将方程(10)的两

边对 1τ 求导，得到 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
00 00 1 11 1 1 11 1

0 0 0
1 1 1 1 1 1

1
1 1

1 12 1 2 1

1

1 1 1

6 5 2
* * 1

d 2 1
d e e

2 1

2

λτ λτ
τ ττ τ τ ττ τ

τ τ τ τ τ τ

λ τ ρ
τ λ λ ρλρ λ ρ λρ λ ρ

ρλ
λ λ ρ λ λ λ ρ λ λ λ ρ

ω ω ρ

−

− −
== ==

= = =

          ℜ = ℜ +ℜ +ℜ      
++ +              

     
= ℜ +ℜ +ℜ     

− − − − +          

= + + 4 2 3 2 2 4
* 1 * 1 * 12 0ω ρ ω ρ ω ρ+ + + >

 

由于
( )( )

1 1 1 1
1 1

dd 1
d d

n n

sign sign
τ τ τ τ

λλ
τ τ

= =

  ℜ    ℜ = =     
        

，故
( )( )

1 1
1

d
0

d
nτ τ

λ
τ

=

ℜ
> 。 

定理 3 对于 1 0τ > ，当 0
1 1τ τ< 时，系统(3)在平衡点 1E 处局部渐近稳定；当 0

1 1τ τ> 时，系统(3)在平衡

点 1E 处不稳定。特别地，当 0
1 1τ τ= 时，系统(3)在平衡点 1E 处发生 Hopf 分支。 

4.3. ( )E C2 ,0 的稳定性 

系统(3)在平衡点 ( )2 ,0E C 的雅可比矩阵为 

( ) ( ) ( )
( )2

0 0tanh
0 tanh0 0

AC B C C
J E

C D
 − − 

= +    −   
                   (18) 

特征方程为 

( ) 12
1 2 1 e 0λτλ α λ α λ α −+ + + =                               (19) 

其中 ( ) ( )1 20, tanhAC B C D Cα α= − − < = − 。 
当 1 0τ = 时，特征值为 

( ) ( )1 20, tanhAC B C D Cλ λ= − > = −  

定理 4 当 1 0τ = 时，若 ( )tanh C D> ，系统(3)的平衡点 ( )2 ,0E C 是鞍点；若 ( )tanh C D< ，系统(3)的
平衡点 ( )2 ,0E C 不稳定。 

当 1 0τ > 时，假设 iλ ω= 为(19)的特征根，代入得 

( )( )2
1 2 1 1 1cos sin 0i i iω α ω α ω α ωτ ωτ− − + + − =  

分离实虚部，得到 
2

2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 1

sin cos
cos sin

ω α ω ωτ α α ωτ
α ω α ω ωτ α α ωτ
 = +


= −
                           (20) 
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(20)两边平方，再相加得 

( )4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 0ω α α ω α α+ − − =                              (21) 

因为 2 2
1 2 0α α− < ，故存在唯一正根 2

*ω ，即 

( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

*

4

2

α α α α α α
ω

− − + − +
=  

把 *ω 代入(20)中，解得 1τ 的表达式 

2
1 *

1 2 2
* 1 2 2 *

21 arccos 2 , 0,1,n n nα ω
τ

ω α α α ω

  = + =  
+   

π


  

假设 ( ) ( ) ( )1 1 1iλ τ β τ ω τ= + 是方程(16)在 1 1
nτ τ= 附近满足 ( ) ( )0 0

1 1 *0,β τ ω τ ω= = 的根。将方程(16)的两

边对 1τ 求导，得到 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
00 00 1 11 1 1 11 1

0 0 0
1 1 1 1 1 1

1
1 1

1 12 1 2 1

1

1 1 1

6 5 2
* * 1

d 2 1
d e e

2 1

2

λτ λτ
τ ττ τ τ ττ τ

τ τ τ τ τ τ

λ τ α
τ λ λ αλα λ α λα λ α

αλ
λ λ α λ λ λ α λ λ λ α

ω ω α

−

− −
== ==

= = =

          ℜ = ℜ +ℜ +ℜ      
++ +              

     
= ℜ +ℜ +ℜ     

− − − − +          

= + + 4 2 3 2 2 4
* 1 * 1 * 12 0ω α ω α ω α+ + + >

 

由于
( )( )

0 01 1 1 1
1 1

dd 1
d d

sign sign
τ τ τ τ

λλ
τ τ

= =

  ℜ    ℜ = =     
        

，故
( )( )

0
1 1

1

d
0

d
τ τ

λ
τ

=

ℜ
> 。 

定理 5 对于 1 0τ > ，当 1 10τ τ< 时，系统(3)在平衡点 2E 处局部渐近稳定；当 1 10τ τ> 时，系统(3)在平

衡点 2E 处不稳定。特别地，当 1 10τ τ= 时，系统(3)在平衡点 2E 处发生 Hopf 分支。 

4.4. ( )E x y3 3 3, 的稳定性 

系统(3)在平衡点 ( )3 3 3,E x y 的雅可比矩阵为 

( ) ( ) ( )
( )

3 3 3
3 2

3 3

, tanh
0 sech

x y x
J E

y x
η −

=   
 

                            (22) 

其中 

( ) ( ) ( )*
3 3 3 3

3

, ,
tanh

Ax y x y
x

η η=  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )* 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3, sech 3 2 tanhx y x B x x C x x C B x CB xη = − − − − − + + . 

特征方程为 

( ) ( )2
3 3 3 3, , 0x y x yλ η λ δ− + =                            (23) 

当 3E 存在时， 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )2 3
3 3 3 3 3 3 32

3

, tanh sech 0
cosh

Ax
x y y x x B x x C

x
δ = = − − > .            (24) 
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定理 4 当 ( )3 3, 0x yη > ，系统(3)在平衡点 3E 处不稳定；当 ( )3 3, 0x yη < ，系统(3)在平衡点 3E 处局

部渐近稳定。特别地，当 ( )3 3, 0x yη = ，系统(3)在平衡点 3E 处发生 Hopf 分支。 

4.5. Hopf 分支分析 

当正平衡解 3E 存在时，系统(3)在 3E 处可能发生Hopf分岔。由式(24)可知，在系统(3)中，如果 0 C B< < ，

则 ( )3 3, 0x yδ > 成立且 3E 存在。因此，正平衡解的 Bogdanov-Takens 分支是不可能的，否则需要 

( )3 3, 0x yδ = ，而 ( )3 3, 0x yδ = 只发生在边界平衡 1E 和 2E 处。因此， ( )*
3 3,x yη 决定了 3E 的稳定性。容易

发现中 ( )*
3 3,x yη 的第一项对于 3C x B< < 是负的，因此为了证明存在 Hopf 分支，第二项中的二次多项式

( )2
3 33 2x C B x CB− + + 必须是负的。 

多项式的根是 ( )2 2
3

1
3

x C B C B BC± = + ± + − ，很容易证明 3 3x C x B− +< < < ，这意味着当 3 3x x B+ ≤ <

时， 3E 渐近稳定。直接计算得到 

( ) ( ) ( )
3

*
3 3, tanh 0

x C
x y C B C Cη

=
= − >  

( ) ( )
3

2
*

3 3
22

, sinh 2 0
2cosh

2

Bx

Bx y B B C
B

η
=

= − + >   
 
 

 

( ) ( )( ) ( )
3

* 2
3 3 3 3 3 3, sech 0

x
x y x B x x C xη

+
+ + + += − − − <  

因此， ( )*
3 3, 0x yη = 对于 3 3max , ,

2
Bx C x +

  ∈     
至少有一个解。为了证明解的唯一性，我们证明了对

于 3 3max , ,
2
Bx C x +

  ∈     
，

( )*
3 3

3

d ,
0

d
x y
x

η
< 。如果 2C B C< ≤ ，则 3 3C x x +< < ；如果 2B C> ，则

3 32
B x x +< < 。那么就得到 

3 3

3

3 3

2 0,
23

0,
2 2

BB C C x x
C B x

B BC C x x

+

+

 − ≤ ≤ ≤ <+ − < 
 − < < ≤ <


 

下面计算 

( ) ( ) ( )
3

*
3 3

3 3
3

d ,
lim 3 2 tanh 0

dx C

x y
C B x x

x
η

→
= + − < ， 

( )
3

*
3 3

32

d ,
lim cosh cosh 0

d 2 2 2 2 2Bx

x y B B B B BC
x

η

→

       = − + − <       
       

， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 *

32 3
3 3 3 3 3 3 32

3

d ,
3 sinh 2 2 3 cosh cosh 0

d
x y

C B x x x CB x x x x
x

η
   = + − + − − + − <    ， 

其中 3 3max ,
2
BC x x +

  < < 
 

，通过计算发现， ( )*
3 3,x yη 在 3 3max , ,

2
Bx C x +

  ∈     
上是单调递减的。因此，

( )*
3 3,x yη 在 3 3max , ,

2
Bx C x +

  ∈     
有一个唯一解 *

3x ，在此解处发生 Hopf 分支。 
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5. 结语 

本文考虑了强 Allee 效应 Rosenzweig-MacArthur 时滞模型的问题研究。首先证明了模型的平衡点存

在性，得到模型的四个平衡点 E0、E1、E2、E3；其次证明了 E0 在 1 0τ = 情况下的全局稳定性；接下来讨

论了边界平衡点 E1和 E2的稳定性和 Hopf 分支的存在性；最后证明正平衡点 E3的稳定性和 Hopf 分支的

存在性。通过分析具有强 Allee 效应 Rosenzweig-MacArthur 时滞模型的问题研究，有助于未来对具有双

曲正切功能反应函数模型的分支问题进行深一步研究。 
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