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摘  要 

针对同时含有时间整数阶导数和Caputo分数阶导数的一类常微分方程，采用Lie对称理论，给出了该分

数阶微分方程的Lie对称分类。据我们所知，研究分数阶导数Lie对称的人们主要考虑包含时间分数阶导

数和空间变量的整数阶导数的微分方程。为此，本文中，通过Caputo分数阶的相关性质Caputo分数阶微

分方程的Lie理论，给出了所考虑的微分方程拥有的对称定理，对部分情况给出了原方程的Lie对称约化。 
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Abstract 
For a class of ordinary differential equations containing both time integer derivative and Caputo 
fractional derivative, the Lie symmetry classification of the fractional differential equations is 
given by using the Lie symmetry theory. As far as we know, people who study fractional derivative 
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Lie symmetry mainly consider differential equations that include fractional derivatives of time 
and integer derivatives of spatial variables. Therefore, in this paper, the symmetry theorem of the 
differential equation under consideration is given through the Lie theory of Caputo fractional or-
der differential equation, and the Lie symmetry reduction of the original equation is given for 
some cases. 
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1. 引言 

分数阶微积分理论是数学理论研究的重要的分支之一。早在 17 世纪末，莱布尼茨给医院的一封信中

第一次探讨了有关幂函数 1/2 阶导数的问题[1]。近年来，分数阶偏微分方程在描述物理，生物，化学等

领域方面占有重要的地位[2] [3] [4]。随着分数阶导数在很多领域中被应用，迫切需要任意阶的微分和积

分的理论研究。其中分数阶微分方程分为分数阶常微分方程和分数阶偏微分方程，其中分数阶偏微分方

程又可以细分为时间–空间分数阶偏微分方程，时间分数阶微分方程，空间分数阶偏微分方程。在整数

阶微分方程研究的基础上，用分数阶导数替换原来的整数阶导数[5]-[11]，从而得到不同的分数阶模型。

分数阶导数有很多种定义，现在使用比较多的定义有 Riemann-Liouville [4] [12]分数阶导数、

Grumwald-Letnikov [4] [13] [14] [15]分数阶导数和 Caputo 分数阶导数[12]等。本文研究内容主要是在

Caputo 分数阶导数定义的基础上研究的。 
虽然分数阶微分方程应用很广，但是如何求解分数阶微分方程的解成为了众多数学家所面临的难题

[16] [17]。为此，很多研究人员已把很多整数解微分方程的方法应用于分数阶微分方程，如齐次平衡法[18] 
[19] [20]、不变子空间法[21] [22]、辅助方程法[23]以及 Lie 对称(群)分析法[16] [17]等等。本文中选取了

Lie 对称分析法对非线性时间分数扩散微分方程进行求解。 
Lie 对称理论第一次应用到分数阶非线性微分方程中是在二十世纪末, Buckwar [24]和 Luchko [24]在

分数阶导数的意义下，利用 Lie 群的尺度不变性解决了一类扩散方程。随后 Gazizov [25] [26]和 Kasatkin 
[25] [26]等人做出了很多贡献。但是，据我们所知，研究分数阶微分方程 Lie 对称的人们主要考虑包含时

间分数阶导数和空间变量的整数阶导数的微分方程。为此，本文中将考虑同时包含时间分数阶导数和时

间整数阶导数的微分方程的 Lie 对称。 
具体内容安排如下，第一节中给出了 Caputo 的分数阶导数定义与性质，特别是给出了两个函数的

Leibniz 型规则。在第二节中，建立了 Caputo 分数阶偏微分方程在一个自变量下所对应的 Lie 对称框架，

并分析了相应的对称结构。在第三节中，对同时包含时间整数阶导数和时间 Caputo 分数阶导数的一类微

分方程的 Lie 对称进行分类。最后根据得出的 Lie 代数，对所分析的方程进行约化。 

2. Caputo 分数阶导数 

定义 2.1 对于 ( )0,t∀ ∈ +∞ ，函数 ( )f t 关于 Rα +∈ 的分数阶积分定义为[27] 
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( ) ( ) ( ) ( )1
0, 0

1 d , 0,
t

tJ f t t s f s sαα α
α

−− = − >
Γ ∫                          (1) 

其中伽玛函数在 0z > 时被定义为 ( ) 1
0

e dt zz t t
∞ − −Γ = ∫ 。当 0z < 时 ( )zΓ 被定义为 ( ) ( )1z z zΓ = Γ + 。 

定义 2.2 对于 ( )0,t∀ ∈ +∞ ，关于函数 ( )f t 的α 阶 Caputo 分数阶导数定义为[27] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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0
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1 d , 1 ,
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d
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其中 n N∈ 。 
定义 2.3 对于 ( )0,t∀ ∈ +∞ ，关于函数 ( )f t 的α 阶 Riemann-Liouville 分数阶导数定义为[27] 
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定义 2.4 Caputo 分数阶导数与 Riemann-Liouville 分数阶导数的关系为[27] 

( ) ( )
( ) ( )
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0
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in
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t C t
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D f t D f t t
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α α α
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=

= +
Γ − +∑                           (2) 

引理 2.1 设 ( )f t 和 ( )g t 是 [ ],a b 上的解析函数，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )0, 0,
0

,n n
t t
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D f t g t D f t g t
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α αα∞

−

=

 
=  

 
∑                           (3) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1

0, 0, 0,
1 0

0
.

1

in
n n i

C t t C t
n i

fg
D f t g t D f t g t g t D f t t

n i
α α α αα

α

∞ −
− −

= =

 
= + −  Γ − + 
∑ ∑           (4) 

其中
( ) ( )
( ) ( )

n-11
1 1

n
n n

α αα
α

− Γ − 
=  Γ − Γ + 

，公式(3)~(4)称为广义莱布尼茨规则[28]。 

幂函数的 Caputo 分数阶导数有如下性质[22]： 

1. 如果 1nγ > − 并且 1n nα− < < ，则 ( ) ( )
( )0,

1
1C tD t tα λ γ αγ

γ α
−Γ +

=
Γ + −

。 

2. 如果 1γ > − 并且 0α > ，则 ( ) ( )
( )0,

1
1C tJ t tα λ γ αγ

γ α
− +Γ +

=
Γ + −

。 

3. 如果 1n n Zα +− < < ∈ 并且 k Z +∈ ，则 

1) ( ) ( )0, 0,
d
d

k
k

C t C tkD f t D f t
t
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。 

3. 分数阶微分方程的 Lie 对称 

本文中考虑同时包含时间 Caputo 分数阶导数和时间整数阶导数的如下常微分方程的 Lie 对称 
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0, , , , , , , , 0 1,
l

C t t tt ttt tt tu f t u u u u uα α
 

∂ = < < 
 




                        (5) 

其中 ( )u u t= 是因变量，t 是自变量。 
定理 2.1 Caputo 分数阶微分方程(5)拥有的单参数 Lie 对称 

( )* ,t t ετ ο ε= + +  

( )* ,u u εη ο ε= + +                                    (6) 

当且仅当它满足以下两个条件 

0 0,tτ
=
=  

( ) ( )
{ }

,

0
Pr 0,l Xα

∆=
∆ =                                   (7) 

其中


0, , , , , , ,
l

C t t tt ttt tt tu f t u u u u uα  
∆ = ∂ −  

 



， ε 是群参数，其无穷小算子为 

( ) ( ), , ,t ut u t uχ τ η= ∂ + ∂                                 (8) 

且 

( ) ( )
* *

0 0

, , , ,t ut u t u
ε ε

τ η
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∂ ∂
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( ),Pr l Xα
表示算子(8)中的延拓，具体表达式为 
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( )
,

1
Pr ,

l
l i

t t
i it uu

α α
α

χ χ η η
=

∂ ∂
= + +
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( ) ( ) , 1,2, , ,i i i
t t t t tD u D u i lη η τ τ= − + =                           (10) 

tD 表示关于 t 的全导数 
,

tt t t u tt uD u u= ∂ + ∂ + ∂ +                                (11) 

t
αη 的计算公式如下 
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引理 2.2 无穷小η的α 阶延拓 t
αη  ( 0 1α< < )具体表达式为[29] 
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其中 
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证明：根据公式(12)以及公式(4)得到 
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现在根据复合函数的广义链式法则[27]得到下式 
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因此 0,tDα η 表示为 
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接下来，我们从 0,tDα η 分离出 u 及其导数的线性项，这些项在 0k = 或 1k = 中唯一出现，因此有以下

两种情况： 
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得到 

( )( ) ( )
( )

1

0, 0, 0, 0, 0,
1 0

0
,

1

in n
un i

t C t t u C t C tn
n i

u
D J u u t u

n u i ut
α α α α α αηα η ηη η η µ

α

∞ −
− −

= =

  ∂ ∂ ∂   = ∂ + + ∂ − − ∂ +     ∂ Γ − + ∂∂     
∑ ∑       (18) 

由于 
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1

0 0 0 0 0 0

0
1 1

1
0 .

1 !

i in n n m k
i

i i n m k r

rn n m k
r m k r

t n m k

n ktt
n m ri i

t u u
n k t u

α
α

α

η α
α α

η
α

−− − ∞
−

= = = = = =

− − +
−

−

   
=    Γ − + Γ − +    

 − ∂ × ∂
 Γ + − ∂ ∂ 

∑ ∑ ∑∑∑∑
 

以及 0 0tτ
=
= ，得到 t

αη 的显式表达式(13)，证明完毕。 

引理 2.3 0µ = 当且仅当η关于 u 是线性的，即 0uuη = ，详细证明见[23]。 

4. 主要研究结果 

定理 2.2 分数阶微分方程 
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( ) [ ] 3
0, ,C t t tt

u F u u P u uα  ∂ = +                                (19) 

所拥有的 Lie 对称如下(见表 1)： 
 
Table 1. Lie symmetry classification of equation (19) 
表 1. 方程(19)的 Lie 对称分类 

F P 无穷小算子 
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证明：根据方程在 Lie 群中的不变性，对非线性时间分数扩散方程(19)进行 Lie 对称分析，其中 

0 1α< < ，函数 ( )F u 与 ( )P u 为 u 的函数。根据定理 2.2 将 [ ]

( )
,

1
Pr

l
l i

i it uu
α α

α
χ χ η η

=

∂ ∂
= + +

∂∂ ∂
∑ 作用于方程 

(19)两侧得到 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

3,2
0,

2 2 32 1

Pr

2 3 0,

t
C t t tt

t t t t tt t

F u u P u u

F u F u u P u u F u u F u u P u u

α α

α

χ

η η η η

     ∂ − −  
 ′ ′′ ′ ′= − − + − + + = 

    (20) 

其中 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2 2 3

,

2 2 2 3 .
t t u t t u t

t tt tu tt t uu tu t u t tt u t tt uu t

u u

u u u u u u

η η η τ τ

η η η τ η τ η τ τ τ

= + − −

= + − + − + − − −
 

从(20)得到无穷小的确定方程组： 
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当 P 和 F 任意函数时， 0η = 以及 0τ = 。其中情况如下： 
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情况 1. 当 P 等于常数时： 
在不失一般性，不妨设 1P = ，方程组(21)化简为 
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                    (22) 

从方程(22)中的第 4 个式子，能得到 ( ) ( ) ( )2 t F u F uη α τ ′= − ，将其代入(22)中再根据式 2，得到

1 2c t cτ = + 。再根据(22)中的 3 式，在 1 0c ≠ 时有 ( ) ( )( )
21

3
4 33 2 2F c u c αα α

+
−= − − − ，于是 

( ) ( )( )1
33 2 2

2
c u cη α α

−
= − − − 。对应的 Lie 算子为

( )
1

3
2t ut u
α

χ
 − −

= ∂ + ∂ 
 

。 

情况 2. 当 nP u=  
当 nP u= 时，方程组(21)化简为 

( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

0, 0,

1

0,
2 1 0,

0,

2 2 0,

2 0,

2 3 0,

2 3 0.

uu

tu tt

C t tt C t u

tu tt t

t t

n n n
u t

n
t u t t

F u u

F u F u

F u F u F u

u u nu

F u F u F u F u u

α α

η

η τ α

η η η

η τ η

ατ η τ

η α τ η

ατ η η τ η

−

 =


+ − =


∂ − − ∂ =
 ′− + =
 ′− − + =
 − − + =
 ′ ′′ ′ ′− − − + − =

                   (23) 

从方程(23)中的第 5 个式子，能得到 ( ) ( ) ( )2 t F u F uη α τ ′= − 。将其代入(23)中再根据式 2，得到

1 2c t cτ = + 。再根据(22)中的 3 式，在 1 0c ≠  时得到 ( )
21

31
2

4 3
n

F c u
α

α
+

−+ 
= −  

 
，于是得到

( )1 3
2

c u
n

α
η

− −
=

+
。

则由 ( )
21

31
2

4 3
n

F c u
α

α
+

−+ 
= −  

 
以及 nP u= 确定的方程拥有的 Lie 对称算子 F 为：

( )
2

3
2t u

u
t

n
α

χ
 −

= ∂ + ∂ 
+ 

。 

情况 3. F 等于常数 
在不失一般性的情况下，令 1F = ，方程组(21)化简为 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0, 0,

0,
2 1 0,

0
2 0,

2 0,
2 3 0,

3 0.

uu

tu tt

C t tt C t u

tu tt

t t

u t

t

u

P u P u P u

P u

α α

η

η τ α

η η η

η τ
ατ τ

η α τ η

η

=
 + − =
 ∂ − − ∂ = − =
− + =
 ′− − + =

− =

                         (24) 
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从方程组(24)中的第 1 个和第 5 个式子，得到 ( ) ( )1 2b t ub tη = + ， 1cτ = 。将其代入方程组(24)中根据

式 1 与式 7，得到 ( )1 1b t b= 以及 ( )2 2b t b= 。根据 6 式，得到 ( )2
1 1 2P a b ub= + 。再根据 0 0tτ

=
= ，当 0P′ ≠

时，Lie 对称算子数为 3 uuχ = ∂ 。当 0P′ = 即 1P a= 时， 2bη = ，即对应的算子为 4 uχ = ∂ 。 

情况 4. 0F ′ ≠  
i) 当 nF u= 时，方程组(21)化简为 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0, 0,

1

1

1 2 1 1

2 1 0,

0,

2 2 0,

2 0,
2 3 0,

1 2 3 0.

tu tt

n
C t tt C t u

n n
tu tt t

n n n
t t

u t

n n n n
t u t t

u u

u nu

u nu u
P u P u P u

nu n n u nu nu P u

α α

η τ α

η η η

η τ η

ατ η τ

η α τ η

ατ η η τ η

−

−

− − − −

 + − =


∂ − − ∂ =


− + =

− − + =

 ′− − + =
− − − − + − =

                (25) 

首先根据方程组(25)中的式 4，得到 ( )2 tu nη α τ= − 。将η代入(25)中再根据式 1 得到 1 2c tcτ = + 。

最后再根据第 5 式，得到
( ) ( )2 2 3

2
1

n

P b u
α α
α

− + −
−= 。故通过上面的分析得到由 nF u= ，

( ) ( )2 2 3
2

1

n

P b u
α α
α

− + −
−= 对应的

Lie 对称算子为 ( )( )5 2t ut u nχ α= ∂ + − ∂ 。 

ii) 当 euF = 时，方程组(21)化简为 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0, 0,

2 1 0,

0,
2 2 0,

2 0,
2 3 0,

e e e 2 e 3 0.

tu tt

C t tt C t u

tu tt t

t t

u t

u u u u
t u t t

F u u

P u P u P u

P u

α α

η τ α

η η η

η τ η
ατ η τ

η α τ η

ατ η η τ η

 + − =


∂ − − ∂ =
 − + =
− − + =
 ′− − + =

 + + − + =

                        (26) 

从方程组(26)中的式 4，得到 ( )2 tη α τ= − 。再根据(26)中的式 1，得到 1 2c tcτ = + 。再根据 5 式算得

( )3
2

1e
u

P b
α
α

−
−= 。由此得到当

( )3
2

1e
u

P b
α
α

−
−= ， euF = 时，算子为 ( )6 2t utχ α= ∂ + − ∂ 。 

iii) 当 4 2F u α−= 时，通过分析得到 4 2
1P b u α−= ，对应的算子为 7

1
2t ut uχ = ∂ + ∂ 。 

综上所述，我们从方程(19)的 Lie 对称开始，通过分析化简 Lie 对称的确定方程组(21)，得到 P 完整

的分类结果如表 1 所示，证明完毕。 
定理 2.3 当 4 2

1P b u α−= 与 4 2F u α−= 时，方程(19)约化为 

( ) ( ) [ ](
( ) [ ] [ ] ( )( [ ]))

1 2

0, 1

2 3
1 1 1

1 8e 16 8 3

6 4 3 16 8 3 4 .

r
C s s s s s b s z s

b s z s b z s s b s z s

αα α α

α α

− −
−∂ = − +

′+ − + + + − + −
             (27) 

证明：取 4 2
1P b u α−= ， 4 2F u α−= 时，所确定的无穷小算子 7

1
2t ut uχ = ∂ + ∂ 。使用正则变量的对称方法，

偏微分方程 ( ) 1 1
2

r rr t u
t u

χ ∂ ∂
= + =

∂ ∂
， ( ) 1 0

2
s ss t u
t u

χ ∂ ∂
= + =

∂ ∂
所产生的相关特征方程为：

d d d2
0

t u s
t u
= = ，得 

到的相似变换为 
2ln , ,r t s u t= =                                   (28) 
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由 
2d 2 ,

d
s uuu
r t

′= −                                    (29) 

得到 

1 d ,
2 d 2

s uu
u r t

′ = +  

以及 
2

2 2

22

2 3 2

1 d d
2 d 2d 2
1 d 1 d ,

2 dd 4 4

s u s uu
u r tr u

s s u
u rr u t

′ ′
′′ = − +

 = − + 
 

 

令
d
d

sz
r

= ，将 2eru s= ， ert = 以及 u′， u′′代入方程(19)中再进行化简得到方程(27)，证明完毕。 

5. 结论 

本文对包含 Caputo 时间分数阶导数与整数阶导数的一类微分方程进行了 Lie 对称分析，给出了公式

(5)所确定的无穷小算子的一般结构，然后进一步得到求解此类方程的对称结构。最后通过 Caputo 分数阶

的相关性质 Caputo 分数阶微分方程的 Lie 理论，给出了所考虑的微分方程拥有的对称定理，对部分情况

给出了原方程的 Lie 对称约化。 
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