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摘  要 

针对热传导类和扩散类这两类Riemann-Liouville分数阶微分方程，采用了Lie对称方法，研究了这两类

分数阶微分方程所允许的Lie代数。给出两类方程拥有的对称，运用部分Lie对称变换把对应的偏微分方

程化为新变量下的分数阶常微分方程，表明Lie对称方法适用于此类方程，可以使方程实现约化，进而更

易求解，使得热传导类和扩散类Riemann-Liouville分数阶微分方程可以更加广泛地应用于对事物现象的

描述。 
 
关键词 

Riemann-Liouville分数阶微分方程，Lie对称，约化 

 
 

Symmetry Analysis of Two Kinds of 
Nonlinear Partial Differential Equations 
Based on Riemann-Liouville Fractional 
Derivatives 

Tianqi Zhang, Shan Yin* 
School of Science, Inner Mongolia University of Technology, Hohhot Inner Mongolia  
 
Received: Jun. 25th, 2023; accepted: Jul. 19th, 2023; published: Jul. 28th, 2023 

 
 

 
Abstract 
For two kinds of Riemann-Liouville fractional differential equations of heat conduction and diffu-
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sion, the Lie algebras allowed for these two kinds of fractional differential equations are studied 
by using Lie symmetry method. The symmetry of the two kinds of equations is given, and the cor-
responding partial lie symmetry transformation is used to transform the corresponding partial 
differential equations into fractional ordinary differential equations with new variables. It shows 
that the Lie symmetry method is suitable for such equations, which can reduce the equations and 
make them easier to solve. The Riemann-Liouville fractional differential equations of heat con-
duction and diffusion can be more widely used to describe the phenomena of things. 
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1. 引言 

分数阶微积分作为微积分理论中的一个重要分支，在 17 世纪末就已正式提出，在分数阶微积分引入

的早期，其理论和作用仅在数学领域得到广泛研究[1] [2]。经过三百余年的发展，分数阶微积分已经成为

众多科学领域的重要研究工具[3] [4]。分数阶导数具有记忆效应和非局部效应[5]，相对于整数阶导数而

言，它可以更好地描述某些异常现象，例如：用分数阶微分方程描述在发生超扩散和亚扩散的复杂液体

中的示踪粒子的异常扩散现象则更加精确[6]。但分数阶导数种类众多且结构复杂，所以分数阶微分方程

的求解并没有一个通用的方法[7]。目前，许多理论与方法已被应用到分数阶导数相关理论中，并取得了

显著成效，例如：拉普拉斯变换[8]，有限差分[9]，Adomian 分解[10]，变分迭代[11]和 Lie 对称群理论[12]
等。其中，拉普拉斯变换常用来求解线性微分方程，可以把初始条件一同考虑在变换后的方程组中，避

免了先求通解进而求得特解的繁琐；有限差分则是求解分数阶微分方程数值解的一种常用方法；Adomian
分解法可以在不进行线性化处理的前提下求解复杂的非线性分数阶微分方程，但其需要对非线性项作特

别处理；变分迭代法在问题边界是直角形的前提下对线性和非线性的微分方程均可求解。 
在这些方法中，Lie 对称群理论是分析微分方程的有力工具，且 Lie 群具有可以简化微分方程的优点。

且该方法已应用到很多分数阶偏微分方程(FPDE)中[13]-[19]。Leo 等人[20]将 Lie 群理论推广到 FPDE 中，

提出了 FPDE 在有限自变量下的 Lie 对称结构；Zhang 等人[6] [21]证明了 Riemann-Liouville 时间分数阶

导数的 Lie 无穷小算子在满足一定条件时具有简单的形式；Wang 等人[22] [23] [24]描述了不同阶数下的

时间分数阶 KdV 方程以及多维时间分数阶 KdV 方程的尺度变换；Liu 等人[12] [25] [26]得到了具有

Riemann-Liouville 分数阶导数的标准形式下的时间分数阶热传导方程、分数阶扩散方程和时间分数阶

Harry-Dym 方程对称变换下的群不变解；Sahadevan 等人[27]研究了耦合时间 FPDE 在 Lie 对称分析下的

精确解。 
在以上研究基础上，将继续运用 Lie 对称方法分析热传导类和扩散类 Riemann-Liouville 分数阶微分

方程。文章结构如下：第一部分，回顾 Riemann-Liouville 导数的相关基础知识。第二部分，建立 Lie 对

称结构，列出所求解方程的无穷小算子的分数阶延拓公式。第三部分，对所考虑的第一类方程进行对称

分类及约化。第四部分，对所考虑的第二类方程进行对称分类及约化。 
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2. Riemann-Liouville 分数阶导数 

下面回顾 Riemann-Liouville 分数阶导数的定义和一些相关性质。 
定义 1 函数 ( ) ( )1, , ,u x t L a b R+ ∈  在 0α > 时的 Riemann-Liouville 分数阶微分算子定义如下： 

( )
( )

( ) 10

,1 d ,0 1 , 1,2, .
n t

t n n

u s x
u s n n n

n t t s
α

α α
α + −

∂
∂ = ≤ − < ≤ =

Γ − ∂ −
∫                   (1) 

定义 2 Erdelyi-Kober 分数阶微分算子 ( ),v kPδ ψ  [27]定义如下： 

( )( ) ( )( ) [ ]1
, ,

0

1, if1 d , 0, 0, 0, ,
d , if

m
m

r
P r k mν κ ν κ κ
δ δ

κ κ
ψ ω ν ω ψ ω ω δ κ

δ ω κ κ

−
+ −

=

 + ∉ = + − > > > =   ∈  
∏





      (2) 

其中， 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1

, 1

1 1 d , 0,

, 0.

u u u u
k

κ ν κ δ
ν κ
δ

ψ ω κ
κψ ω

ψ ω κ

∞ − − +  
− >   Γ=   

 =

∫                    (3) 

引理 1 幂函数的 Riemann-Liouville 分数导数[22]形为 

( )
( )

1
, 1,

1
0, 1.

t

t
t

γ α
α γ

γ
γ α

γ α

γ α

− Γ +
> −∂ = Γ + −

 = −

                            (4) 

证明详见[28]。 
引理 2 两个连续函数 ( ),u x t 和 ( ),v x t 的乘积的 Riemann-Liouville 分数阶导数——广义莱布尼兹公式

[19] [25] [27]为 

( )
0

, 0,k k
t t t

k
uv u v

k
α αα

α
∞

−

=

 
∂ = ∂ ∂ > 

 
∑                              (5) 

( ) ( )
( ) ( )

11
.

1 1

k k
k k

α αα
α

−− Γ − 
=  Γ − Γ + 

                                (6) 

证明详见[28]。 
当(5)式中的 ( ), 1v x t = 时，得到 Riemann-Liouville 分数阶导数[6]的另一种定义： 

( ) ( ) ( )
0

, , ,0 1 .
1

k k

t k
k

tu x t u x t n n
k k t

α
α α

α
α

−∞

=

  ∂
∂ = ≤ − < ≤  Γ + − ∂ 

∑                    (7) 

3. Riemann-Liouville 分数阶微分方程的对称 

考虑如下 Riemann-Liouville 分数阶微分方程 

( ) ( )1 2 3, , , , , , , , ,0 1,t lu x t F x t u u u u uα α∂ = < <                         (8) 

其中， ( ),u u x t= 是关于自变量 ,x t t 的函数， i i
iu u x= ∂ ∂ ， 0,1, ,i l=  以及 0u u= 。 

假设方程(8)在以下单参数变化群下不变 

( ) ( ) ( ), , ; , , , ; , , , ; ,x x t u a t x t u a u x t u aφ ϕ ψ= = =                        (9) 
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0 0 0, , ,a a ax t uφ ϕ ψ
= = =
= = =                               (10) 

其中 a 是群参数。变换群(9)改写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , , , , , , , ,x x a x t u O a t t a x t u O a u u a x t u O aξ τ η= + + = + + = + +          (11) 

其中， 

( ) ( ) ( )
0 0 0

, , , , , , , , .
a a a

x t u x t u x t u
a a a
φ ϕ ψξ τ η

= = =

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

                  (12) 

对应的无穷小算子为 

( ) ( ) ( ), , , , , , .X x t u x t u x t u
x t u

ξ τ η∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
                        (13) 

由于分数阶导数算子的结构在变换(9)下需要保持不变[12]，所以 

( )( )
0

, , , 0.
t

x t u x tτ
=
=                                   (14) 

引理 3 方程(8)在变换群(9)下不变的充分必要条件是 
( ) ( ) { }

,

0
Pr 0.

t

l
t u F

X u F
α

α α

∂ − =
∂ − =                              (15) 

其中 ( ),Pr l Xα 是 X 的延拓，其结构如下 

( )

( )
( ),

1
Pr ,

l
l i

i it

X X
uu

α α
α

η η
=

∂ ∂
= + +

∂∂ ∂
∑                           (16) 

( ) ( ) 1 ,i i
x x t i itD u u u uη η ξ τ ξ τ+= − − + +                            (17) 

符号 xD 表示 x 的全导数 

.
x tx x x u xx u xt uD u u u= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +                             (18) 

引理 4 αη 在 0 1α< < 时的一般表达式为 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 .t t x t t t t x tD D u D D u D u D u D uα α α α α α αη η ξ τ τ ξ τ+ += + + + − −              (19) 

证明详见[21]。 
引理 5 复合函数的α 阶导数公式[29]为 

( )( ) ( ) ( )( )
0

, , .
1

n
n

t t
n

tD f t g t D f t g t
n n

α
α α

α

−∞

=

   =    Γ + − 
∑                      (20) 

证明：根据引理 2 可知，复合函数的α 阶导数可表示为 

( )( ) ( ) ( )( )
0

, , .
1

n
n

t t
n

tD f t g t D f t g t
n n

α
α α

α

−∞

=

   =    Γ + − 
∑                      (21) 

且复合函数的整数阶导数[26]在链式法则[30] [31]下记为 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

d d1 d .
!d d d

m kmm k r k r

m m k
k r

f g t f gk
g t g t

r kt t g
−

= =

    = −       
∑∑                  (22) 

因此 
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=
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         (23) 

证明完毕。 
引理 6  αη 在 0 1α< < 时的具体表达式[12]为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

1
,

1

t u t t t u

n n n n n
t u t t t t x

n

D u u

D u D u
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∑

              (24) 

其中， 

( ) ( ) ( )( ) ( )1

2 2 2 0

,1 d .
! 1 d

n m kn mn m k r k r

m n m k
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t yn k t y t y t
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证明：根据复合函数的α 阶导数公式 
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     (26) 

分离出 tDαη 中 y 及其导数的线性项，它们仅出现在 0k = 和 1k = 中，并借助 FPDE 的莱布尼茨公式可得 
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η∂ 

 ∂ 

                  (27) 

然后将上述结果代入 tDαη 可得 

( ) ( )

0

1
,

n n
t t t t t

n

n n
t u t t t u t u

n

D u u
n u u

u u u
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其中， 

( ) ( ) ( )( ) ( )1

2 2 2 0

, ,1 , , .
! 1
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µ
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−
= = = =

∂    ∂   = −        Γ + − ∂ ∂ ∂   
∑∑∑∑       (29) 

利用广义莱布尼兹公式， 
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1
.
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t t t t t t t t
n

D D u D u D u D D u D D u
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α α α α αα
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∞
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∑             (30) 
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1
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t x t x t t x
n

D u D u D D u
n

α α αα
ξ ξ ξ

∞
+ + −

=

 
− = −  

 
∑                       (31) 

因此，将上述所有结果代入引理 4 所得的表达式并化简 

( ) ( )( ) ( ) ( )
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∞
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=

∞
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=
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= ∂ + ∂ + ∂ ∂ − ∂ + 

 
 

− −  + 
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∑

( ) ( )
1

.n n
t t x

n
u D u

n
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ξ
∞

−

=

 
− ∂ 
 

∑

              (32) 

证明完毕。 
引理 7 0µ = 当且仅当η关于 u 是线性的，即 0uuη = 。 
证明详见[21]。 

4. 主要研究内容 

定理 1 分数阶微分方程 

( )( ) 3 ,t x xx
u f u u uα∂ = +                                  (33) 

拥有的 Lie 对称如下： 
1) 对于任意函数 ( )f u ，方程(33)允许的对称拥有无穷小算子 1X x= ∂ ； 

2) 当 ( )f u c= 时，方程(33)拥有无穷小算子 2
2

2
t uX x x t u
α

= ∂ + ∂ + ∂ ； 

3) 当 ( ) 2f u u= 时，方程(33)有无穷小算子 3 2
uX t t uα

= ∂ − ∂ ； 

4) 当 ( ) euf u = 时，方程(33)有无穷小算子 2
4X t t= − ∂ 。 

其中， 0 1α≤ ≤ ， ( ),u u x t= ， ( ) ( )( ),f u f u x t= 为任意函数。 

证明：将变换(9)作用于方程(33)，可得方程不变的条件 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 22 2

eq.(2)
2 3 0.x xx x xf u f u f u u f uαη η η η η η′′ ′ ′− − − − − =                   (34) 

其中， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 .x t x x x x u x x x t x u u x tD u D u D u u u u uη η τ ξ η η ξ τ ξ τ= − − = + − − − −             (35) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
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2

2 2 2

2 2 3 2 .
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uu x t u x xx x xt u xx x u xx t u xt x
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τ η ξ τ ξ τ τ
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− + − − − − −

              (36) 

由方程(34)得到确定方程组 
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D n
n n

f f f

f f f

f f f f

u fα α

α α
η τ

τ τ ξ ξ η

η η ξ

ξ α τ η

η α τ ξ η η

ξ η ατ

η η η

+   
∂ − = =   +   


= = = = =


 ′− − + =

 ′− − =


′ ′ ′ ′′− − + − − =

 − − =

∂ − ∂ − =



                      (37) 

从(37)的第二式，易得到 ( )tτ τ= ， ( )xξ ξ= ， ( ) ( )1 11, ,c x t u c x tη = + ；由(37)的第六式可知 

( ) ( ) ( )( )1
1, 3
2

c x t x tξ ατ′ ′= − 。 

1) 当 ( )f u c= 时， 

由(37)的第三式可得 ( ) 3 4x c x cξ = + ；进而可知 ( ) 32ct tτ
α

= ；且根据上述结果有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 11, , , ,t t u t t tu c x t u c x t u c x t c x tα α α α αη η      ∂ − ∂ = ∂ + − ∂ = ∂      ；求解 (37)的最后一式则可得

( )11 , 0c x t = 。 

综上所述： 

( ) ( ) ( )3 3
3 4

2, , , , .
2

c t c ux c x c t x t uξ τ η
α

= + = =                         (38) 

由此，得到方程(33)的两个无穷小算子 

1 2
2, .

2
t uX x X x x t u
α

= ∂ = ∂ + ∂ + ∂                              (39) 

2) 当 ( ) nf u u= 时，取特殊值 2n = ，即 ( ) 2f u u= ， 

此时，由(37)的第四式可知 ( ) ( )11
1,
2

c x t u xξ ′= − ；将其代入(37)则有 ( ) 3 4x c x cξ = + ， ( ) 5t c tτ = ；由(37)

最后一式可得 3 0c = 。 

综上所述： 

( ) ( ) ( )4 5 5, , , , .
2

x c t c t x t u c uαξ τ η= = = −                           (40) 

由此，得到方程(33)的两个无穷小算子 

1 3, .
2
uX x X t t uα

= ∂ = ∂ − ∂                                 (41) 
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3) 当 ( ) euf u = 时， 

由(37)的第一式可得 ( ) 2t at btτ = + ；由(37)的第三式可知 ( ) ( ) ( ) ( )11 6
3,
2

c x t c t x u xξ ξ′ ′= − − ；将其代入

(37)继续化简则有 ( ) ( )6 7
1 2 4 2 2
6

x x b at bu atu c t cξ α α α α = − − + + + +  ，其中 ( ) ( )( )6
1 2 4 3
2

c t b at u α= + − + ，

2b at= − 。 
综上所述： 

( ) ( ) ( )2
7 , , , , 0.x c t at x t uξ τ η= = − =                            (42) 

由此，得到方程(33)的两个无穷小算子 
2

1 4, .X x X t t= ∂ = − ∂                                  (43) 

定理 2 方程(33)可以约化为分数阶常微分方程 ( ) ( ) ( )
31 , 34

2P g cg g
α α

α

ω ω ω
− 

′′ ′ = +    
 

。 

证明：当 ( )f u c= 时： 

对于 2
2

2
t uX x x t u
α

= ∂ + ∂ + ∂ ，求解不变曲面条件
d d 2d

2
x t u
x t u

α
= = 可以得到相似变量ω 和相似变换

( )g ω ，其中 ( ) ( )4,u x t t g
α

ω= ， 2xt
α

ω
−

= ，将其代入方程(33)得到简化的分数阶微分方程 

( ) ( ) ( )
31 , 34

2 .P g cg g
α α

α

ω ω ω
− 

′′ ′ = +    
 

                           (44) 

定理 3 分数阶微分方程 

( ), .t xx xD u u vuu u h x tα µ λ+ + + =                              (45) 

所拥有的无穷小算子为 1X x= ∂ ，其中， 0 1α≤ ≤ ， ( ),u u x t= ， , ,vµ λ 为任意常数， ( ),h x t 为 ,x t 的
任意函数。 

证明：将变换(9)作用于方程(45)，可得方程不变的条件 
( ) ( )1 2

eq.(1)
0.t x xh h vu vuαη τ ξ λη η η µη− − + + + + =                      (46) 

由方程(46)得到确定方程组 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 0, 1,2,3, ,
1

0,

2 0,

2 0,

, 0.

n n
t u t

x u t u uu

u t xu xx u x

u t u x

t t u u t u t xx x t x

D n
n n

v u v v

u u h x t v h hα α

α α
η τ

τ τ ξ ξ η

η ατ µ η ξ η ξ η

µ η ατ µ η ξ

η η λ η ατ η ατ µη η λη τ ξ

+   
∂ − = =   +   


= = = = =


− − + − + − + =

− − + − =

∂ − ∂ − − + − + + + − − =



        (47) 

从(47)可得对称分类，易得到 ( )tτ τ= ， ( )xξ ξ= ， ( ) ( )1 11, ,c x t u c x tη = + ；由(47)的第四式，且根据

( )( )
0

, , , 0
t

x t u x tτ
=
= 可得 3 2c x cξ = + ， 32c tτ

α
= ；代入第一式进而有 ( ) ( )1 11 ,c x u c x tη = + ；因此将上述结

果代入(47)的其余各式可知 ( ) ( )3 1 11 , 0c c x c x t= = = 。 
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综上所述： 

2 , 0, 0.cξ τ η= = =                                   (48) 

由此得到方程(45)的无穷小算子 

1 .X x= ∂                                       (49) 

定理 4 方程(45)可以相似约化为分数阶常微分方程 ( ) ( ) ( ), 0t v v h x tαφ λφ∂ + − = 。 

证明：对于 1X x= ∂ ，求解不变曲面条件
d d d
1 0 0
x t u
= = 可以得到相似变量 v， ( )vφ ，其中 v t= ， ( )u vφ= ，

将其代入方程(45)得到简化的分数阶常微分方程 

( ) ( ) ( ), 0.t v v h x tαφ λφ∂ + − =                               (50) 

5. 结论 

本文对具有 Riemann-Liouville 导数的两类非线性偏微分方程 ( )( ) 3
t x xx
u f u u uα∂ = + 和 

( ),t xx xD u u vuu u h x tα µ λ+ + + = 进行了 Lie 对称分析，得到了 ( )( ) 3
t x xx
u f u u uα∂ = + 的三类 Lie 对称结构，

且利用 Lie 点对称，在 ( )f u c= ，无穷小算子 2
2

2
t uX x x t u
α

= ∂ + ∂ + ∂ 时，方程可以约化为分数阶常微分方

程 ( ) ( ) ( )
31 , 34

2P g cg g
α α

α

ω ω ω
− 

′′ ′ = +    
 

。对于方程 ( ),t xx xD u u vuu u h x tα µ λ+ + + = ，在无穷小算子 1X x= ∂ 下

可以约化为分数阶常微分方程 ( ) ( ) ( ), 0t v v h x tαφ λφ∂ + − = 。 
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