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摘  要 

本文研究了一类 ( )x u v, ,  (状态，输入，扰动)-依赖噪声的离散时间平均场随机系统的有限时域混合H2/H∞

控制问题。首先，给出了已有的平均场随机有界实引理(SBRL)；其次，呈现了离散时间平均场随机线性

二次(LQ)最优控制问题可解的充分条件。最后，基于SBRL和LQ最优控制的结果，通过耦合矩阵差分方

程的可解性得到了离散时间平均场随机H2/H∞控制存在的充分必要条件，延伸了之前的结果。 
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Abstract 
This paper is concerned with the finite horizon mixed H2/H∞ control problem for a class of dis-
crete-time mean-field stochastic systems with ( )x u v, , -dependent noise. Firstly, the existing 
mean-field stochastic bounded real lemma (SBRL) is given. Then, we presented a sufficient condition 
for the solvability of discrete-time mean-field stochastic linear quadratic (LQ) optimal control prob-
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lem for the considered system. Finally, based on the results of SBRL and LQ optimal control, a neces-
sary and sufficient condition is obtained for the existence of discrete-time mean-field stochastic 
H2/H∞ control via the coupled matrix difference equations, which extends the previous results. 
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1. 引言 

在近二十年中，混合 H2/H∞控制是最受欢迎的鲁棒控制设计方法之一，已经吸引了许多学者的广泛

关注。例如，关于确定性系统混合 H2/H∞控制的讨论，见[1] [2] [3]。与单纯的 H2 控制或鲁棒 H∞控制相比

较，混合 H2/H∞控制不仅能有效地消除外部干扰的影响，而且还能在最坏的外部干扰发生时，使得代价

函数达到最小。因此，混合 H2/H∞控制器能更好地保证系统良好运行，在工程实践中 H2/H∞控制比单独的

H∞控制使用地更为广泛。 
H2/H∞控制是将 H2 性能设计与 H∞性能设计相结合，使整个系统既可以获得优良的调节性能，又可以

保持鲁棒稳定性。利用 Nash 对策理论，文献[4]中研究了具有乘性噪声的连续时间线性随机系统的混合

H2/H∞控制问题，并且给出了耦合代数 Riccati 方程的解存在的充分必要条件。更多关于随机系统的混合

H2/H∞控制的研究请参考文献[5] [6] [7] [8] [9]以及其中的参考文献。 
虽然有很多关于随机系统混合 H2/H∞控制问题的研究[1]-[9]，但关于平均场随机系统的混合 H2/H∞

控制的结果还很少。在[10] [11]中分别对 ( ),x v -依赖噪声的连续时间平均场系统和离散时间平均场系统

的 H2/H∞控制问题进行了研究。本文在文献[11]的基础上将对应的结果推广到 ( ), ,x u v -(状态、输入和扰

动)均依赖噪声的离散时间平均场系统，它是随机混合 H2/H∞控制和平均场理论的结合。与经典的随机

系统相比，新的特点是系统不仅涉及状态和输入和扰动，而且还涉及它们的期望。平均场理论是为了

研究各种物理和社会学动态系统中个体的相互作用所产生的集体行为而发展起来的。在过去的几年中，

平均场理论已经被广泛地应用于各个领域，如工程、金融、经济和博弈论等，数学界和控制界对平均

场控制理论的兴趣越来越大。特别地，研究了平均场随机系统的有限时域和无限时域线性二次(LQ)最
优控制，请参考[12] [13] [14] [15]和其中的参考文献。在[16]中研究了带有 Markov 跳跃参数的平均场随

机系统的 LQ 问题。文献[17]研究了连续时间平均场随机微分方程的 H∞控制，相应的离散时间 H∞控制

在[18]中被讨论。 
本文的其余组织如下：第 2 节构造了系统模型并且给出了有用的引理。第 3 节提供了离散时间平均

场随机 LQ 最优控制问题可解的一个充分条件。第 4 节呈现了平均场混合 H2/H∞存在的充分必要条件。最

后，在第 5 节中做出一个简短的结论。 

2. 基础知识与模型描述 

2.1. 符号说明 

M ′是一个矩阵 M 或者向量 M 的转置。 ( )0 0M > ≥ 意味着 M 是一个正定(半正定)的对称矩阵。 m� 是
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m 维的实向量空间赋予通常的内积。 m n×� 代表所有的 m n× 维的实矩阵空间。 { }0,1, ,TN T= � 。

{ }0,1,N = � 。 ( )n � 是所有实对称矩阵 n n×� 的集合。 

2.2. 模型介绍 

考虑如下的离散时间平均场随机系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) 0

1

0 ,n
T

x t A t x t A t Ex t B t v t B t Ev t

C t x t C t Ex t D t v t D t Ev t t

z t t x t

x x t N

ω

φ

 + = + + +


 + + + +  


=


= ∈ ∈ �

            (1) 

其中， ( ) ( ) ( ), ,n l mx t v t z t∈ ∈ ∈� � � 分别是系统的状态、扰动和控制输出。 ( ) ( ) ( ) ( ), , , n nA t A t C t C t ×∈� ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,n l m nB t B t D t D t tφ× ×∈ ∈� � 是给定的矩阵值函数。E 是期望算子。 ( ){ }
Tt N

tω
∈

是一维的定义在

完备概率空间 ( ), ,µΩ  上的白噪声过程，有 ( ) ( ) ( )0, , ,ts TE t E t s s t Nω ω ω σ   = = ∈    ，其中 tsσ 是克罗内

克函数。假设 ( )tω 和 ( )v t 不相关。定义由 ( )ω ⋅ 生成的σ 代数 ( ){ }, 0,1, ,t t t Tσ ω= = � 。令 ( )2 , pL Ω � 是 p�
值随机向量 ξ 且 2E ξ < ∞的空间。 ( )2 ; p

Tl Nω � 表示所有序列 ( ){ }
Tt N

y t
∈

使得 ( ) ( )2 , my t L∈ Ω � 是 1t− 可测 

的且 2l -范数满足 ( ) ( ) ( )2

1
22

;
0

p
T

T

l N
t

y t E y t
ω =

 = < ∞ 
 
∑�

的空间。为了简便，假定 0x 是确定的。对任何T N∈

和 

( )( ) ( )2
0 , ;n l

Tx v t l Nω∈ ×� � ，(1)的唯一解表示为 ( ) ( )0; ,x t x t x v= ，初值 ( ) 00x x= 。 
定义 1 系统(1)的扰动算子定义为 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

: ; ;

: ;0, , ;

l m
T T T

l
T T

L l N l N

L v t t x t v v t l N

ω ω

ωφ

→

= ∀ ∈

� �

�
 

它的范数由下定义： 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 220 0

1
22

; 0
1

; , 0, 0 ; , 0, 0 2; 2

0

sup sup
m

T

l llT TT

T

l N t
T

v l N v x v l N v x Tl N

t

E t x tz t
L

v t
E v t

ω

ω ωω

φ
=

∈ ≠ ≡ ∈ ≠ ≡

=

 
 
 = =
 
 
 

∑

∑

�

� ��

 

在系统(1)中取期望得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1Ex t t Ex t t Ev t+ = +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1x t Ex t A t x t Ex t B t v t Ev t C t x t Ex t

t Ex t D t v t Ev t t Ev t tω

+ − + = − + − + −
+ + − +  

 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t A t A t t B t B t

t C t C t t D t D t

= + = +

= + = +
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引理 2 [11]在系统(1)中，假定T N∈ 给定， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 1 , , 1 ; 0 , 1 , , 1P P P T Q Q Q T+ +� � 是 ( )n � 中

的任意矩阵族，则对任何 0
nx ∈� ， ( ) ( )2 ; l

Tv t l Nω∈ � 有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( ) ( )

2 22
0

0

0 0

0 0

, :

,

1 1 1 1 1

1 1 1 0

T
T

t

T T

t t

J x v E v t z t

x t Ex t x t Ex t Ex t Ex t
E M P S P Q

v t Ev t v t Ev t Ev t Ex t

E x T Ex T P T x T Ex T

Ex T Q T Ex T x Q x

γ
=

= =

 = −  

 ′ ′       − − = +               − −         

′   − + − + + + − +   

′ ′− + + + +

∑

∑ ∑
      (2) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
,

1 1 1 1

φ φ

γ

φ φ

γ

 ′ ′ ′ ′ ′+ + + − − + + + =
 ′ ′ ′ ′+ + + + + + + 
 ′ ′ ′ ′ ′+ + + − − + + +=
 ′ ′ ′ ′+ + + + + + + 

A t P t A t C t P t C t t t P t A t P t B t C t P t D t
M P

B t P t A t D t P t C t I B t P t B t D t P t D t

t Q t t t P t t t t Q t t Q t t t P t t
S P Q

t Q t t t P t t I t Q t t t P t t

       

       



 

为了方便，引入下面记号： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

φ φ

γ

φ φ

γ

 ′ ′ ′+ = + + + −
 ′ ′+ = + + +


′ ′ + = + + + +


′ ′ ′ + + = + + + −

 ′ ′+ + = + + +

′ ′+ + = + + + +

P t A t P t A t C t P t C t t t

P t A t P t B t C t P t D t

P t I B t P t B t D t P t D t

P t Q t t Q t t t P t t t t

P t Q t t Q t t t P t t

P t Q t I t Q t t t P t t













   

   

   




 

( ) ( ) ( )t K t K t= + ， ( ) ( ) ( )t W t W t= +  

引理 3 [19] (SBRL)对平均场随机系统(1)， TL γ< 对某个 0γ > 当且仅当下列的反向差分方程： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

1

1

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 1 1 , 1 1 , 1 1 , 1

1 1 0
ˆ1 0, 1 , 1 0

P t P t P t P t P t

Q t P t Q t P t Q t P t Q t P t Q t

P T Q T

P t P t Q t

−

−

 ′= + − + + +
 ′ = + + − + + + + + +

 + = + =

 + > + + >

   

   

 

   (3) 

有唯一解 ( ) ( )( )1 1,P t Q t ，且 ( )1 0Q t ≤ 。 
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3. 平均场随机 LQ 控制 

考虑下列的离散时间平均场随机离散系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )0

1

0 , ,n
T

x t A t x t A t Ex t F t u t F t Eu t

C t x t C t Ex t G t u t G t Eu t t

t x t
z t

t u t

x x t t I t N

ω

φ
ψ

ψ ψ

 + = + + +


 + + + +  
   =    

 
 ′= ∈ = ∈ �

             (4) 

其中 ( ) ( )2 ; q
Tu t l Nω∈ � 是控制输入，有关的代价函数是 ( ) ( ) 2

0
0

,
T

T

t
J x u E z t

=

 =   ∑ 。 

定理 4 (LQ 控制)对于系统(4)，存在 ( )* 2 ; q
Tu l Nω∈ � 使得

( )
( ) ( ) ( )

2

*
0 0 0 1 0

;
min , , 0 0

q
T

T T

u l N
J x u J x u x Q x

ω∈
′= = ≥

�

且 ( )1 0Q t ≥ ，若下列的反向差分方程： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 1 1 , 1 1 , 1 1 , 1

1 1 0
ˆ1 0, 1 , 1 0

P t P t P t P t P t

Q t P t Q t P t Q t P t Q t P t t

P T Q T

P t P t Q t

−

−

 ′= + − + + +
 ′ = + + − + + + + + +

 + = + =

 + > + + >

   

    

 

 (5) 

有唯一解 ( ) ( )( )1 1, , TP t Q t t N∈ ，其中 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1*
1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

u t P t P t x t P t P t

P t Q t P t t Ex t

− −

−

′ ′= − + + + + +
′− + + + + 

   

  
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

ˆ 1 , 1 1

φ φ

φ φ

′ ′ ′+ = + + + +

′ ′+ = + + +

′ ′+ = + + + +

′ ′ ′+ + = + + + +

′ ′+ + = + + +

′+ + = + +

P t A t P t A t C t P t C t t t

P t A t P t F t C t P t G t

P t I F t P t F t G t P t G t

P t Q t t Q t t t P t t t t

P t Q t t Q t t t P t t

P t Q t I t Q t t













   

   

  ( ) ( ) ( )1 1












 ′+ + t P t t 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t F t F t t G t G t= + = +   
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证明：计算代价函数 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2
0

0

1 1 1 1 1

0
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

0
1 1 1 1 1

,

1 1

1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

ˆ ˆ1 , 1

T
T

t

T

t

T

t

J x u E z t

P t P t P tx t Ex t x t Ex t
E

u t Eu t u t Eu tP t P t

Q t P t Q t P t Q tEx t

Eu t P t Q t P t

=

=

=

 =   

 ′  − + + +   − −  =         ′− −  + +     
′ − + + + + + 

+    ′+ + + 

∑

∑

∑

 

 

 

  ( ) ( )( )
( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

0 1 0

1

* * * *
1 1

0

* *
1 1 1 0 1 0

0

0
1 , 1

1

ˆ 1 , 1 0

T

t

T

t

Ex t
x Q x

Eu tQ t

E u t Eu t u t Eu t P t u t Eu t u t Eu t

Eu t Eu t P t Q t Eu t Eu t x Q x

=

=

    ′+    +   
 ′   = − − − + − − −   

′ ′+ − + + − +

∑

∑





 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1* *
1 1 1 1

1*
1 1 1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

u t Eu t P t P t x t Ex t

Eu t P t Q t P t Q t Ex t

−

−

′− = − + + −

′= − + + + +

 

 
 

因此
( )

( ) ( ) ( )
2

*
0 0 0 1 0

;
min , , 0 0

q
T

T T

u l N
J x u J x u x Q x

ω∈
′= = ≥

�
。 

4. 主要结果 

考虑 ( ), ,x u v -依赖噪声的离散时间平均场随机系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) 0

1

0 ,n
T

x t A t x t A t Ex t B t v t B t Ev t F t u t F t Eu t

C t x t C t Ex t D t v t D t Ev t G t u t G t Eu t t

t x t
z t

t u t

t t I

x x t N

ω

φ
ψ

ψ ψ

 + = + + + + +


 + + + + + + 
   =    

 
 ′ =


= ∈ ∈ �

   (6) 

定义平均场有限时域 H2/H∞控制问题如下： 
定义 5 考虑平均场随机控制系统(6)， Tt N∈ ，其中 ( ) ( )2 ; q

Tu t l Nω∈ � 是控制输入。给定 0 T< < ∞和

扰动衰减水平 0γ > ，若存在一个状态反馈控制 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* = + = − +u t K t x t K t Ex t K t x t Ex t t Ex t  
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使得： 
1) 闭环系统 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )} ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) 0

1

0 ,n
T

x t A t F t K t x t A t F t K t F t K t F t K t Ex t

B t v t B t Ev t C t G t K t x t C t G t K t

G t K t G t K t Ex t D t v t D t Ev t t

t x t
z t

t K t x t t K t Ex t

t t I

x x t N

ω

φ
ψ ψ

ψ ψ

  + = + + + + + 
 + + + + + +
 + + + +
  

=   +  


′ =


= ∈ ∈ �

      (7) 

满足 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2* 2
1 ; ;

, 0l m
T T

T
l N l N

J u v v t z t
ω ω

γ= − >
� �

，即： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2 20

;

; , 0, 0 ;

sup ω

ω ω

γ
∈ ≠ ≡

= <
�

� �

m
T

l lT T

l N

T
v l N v x l N

z t
L

v t
 

2) 当最坏情况扰动 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*v t W t x t W t Ex t W t x t Ex t t Ex t= + = − + 存在且施加在(6)

上， ( )*u t 能够使输出指标 ( ) ( ) ( )2

2*
2 ;

,
ω

=
�m

T

T
l N

J u v z t 最小。 

若 ( )* *,u v 存在，则称上述有限时域平均场型的 H2/H∞控制问题是可解的。有限时域 H2/H∞控制问题就

等价于寻找满足下式的 Nash 均衡解 ( )* *,u v  

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *
1 1 2 2, , , , ,T T T TJ u v J u v J u v J u v≤ ≤  

呈现主要结果之前，先引入四个耦合矩阵值方程 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1

1

1
1 1 1

1 1

1

1
1 1 1 1 1 1

1 1 1

1

1

1 1 1

1

1

ˆ ˆ ˆ1 , 1 1 , 1 1 , 1

1 1 0,

u u

u u

P t A t F t K t P t A t F t K t

C t G t K t P t C t G t K t t t K t K t

P t P t P t

Q t t t t Q t t t t

t t t P t t t t t t t t

P t Q t P t Q t P t Q t

P T Q T P

φ φ

φ φ

−

−

′= + + +

′ ′ ′+ + + + − −

′− + + +

′= + + +

′ ′ ′+ + + + − −

′− + + + + + +

+ = + =

  

  



     

       

( )( ) ( ) ( )( )1 1
ˆ1 0, 1 , 1 0t P t Q t
















 + > + + > 

       (8) 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1
1 1

1
1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

u

u

W t P t P t

t W t W t P t Q t P t Q t

−

−

 ′= − + +


′ = + = + + + +

 

 
           (9) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )

1 1

1

1
1 1 1 1

1 1

1

1
1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1

1

1 1 1

1

1

ˆ ˆ ˆ1 , 1 1 , 1 1 , 1

1 1 0
ˆ1 0,

v v

v v

P t A t B t W t P t A t B t W t

C t D t W t P t C t D t W t t t

P t P t P t

Q t t t t Q t t t t

t t t P t t t t t t

P t Q t P t Q t P t Q t

P T Q T

P t P

φ φ

φ φ

−

−

′= + + +

′ ′+ + + + +

′− + + +

′= + + +

′ ′+ + + + +

′− + + + + + +

+ = + =

+ >

  

  

 

     

     

( ) ( )( )1 11 , 1 0t Q t



















+ + >

       (10) 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1
1 1 1

1
1 1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

v

v

K t P t P t

t K t K t P t Q t P t Q t

−

−

 ′= − + +


′ = + = + + + +

 

 
           (11) 

其中 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

ˆ 1 , 1 1 1

′ ′+ = + + + + +

′ ′+ = + + + + +

′ ′+ + = + + + + +

′ ′+ + = + + + + +

u

v

u

v

P t A t F t K t P t B t C t G t K t P t D t

P t A t B t W t P t F t C t D t W t P t G t

P t Q t t t t Q t t t t t P t t

P t Q t t t t Q t t t t t P t t









       

       

 

定理 6 对于给定的扰动衰减水平 0γ > ，平均场随机系统(6)的有限时域 H2/H∞控制问题有解

( ) ( )( )* *,u t v t 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *,u t K t x t K t Ex t v t W t x t W t Ex t= + = +  

其中 ( ) ( ), q nK t K t ×∈� 和 ( ) ( ), l nW t W t ×∈� 是矩阵值函数的充分必要条件是矩阵值方程 (8)~(11)有解

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, ; , ; , ; ,P t Q t P t Q t K t K t W t W t ，其中 ( )1 0Q t ≤ ， ( )1 0Q t ≥ ， Tt N∈ 。 
证明：(充分性) 
构造 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*u t K t x t K t Ex t= + ，将 ( )*u t 代入系统(6)得到(7)。由引理 3 和(8)得到 TL γ< 。通过

(8)和引理 2，利用完全平方得 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2* 2
1

0

0 1 1

0
1 1

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

,

1 1

1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1
ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

γ
=

=

=

 = −  

 ′  + +− −     =         ′− − + +     
′  + + + + 

+    + + + + 

∑

∑

∑

T
T

t

T u

t
u

T u

t u

J u v E v t z t

P t P tx t Ex t x t Ex t
E

v t Ev t v t Ev tP t P t

P t Q t P t Q tEx t

Ev t P t Q t P t Q t

 

 

 

 

( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

0 1 0

* * * *
1

0

* *
1 1 0 1 0

0

* *
1 0 1 0

0

1

ˆ 1 , 1 0

, 0

=

=

 
  ′+     

 ′   = − − − + − − −     
′ ′+ − + + − +

′≥ =

∑

∑

T

t

T

t

T

Ex t
x Q x

Ev t

E v t Ev t v t Ev t P t v t Ev t v t Ev t

Ev t Ev t P t Q t Ev t Ev t x Q x

J u v x Q x





 

所以，看出 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*v t W t x t W t Ex t= + ， ( )W t 和 ( )W t 由(9)给出是最坏情况的扰动。 
其中 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1 1

1

0 1 1 1 1

1

1 ( ) 1

1

ˆ 1 , 1 1

1

φ φ

φ φ

′+ = − + + + +

′ ′ ′+ + + + − −

′+ + = − + + + +

′ ′ ′+ + + + − −

P t P t A t F t K t P t A t F t K t

C t G t K t P t C t G t K t t t K t K t

P t Q t Q t t t t Q t t t t

t t t P t t t t t t t t



      

       

 

类似地，由(10)和定理 4，利用完全平方得 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2*
2

0

2 1 1

0
1 1 1

2 1 1 1 1

0
1 1 1 1 1

,

1 1

1 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

ˆ ˆ1 , 1 1 , 1

=

=

=

 =   

 ′  + +− −     =         ′− −  + +     
′ + + + + 

+    ′  + + + +

∑

∑

∑

T
T

t

T v

t
v

T v

t
v

J u v E z t

P t P tx t Ex t x t Ex t
E

u t Eu t u t Eu tP t P t

P t Q t P t Q tEx t

Eu t P t Q t P t Q t

 

 

 

 

( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

0 1 0

* * * *
1 1

0

* *
1 1 1 0 1 0

0

* *
2 0 1 0

0

1

ˆ 1 , 1 0

, 0

=

=

   ′+     
 ′   = − − − + − − −     

′ ′+ − + + − +

′≥ =

∑

∑

T

t

T

t

T

Ex t
x Q x

Eu t

E u t Eu t u t Eu t P t u t Eu t u t Eu t

Eu t Eu t P t Q t Eu t Eu t x Q x

J u v x Q x





 

其中 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 1 1 1

1

2 1 1 1 1

1

1 1

1

ˆ 1 , 1 ( 1)

1

φ φ

φ φ

′+ = − + + + +

′ ′+ + + + +

′+ + = − + + + +

′ ′+ + + + +

P t P t A t B t W t P t A t B t W t

C t D t W t P t C t D t W t t t

P t Q t Q t t t t Q t t t t

t t t P t t t t t t



      

     

 

所以 ( ) ( )* * *
1 1, ,T TJ u v J u v≤ ， ( ) ( )* * *

2 2, ,T TJ u v J u v≤ 。因此 ( )* *,u v 是系统(6)的平均场有限时域混合H2/H∞

控制问题的最优解。 
(必要性) 
将 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*u t K t x t K t Ex t= + 代入系统(6)得到(7)，利用引理 3 得到方程(8)有解 ( ) ( )( )1 1,P t Q t 且

( )1 0Q t ≤ 。因为(7)与(1)形式类似，因此参考引理 3 充分性的证明，可以得出最坏情况扰动为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

*

1 1
1 1 1 1 1 1

1
1 1

ˆ ˆ1 1 1 , 1 1 , 1

1 1

u u

u

v t W t x t W t Ex t

P t P t x t P t Q t P t Q t

P t P t Ex t

− −

−

= +

′ ′= − + + + + + + +
′+ + + 

   

 

 

将 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*v t W t x t W t Ex t= + 代入系统(6)，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )} ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) 0

1

0 ,n
T

x t A t B t W t x t A t B t W t B t W t B t W t Ex t

F t u t F t Eu t C t D t W t x t C t D t W t

D t W t D t W t Ex t G t v t G t Ev t t

t x t
z t

t u t

t t I

x x t N

ω

φ
ψ

ψ ψ

  + = + + + + + 
 + + + + + +
 + + + +
  

=     


′ =


= ∈ ∈ �

      (12) 

此时，问题 

( )
( )

2

*
2

;
min ,

q
T

T

u l N
J u v

ω∈ �
                                   (13) 

变为一个离散时间 LQ 最优控制问题，其中(13)满足(12)。 
根据文献[20]的定理 3.3 知(10)在 TN 上有唯一解 ( ) ( )( )1 1,P t Q t 且 ( )1 0Q t ≥ 。 

( )
( ) ( ) ( )

2

* * *
2 2 0 1 0

;
min , , 0

q
T

T T

u l N
J u v J u v x Q x

ω∈
′= =

�
 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

*

11
1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1

ˆ ˆ1 1 1 , 1 1 , 1

1 1

v v

v

u t K t x t K t Ex t

P t P t x t P t Q t P t Q t

P t P t Ex t

−−

−

= +

 ′′= − + + + + + + +
′+ + + 
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5. 总结 

我们讨论了 ( ), ,x u v -依赖噪声的离散时间平均场随机系统的混合 H2/H∞控制问题，通过耦合矩阵差分

方程的可解性得到了平均场随机混合 H2/H∞控制存在的充分必要条件，将经典随机线性系统的结果推广

到了平均场随机系统。 
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