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摘  要 

本文首先介绍了可积函数的概念；其次介绍了函数可积性的充分、必要和充分必要条件。重点研究一元

函数可积性的反例的构造。最后结合例子进一步讨论了如何证明一个函数在给定区间上是否可积的问题，

例如：复合函数的可积性。 
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Abstract 
Firstly, we introduce the concept of integrable function in the paper; secondly, the sufficient con-
dition, necessary condition, sufficient and necessary condition of the integrability of function are 
introduced. We mainly focus on the counter-example construction of integrability of one variable 
function. Finally, combining with examples, we further discuss the problem that how to prove 
whether a function is integrable on a given interval, for example: the integrability of the composite 
function. 
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1. 引言 

可积性是函数的重要特性之一。积分在研究高等数学问题中占据了重要的地位，不但是数学的许多

分支的基本数学工具，而且是物理、化学、生物、计算机等领域的基本数学工具。另一方面，积分所反

映出的思想与日常生活联系紧密，积分在社会、经济等领域中也得到越来越广泛的应用[1] [2] [3]。一元、

二元和多元函数的可积性都是积分学的重点内容，本文重点讨论了一元函数的可积性和函数可积性反例

的构造。首先介绍了函数、定积分以及积分函数的定义，证明了函数可积性的相关定理，并且给出了定

理的反例。其次重点研究了一元函数可积性的反例的构造。最后，通过构造具体的例子进一步研究了函

数的可积性。 

2. 函数的可积条件 

华东师范大学数学系主编的《数学分析》以及同济大学数学系主编的《高等数学》[4] [5]介绍了函数、

定积分和函数的可积性的定义，根据定义固然可以考察函数是否可积，但其方法不易，因此下边我们根

据函数可积性的充分、必要和充要条件以及反例的构造进一步讨论了函数的可积性。 
定理 1 [6] (可积的必要条件)如果函数 f 在 [ ],a b 上可积，那么 f 在 [ ],a b 上必有界。 
定理 2 (可积的充分条件)如下三类函数在闭区间 [ ],a b 上都是可积的： 
① f 是闭区间 [ ],a b 上的连续函数； 
② f 为闭区间 [ ],a b 上的有界函数，且只有有限个间断点； 
③ f 为闭区间 [ ],a b 的单调函数。 
定理 3 (可积的第一充要条件)函数 ( )f x 在 [ ],a b 上可积 S s⇔ = 。 
定理 4 (可积的第二充要条件)函数 ( )f x 在 [ ],a b 上可积 0,  Tε⇔∀ > ∃ ，使得 ( ) ( )S T s T ε− < ，即 

1

n

i i
i

xω ε
=

∆ <∑ ， i i iM mω = − 。 

定理 5 [7] (可积的第三充要条件)函数 ( )f x 在 [ ],a b 上可积 , 0, Tε σ⇔∀ > ∃ ，使属于 T 的所有小区间

中，对应振幅 iω ε≥ 的那些小区间 1,i ix x−  的总长 

i
ix

ω
σ∆ <∑ 。 

通过一元函数可积性的必要、充分和充分必要条件，我们对函数可积性有了进一步的认识，在对函

数可积性的研究过程中遇到了许多的例子，函数可积性的进一步讨论也是需要我们重点研究和学习的内

容。下面我们来共同构造部分函数，并讨论其可积性，通过一些具体的实例来更深层次的认识函数的可

积性。以下主要从复合函数的可积性、是否具有原函数与函数的可积性的关系、函数列的可积性来加以

讨论。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1210409
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


于欢欢，路正玉 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1210409 4175 应用数学进展 
 

3. 函数可积性反例的构造 

3.1. 关于复合函数可积性的反例 

假设 ( )f x 是定义在 [ ],a b 的函数，并且其值域不越出区间 [ ],c d ，而 ( )g y 是定义在 [ ],c d 的函数。函

数 ( )f x 在 [ ],a b 上， ( )g y 在 [ ],c d 上是可积的，然而它们的复合函数 ( )g f x  的可积性是不确定的。下

面我们给出一个例子来加以说明函数 ( )f x 在 [ ],a b 上， ( )g y 在 [ ],c d 上的可积性对于它们的复合函数

( )g f x  的可积性来说既不是充分条件也非必要条件。 
外层函数 ( )g y 与内层函数 ( )f x 都是可积的，而它们的复合函数 ( ) ( )F x g f x =  却是不可积的。 
例 2 函数 

( )
1 ,    0 ,
2
0,     0

u
g y

u

 ≠= 
 =

当 时

当 时

 

在 [ ]0,1 上可积，而黎曼函数 

( ) ( )1 ,  , 1,  ,

0

qx p q p q N
p pf x

x

+ = = ∈= 


，

， 是无理数

 

在 [ ]0,1 上也可积，但是它们的复合函数 

( ) ( )
0,   
1 ,  
2

x
F x g f x

x


 = =  


当 是无理数时

当 是有理数时
 

却在 [ ]0,1 上不可积。 

3.2. 有无原函数与函数可积性的关系 

一个函数有没有原函数对它的可积性是否有影响呢？下面我们给出了一个没有原函数的可积函数。 
例 3 函数 

( ) 0,  1 0
1,   0 1.

x
f x

x
− ≤ <

=  ≤ ≤
 

显而易见，f 在区间 [ ]1,1− 上可积。而 f 在区间 [ ]1,1− 上没有原函数。事实上，若 f 在区间 [ ]1,1− 上有

原函数 F，即 

( ) ( )F x f x′ = ， 1 1x− ≤ ≤ ， 

则根据 Darboux 定理[8] [9]可得， F ′取 ( )1 0f − = 与 ( )1 1f = 之间的每一个值，这与 f 的定义是矛盾

的，所以 f 在区间 [ ]1,1− 上没有原函数。 
由上述反例 4 可知存在没有原函数的函数是可积的。那么有原函数的函数就一定可积吗？ 
例 4 函数 

( )
2

2
1sin ,  0

0,               0.

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

 

易知 f 在区间 [ ]1,1− 上的每一点 x 处都有导函数 
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( ) ( ) 2 2
1 2 12 sin cos ,  0,

0,            0.

x x
g x f x x x x

x

 − ≠′= = 
 =　　　　　　　

 

因此，f 是 g 的原函数，但是因为 g 在闭区间 [ ]1,1− 上是无界的，因此它在闭区间 [ ]1,1− 是不可积的。 
通过上述的讨论，我们可以得出函数的可积性与其有无原函数并没有直接的联系。 

3.3. 函数列的可积性 

同样函数列也有存在是否可积的问题，下边我们给出了一个有界的函数列，它的极限在任意非空区

间上都是不可积的。 
例 5 假设 

( ) 2 2 2 2 4 2 2sin sin cos sin cos sin cos kg x x x x x x x xπ π π π π π π= + + + + +   

( ) ( )lim !
n

G x g n x
→∞

= 。 

那么当 x 是整数时， ( ) 0g x = ；然而当 x 不是整数的时候， ( ) 1g x = 。所以，如果 x 是有理数，那么

( ) 0G x = ；如果 x 是无理数，那么 ( ) 1G x = 。由此可见 ( )G x 在任意区间上都是不可积的。 
我们具体研究讨论了一元函数可积性的相关定理以及函数可积性的必要、充分、充分必要条件，并

且构造了部分反例，通过这些反例更加深入地了解了函数可积性的内容，并且结合具体的例子进一步讨

论了函数的可积性。 
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