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摘  要 

本文主要研究一类离散的扩散霍乱传染病模型行波解的稳定性问题。通过构造恰当的加权函数，利用加

权能量法和比较原理相结合的方法，证明模型系统在大初始扰动下，大波速行波解在空间上的全局渐近

指数稳定性。 
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Abstract 
In this paper, we study the stability of traveling waves for a discrete diffusive cholera model. By 
constructing a proper weight function, and combing the weighted energy method and the compar-
ison principle, the globally exponential stablilty of traveling wave solutions is proved under large 
initial perturbation. 
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1. 引言 

近年来，为了更好地研究传染病在空间上的演化情况以及更好地预测传染病的流行趋势，反应扩散

传染病模型是众多学者广泛关注的研究内容，并已取得了很多成果。作为反应扩散传染病模型的一个重

要研究内容之一便是行波解，由于空间平移的不变性，行波解不但可以很好地揭示传染病的传播过程，

震荡现象，还能预测未来的传染规律和发展趋势，具有十分重要的实践意义和理论意义。其中，行波解

的存在性和唯一性的证明已取得了丰硕的成果，可参见文献[1]-[8]。除此之外，行波解稳定与否可以直观

反应传染病的传播形态能否保持不变且不受干扰，对传染病的预防和控制也具有很强的指导意义。因此

对行波解稳定性的研究也是当前的研究热点和难点之一。 
在研究反应扩散方程行波解稳定性时，代表性的研究方法就是 Mei 等人对于加权能量法的研究，他

们在文献[9]中利用加权能量估计的方法和比较原则证明非局部 Nicholson 非线性方程行波解的全局指数

稳定性。Yang 等人分别在文献[10]和[11]中采用加权能量法分别研究单调系统和非拟单调系统的行波解

的稳定性。Hsu 等人的文献[12]针对一类带时滞的反应扩散模型，研究其行波解的存在性和稳定性，他们

的研究结果表明围绕行波解的初始扰动属于适当的加权 Sobolev 空间时，模型的行波解是指数稳定的。

Li和Weng [13]也采取同样的加权能量法和比较原理研究SIS传染病模型的行波解在大波速情况下的指数

稳定性。Su 和 Zhang [14]研究一类带时滞和非拟单调的反应扩散方程的行波解的稳定性，采用傅里叶变

化再结合加权能量法建立恰当的能量方程，证明了无论是在单调还是非单调的情况下，方程的行波解都 

以收敛率
1
2 e tt µ− − 在 ( )L R∞ 空间上是全局指数稳定的，其中 0µ > 是某个正常数。更多相关文献还可以参 

见[15] [16] [17] [18]。 
最近，将空间扩散系统进行空间离散化得到扩散性格微分系统引起了研究者越来越多的关注。格微

分系统是偏微分系统的离散化形式，与空间连续系统相比，其动力学行为更加复杂，可以更好的刻画实

际问题，并且在数值计算，参数估计等方面具有明显的优势。目前研究者大部分都是针对三维以下的离

散系统进行行波解稳定性方面的研究。Zhang 和 Tian [19]建立一个一维格上的两物种 Lotka-Volterra 竞争

系统，并得出模型大波速行波解的全局稳定性。Yang 和 Zhang [20]研究非单调离散扩散方程的行波解的

稳定性和唯一性，利用加权能量方法和非线性 Halanay 不等式，证明当初始振动很小的时候，所有的行

波解是时间指数稳定的。Hsu 和 Lin [21]研究离散的 SIS 传染病模型的行波解稳定性，借助加权能量法和

比较原理得出当初始扰动在加权 Sobolev 空间任意大时，所有非临界波速行波解的全局指数稳定性。Su
和 Zhang [22]还研究了一类格上的三种群 Lotka-Volterra 竞争系统波解的稳定性，利用类似的比较原理和

加权能量的方法，得到大波速波前解的指数渐近稳定性。Zhao 等人在文献[23]中研究一类格上的考虑年

龄结构的二维人口模型，研究行波解的存在性和唯一性，其后利用挤压技术，建立非最小波前解的稳定

性。其他类似的参考文献可参看[24] [25] [26]。 
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本文针对一类具有多种传播途径的霍乱传染病进行研究，这是一种由于摄入受霍乱弧菌污染的食物

或水引起的急性肠道感染疾病，如果未经合理诊治，感染者可在短期内死亡。19 世纪时期，源自印度恒

河三角洲的最初宿主使霍乱在世界各地的蔓延。霍乱曾经在全球范围引起过七次世界大流行，之前的六

次大流行使得各大洲百万人口因此丧生。最近的第七次霍乱大流行于 1961 年始于南亚，1971 年蔓延至

非洲，1991 年至到美洲。据世界卫生组织估计，全球每年因霍乱导致 300 万至 500 万例感染者，有 28,000
到 142,000 人因此死亡，不仅是国际卫生条例规定的国际检疫传染病之一，也是我国规定的甲类传染病

之一。近期比较严重的两次霍乱疫情，一次是于 2008 年~2009 年在津巴布韦爆发，引起超过 9 万八千例

感染者，最终统计有 4200 人死亡，尽管在国际机构的帮助下，疫情于 2009 年结束，但于 2018 年又一次

卷土重来，造成 2000 多例感染者；另外一次 2010 年海地在地震之后也爆发严重的霍乱疫情，影响了 82
万多人，造成 9792 人因此丧生。在最近几十几年间，霍乱还陆陆续续在各国各地爆发，尤其是一些不发

达或者发展中的国家，例如刚果(2008 年)，伊拉克(2008 年)，越南(2009 年)，尼日利亚(2010 年)，墨西哥

(2013 年)，南苏丹(2014 年)和索马里(2017 年)。 
霍乱因其传播方式与众不同而受到研究者的广泛关注，其具有多种传播途径，不但通过人与人之间

直接传播，还通过人与被污染的水源进行非直接传播。Codeco [27]改进了标准的传染病 SIR 模型，首次

计算在水源环境中霍乱弧菌的浓度，但该模型只假设不洁水源为唯一感染途径。Hartley 等人[28]随后在

Codeco 工作的基础上，充分考量到了霍乱多途径传播的特点，将霍乱病菌分为高感染阶段和低感染阶段，

结合两个新的环境元素构建一个高维霍乱传染病模型。Mukandavire 等人[29]再将 Hartley 的模型进行一

些简化，采用非线性发生率来描述人与被污染的水源之间的传播，重点刻画传播过程中的饱和效应。Tien
和 Earn [30]构造并分析一个具有多种传播途径的高维霍乱模型，对该模型模型进一步拓展分析和数值模

拟。Shuai 和 Driessche [31]依照病毒毒性的强弱把水源中的病毒分为不同类型，同时也把受感染的人群按

照对应的病毒传染性的强弱划分为有限个类型进行分析。Liao 等人[32]研究带有非局部扩散项的霍乱传

染病模型行波解的存在性问题，利用 Schauder 不动点定理，构造上下解得到行波解的存在性，其次构造

Lyapunov 函数结合 Lebesgue 控制收敛原理，得到行波解在 +∞处的渐近行为。更多的相关文献可以参见

[33] [34] [35] [36] [37]。 
本文拟针对一类格上的高维霍乱传染病模型的行波解进行稳定性分析。据我们所知，目前针对三维

以上的格微分系统的行波解稳定性问题，结论还比较少。本文的主要结构如下。首先建立格上的高维模

型系统，给出相应的初值问题的解的存在唯一性和比较原理，接下来结合加权能量方法和比较原理讨论

解的能量指数衰减估计，再利用嵌入定理证明大波速行波解的全局渐近指数稳定性，最后是全文总结。 

2. 霍乱传染病模型 

霍乱传染病的传播比较复杂，不但通过人与人之间进行直接传播，还通过人与不洁水源之间进行非

直接传播。我们在文献[32]的基础上，建立带扩散项的霍乱传染病模型如下 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

,
, , , , ,w h

S x t
W x t I x t S x t S x t D S x t

t
α β β κ µ

∂
= − + − + + ∆

∂
Λ             (1) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2

,
, , , , , ,w h

V x t
S x t W x t I x t V x t V x t D V x t

t
ψ σα β β µ

∂
= − + − + ∆

∂
          (2) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3

,
, , , , , ,w h

I x t
W x t I x t S x t V x t I x t D I x t

t
α β β σ γ µ

∂
= + + − + + ∆

∂
         (3) 

( ) ( ) ( ) ( )4

,
, , ,

W x t
I x t W x t D W x t

t
θ δ

∂
= − +

∂
                          (4) 
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( ) ( ) ( ) ( )5

,
, , ,

R x t
I x t R x t D R x t

t
γ µ

∂
= − + ∆

∂
                          (5) 

( ) ( ) ( ), , , , ,S x t V x t I x t 和 ( ),R x t 分别代表易感者，接种者，感染者和移出者在 t 时刻 x 处的密度，

( ),W x t 表示水源在 t 时刻 x 处的霍乱病菌浓度。模型中参数 Λ 为输入率， wβ 和 hβ 分别表示环境与人之

间传播和人与人之间传播的传染率系数，α 为霍乱病菌的衰减率，µ 为死亡率，γ 为染病者的复原率，δ
为病原体的去除率。所有的参数都为正数 ( )1,2,3,4,5id i = 为正扩散率系数。 

注意到系统方程中 R 的独立性，为了简化计算，在后面的分析中只考虑方程组(1)~(4)即可。显然模 

型(1)~(4)具有无病平衡点 0 , ,0,0E
φ
µ

κ µ κ µ

Λ 
 Λ =

+ + 
 
 

，以及地方病平衡点 ( )*
1 2 3 4, , ,E k k k k= ，且表达式为 

1
3

3

2
3 3

3 3

*
3

3
4

,

,

,

.

w h

w h w h

k
k k

k
k kk k

k I
kk

ξα β β κ µ
δ

φ
θ θα β β κ µ σα β β µ
δ δ

θ
δ

Λ
=

 + + + 
 

Λ
=
      + + + + +            

=

=

 

求雅可比矩阵并代入初始值，得基本再生数为：
( )( )

( )
0 0

0
h wS V

R
α σ β δ β θ

δ γ µ
+ +

=
+

。 

3. 行波解稳定性分析 

本节对系统(1)~(4)进行空间离散化得到如下四维格微分模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 12j
j j j w j h j j j

S t
d S t S t S t W t I t S t S t

t
α β β κ µ+ −

∂
 = − + + Λ − + − + ∂

       (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 12j
j j j j w j h j j j

V t
d V t V t V t S t W t I t V t V t

t
ψ σα β β µ+ −

∂
 = − + + − + − ∂

       (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 1 12j
j j j w j h j j j j

I t
d I t I t I t W t I t S t V t I t

t
α β β σ γ µ+ −

∂
 = − + + + + − + ∂

     (8) 

( ) ( ) ( )4 1 12j
j j j j j

W t
d W W W I t W t

t
θ δ+ −

∂
 = − + + − ∂

                      (9) 

其中 0,t J Z> ∈ 。则模型系统(6)~(9)的解 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 2, 3, 4,, , , , , , , , , ,j j j j j j j jS t V t I t W t u x t u x t u x t u x t=  

为行波解。 
再令 x ctξ = + ， 0c > 为波速，将 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , , , , , , , , ,S x t V x t I x t W x t φ ξ φ ξ φ ξ φ ξ= 代入系 

统(6)~(9)，可得如下的行波方程 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 4 3 1 1w hd D

t
φ ξ

φ ξ α β φ ξ β φ ξ φ ξ κ µ φ ξ
∂

 = + Λ − + − + ∂
             (10) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
2 2 4 3 2 2w hd D

t
φ ξ

φ ξ ψφ σα β φ ξ β φ ξ φ ξ µφ ξ
∂

 = + − + − ∂
              (11) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3
3 3 4 3 1 2 3w hd D

t
φ ξ

φ ξ α β φ ξ β φ ξ φ ξ σφ ξ γ µ φ ξ
∂

 = + + + − + ∂
          (12) 

( ) ( ) ( ) ( )4
4 4 3 4d D

t
φ ξ

φ ξ θφ ξ δφ ξ
∂

 = + − ∂
                         (13) 

且系统的行波解要满足下面的边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 4 0 0lim , , , , ,0,0S V
ξ

φ ξ φ ξ φ ξ φ ξ
→−∞

=  

以及 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 1 2 3 4lim , , , , , ,k k k k
ξ

φ ξ φ ξ φ ξ φ ξ
→∞

=  

接下来本节利用加权能量法讨论系统模型(10)~(13)的行波解是指数稳定的。在进行稳定性证明之前，

先介绍一些必要的记号。 
设 0C > 是一个一般常数， ( )0 1,2,iC i> = � 是特殊的一些常数。设 I 是一个区间，特殊情况下取 I R= 。

( )2L I 为定义在 I 上的平方可积函数区间。 ( ) ( ), 0kH I k ≥ 为 Sobolev 空间，是定义在区间 I 上的 L2-函数

( )f x 的集合，其导数形式 

( )d 1,2, ,
d

i

i f i k
x

= � 且属于 ( )2L I 。 ( )2L Iω 为 L2-空间上赋予加权函数 ( ) 0xω > 的函数空间，其范数定

义为： ( ) ( ) ( )( )2

1
2 2d

L I
f x x f x x

ω
ω= ∫ 。 

( )( )0kH I k ≥ 为赋予加权函数的 Sobolev 空间，其范数定义为： 

( ) ( ) ( )
1

2 2

0

d
d

dk

ik

iH I
i

f x
f x x x

xω
ω

=

 
 =
 
 
∑∫  

令 0T > 是一个正常数，Β 是一个 Banach 空间。再定义 [ ]( )0, ;C T Β 为 [ ]0,T 上 Β-值连续函数空间。

[ ]( )2 0, ;L T Β 为 [ ]0,T 上的 Β-值 L2-函数空间。再定义加权函数如下： ( )
( )0

0

0

e ,:
1,

σ ξ ξ ξ ξω ξ
ξ ξ

− − ≤= 
>

， 

其中 0σ > ， 0ξ 为一个充分大的数使得 0 1ξ � 。并令 0 02 e ei iD d σ σ− = − + + 以及 

1 0 1 1

2 0 2 2

3 0 3 3 1 2 4 4 3 1 2 4

4 0 4 4 1 2

,
,

2 2 ,h h w w h w w w

w w

C D d
C D d
C D d k k k V V
C D d

σ ψ
σ ψ
σ αβ σαβ αβ σαβ αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ
σ αβ φ σαβ φ θ

= + +

= + +

= + + + + + + + + +

= + + + +

 

接下来证明本文主要的稳定性定理如下 
定理 1 对任意给定的行波解 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,x ct x ct x ct x ct x ctφ φ φ φΦ + = + + + + ， 

{ }*
1 2 3 4max , , , ,C c C C C C>  

则存在一个 0 0σ σ= > 以及 0 0ξ > 使得 

( ) ( ) [ ) ( )( ) [ ) ( )( )1 2 1, 0, ; 0, ; , 1,2,3,4i iu x t x ct C H R L H R iω ω ωφ− + ∈ +∞ ∩ +∞ = 。 
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以及 ( ) ( )sup , e t
x R u x t x ct C ν−
∈ −Φ + ≤ ， 0t ≥ 其中 C 和ν 为正常数。 

为方便起见，再定义
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0 0 0

, ,

,
i i i

i i i

V t V x t

V t V x x

ξ φ ξ

ξ φ

+

+

 = −


= −
其中 [ )0,t∈ +∞ ， Rξ ∈ ， x R∈ 。 

本节分以下三步来证明定理 3.1。 
第一步. ( ),iu x t+ 收敛到 ( ) , 1,2,3,4i x ct iφ + = 。 

引理 1 (比较原理)假设 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , , , , , ,u x t u x t u x t u x t− − − − ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , , , , , ,u x t u x t u x t u x t+ + + + 分别是

系统(10)~(13)带有相应初值 ( ) ( ) ( ) ( )( )10 20 30 40,0 , ,0 , ,0 , ,0u x u x u x u x− − − − 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )10 20 30 40,0 , ,0 , ,0 , ,0u x u x u x u x+ + + +

的解，如果对任意的 x R∈ 满足

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0 0 10 20 30 40

10 20 30 40

1 2 3 4

( , ,0,0) ,0 , ,0 , ,0 , ,0

,0 , ,0 , ,0 , ,0

, , ,

S V u x u x u x u x

u x u x u x u x

k k k k

− − − −

+ + + +

≤

≤

≤

 

那么对任意的 ( ),x t R R+∈ × ，都有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0 0 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

, ,0,0 , , , , , , ,

, , , , , , ,

, , ,

S V u x t u x t u x t u x t

u x t u x t u x t u x t

k k k k

− − − −

+ + + +

≤

≤

≤

 

通过计算， ( ),iV x t 满足 

[ ] ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) [ ]

( )

1 1 1 1 1 4 4 3 3 1 4 1 3 1

2 2 2 2 4 4 3 3 2 1 2 4 2 3

3 3 3 3 3 2 1 1 2 3

4 1 1 2 2 4 1

t w h w h

t w h w h

t h h h h

w w

V cV d D V V V V V V V

V cV d D V V V V V V V

V cV d D V V V V V

V V V V

ξ

ξ

ξ

κ µ α β φ β φ αβ φ αβ φ

σαβ φ σαβ φ µ ψ σαβ φ σαβ φ

γ µ σαβ φ αβ φ αβ σαβ

αβ φ σφ σ αβ φ

 + = − + − + + + − − 
 + = + − + − + − + − − 

+ = − + + + + +

+ + + + + +( ) ( )
[ ]

2 3 1 2

4 4 4 4 3 4

w

t

V V V

V cV d D V V Vξ

σ αβ φ σ

θ δ

+ +

+ = + −

    (14) 

且满足初始条件 ( ) ( )0,0 ,0i iV Vξ ξ= ， 1,2,3,4i = ， Rξ ∈ 。 

易知 ( ) ( )1
0iV H Rωξ ∈ ，则有 ( ) [ ) ( )( )1, 0, ,iV t C H Rωξ ∈ +∞  

引理 2 存在一个正常数 5C 使得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

4 4 42 2 22 2
50

1 1 1
, e , d e ,

t t s t
i i iL L L

i i i
V t V t s C V t

ω ω ω

ν ν− − −

= = =

⋅ + ⋅ ≤ ⋅∑ ∑ ∑∫ . 

证. 首先将式(14)中四个等式分别乘以 ( ) ( )2e ,t
iV tν ω ξ ξ ， 1,2,3,4i = ，再由 ( ){ }2 2e 0s

iV
ξν

ξ
ω ξ

=∞

=−∞
= 可得 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 4 1 1 3

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 1 2

1 e e e 1, 1,
2 2

e e e ,
1 e e e 1, 1,
2 2

e e e

t t t

t

t t t
w h

vt vt vt

t

vt vt vt

cV V d V V t V t

V A VV VV
cV V d V V t V t

V A VV

ν ν ν

ξ

ν ν ν

ξ

ω ω ω ξ ξ

ω ωαβ φ ωαβ φ

ω ω ω ξ ξ

ω ωψ ωσα

     + − + + −        

= − −

     + − + + −        

= + − 2
2 2 4 2 2 3e ,vt

w hV V V Vβ φ ωαβ φ−
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( ) ( )

( ) ( )
]

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3

2 2 2
3 3 1 3 4 4 2 3 4 4

3 1 3 3 2 3 1 3 4 2 3 4

2 2 2 2 2
4 4 4 4 4

1 e e e 1, 1,
2 2

e e

,

1 e e e
2 2

t t t

t

t t
w w

h h w w

t t t

t

cV V d V V t V t

V A VV V V V V

VV V V V V V V

cV V d V V

ν ν ν

ξ

ν ν

ν ν ν

ξ

ω ω ω ξ ξ

ω ω αβ φ σαβ φ

αβ φ σαβ φ αβ φ σαβ φ

ω ω ω ξ

     + − + + −        

= + + + +
+ + + +

   + −   
   

( ) ( )4

2 2 2
4 4 3 4

1, 1,

e e .t t

t V t

V A V Vν ν

ξ

ω ωθ

 + + − 

= +

               (15) 

其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 4 4 3 3

2 2 4 4 3 3

3 3 1 1 2 2

4 4

, 2 ,
2

, 2 ,
2

, 2 ,
2

, 2 .
2

w h

w h

h h

cA t d V V

cA t d V V

cA t d V V

cA t d

ωξ ν κ µ αβ φ αβ φ
ω
ωξ ν µ σαβ φ σαβ φ
ω
ωξ ν γ µ αβ φ σαβ φ
ω
ωξ ν δ
ω

′
= + − − − − + − +

′
= + − − − + − +

′
= + − − − + + + +

′
= + − −

 

由 Cauchy-Schwarz 不等式 2 22xy x y≤ + 知 

( ) ( )( )
( )

2 2 2 2
0 0

2 2 2
0

2 e 1, d d e 1, d d

e d 1 d d

t ts s
i i i iR R

t s
i iR R

VV s s V V s s

V V s

ν ν

ν

ω ξ ξ ω ξ ξ

ω ξ ω ξ ξ

± ≤ +

 = + 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∓

∓
 

和 

( )2 2 2 2
0 0

2 e d d e d d
t ts s

i j i jR R
VV s V V sν νω ξ ω ξ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ , , 1,2,3,4i j = . 

将不等式(15)关于ξ 和 t 在 [ ]0,R t× 上积分，由 ( ) 1,iV t Hωξ ∈ 可知，在无穷远处{ }2 2e 0s
iV

ξν

ξ
ω

=∞

=−∞
= ，

1,2,3,4i = 从而得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

22 2 2
4 10 1 10

2 2
1 10

22 2 2
2 20 2 20

2 2 2 2 2
2 2 1 20 0

1 1
e , 0 e 2 d d

2 e , d d

1 1
e , 0 e 2 d d

2 e , d d e d d

ts s
L L R

t s
R

ts s
L L R

t ts s
R R

V t V d V s

A s V s

V t V d V s

A s V s V V s

ω ω

ω ω

ν ν

ν

ν ν

ν ν

ω ξ ω ξ
ξ ω ξ

ω ω

ω ξ ξ

ω ξ ω ξ
ξ ω ξ

ω ω

ω ξ ξ ψ ψ ξ

 + −
≤ + + + 

 

+

 + −
≤ + + + 

 

+ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )(
( ) )

( ) ( )

2 2

22 2 2
3 30 3 30

2 2 2
3 3 4 40 0

2
4 4 3 1 2 3 3

2 2
4 4 3 1 1 2 4

4 4

1 1
e , 0 e 2 d d

2 e , d d e

ts s
L L R

t ts s
wR R

w h w w h

w w h w w

w w h

V t V d V s

A s V s V

V V

V V V

V

ω ω

ν ν

ν ν

ω ξ ω ξ
ξ ω ξ

ω ω

ω ξ ξ ω αβ φ

σαβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ

αβ αβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ

σαβ σαβ φ σαβ

 + −
≤ + + + 

 

+ + +
+ + + + + +

+ + + + +

+ + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( ) 2
3 2 d dV sφ ξ

           (16) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 2 2
4 40 4 40

2 2 2 2 2
4 4 3 40 0

1 1
e , 0 e 2 d d

2 e , d d e d d

ts s
L L R

t ts s
R R

V t V d V s

A s V s V V s

ω ω

ν ν

ν ν

ω ξ ω ξ
ξ ω ξ

ω ω

ω ξ ξ ωθ ξ

 + −
≤ + + + 

 

+ + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

将(16)中不等式相加可得以下结论： 

( ) ( ) ( )2 2

4 4 42 22 2 2
0

1 1 1
e , e , d d ,0

tt s
i i i iL LR

i i i
V t B s V s V

ω ω

ν ν νξ ω ξ ξ ξ
= = =

+ ≤∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

其中 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 4 4 3

2 2 2 4 4 3

3 3 3 4 4 4 4

3 1 2 3

4

1 1
, 2 2 ,

1 1
, 2 2 ,

1 1
, 2 2

,

w h

w h

w w

h w w h

B t d A V

B t d A V

B t d A V V

B

ν

ν

ν

ν

ω ξ ω ξ
ξ ψ αβ φ αβ φ

ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ
ξ ψ σαβ φ σαβ φ

ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ
ξ αβ φ σαβ φ

ω ξ ω ξ

αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ θ

 + −
= − + + − − − + − 

  
 + −

= − + + − − − + − 
  
 + −

= − + + − − + − + 
  

− − − − −

( ) ( )
( )

( )
( )4 4 1 2

1 1
, 2 2 .w wt d A

ω ξ ω ξ
ξ αβ φ σαβ φ θ

ω ξ ω ξ
 + −

= − + + − − − − 
  

 

引理 3 对任意的 { }1 2 3 4max , , , ,c c C C C C∗> 存在一个 0ν > ， ( ),t R Rξ +∀ ∈ × ，在满足下列假设条件(17) 

的情况下 

( )

( )

1 0

2 0

3 0

4 0

2
2
2
2

C
C

C
C

κ µ σ

µ σ

γ µ σ

δ σ

+ >

>

+ >

>

                                   (17) 

使得对所有的 ( ),t R Rξ +∈ × 都有 ( ),i iB t Cν ξ ≥ ， 1,2,3,4i = 。 

证. 分以下四种情况进行证明 
Case 1 当 0 1ξ ξ< − 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0 0 0 0 0

0 0

1 1

0

e , 1 e , 1 e ,

1 1
, e , e

σ ξ ξ σ ξ ξ σ ξ ξ

σ σ

ω ξ ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ ω ξ
σ

ω ξ ω ξ ω ξ

− − − − − − + −

−

= − = + =

′ − +
= − = =

 

此时可计算 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

0 00 0
1 1 1 4 4 3 3

4 4 3

1 1 0 1 4 4 3 3

4 4 3 3

2 e e 2 2 2
2

2 2

2 2 0

w h

w h

w h h

w h h

cB d d V V

V

D C d V V

V V

σ σ σ
κ µ αβ φ αβ φ

αβ φ αβ φ ψ

σ κ µ αβ φ αβ αβ φ ψ

κ µ αβ φ αβ αβ φ

−  = − + + − − − − + − + − +  
− + − −

≥ − + − + + + + + + −

= + + + + + ≥
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( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

0 00 0
2 2 2 4 4 3 3

4 4 3

2 2 0 2 4 4 3 3

4 4 3 3

2 e e 2 2
2

2

2 0

w h

w h

w h h

w h h

cB d d V V

V

D C d V V

V V

σ σ σ
µ σαβ φ σαβ φ

σαβ φ σαβ φ ψ

σ σαβ φ σαβ σαβ φ ψ

σαβ φ σαβ σαβ φ

−  = − + + − − − − − + − +  
− + − −

≥ − + − + + + + −

= + + + ≥

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

0 00 0
3 3 3 2 1 1 2

4 4 4 4 3 1 2 3

3 3 0 3 1 2 4 4

3 1 2 4 3

2 e e 2 2
2

2 2 2

2 0

h h h

w w h w w h

h h w w

h w w w w

cB d d V V

V V

D C d k k k V

σ σ σ
γ µ σαβ φ αβ φ σαβ

αβ φ σαβ φ αβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ θ

σ γ µ σαβ σαβ αβ σαβ

αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ σαβ φ θ

γ µ

−  = − + + − − − − − + + + +  
− + − + − − − − −

≥ − + − + + − − − −

− − − − − −

= + ≥

 

( )0 00 0
4 4 4 1 2

4 4 0 4 1 2

2 e e 2 2 2
2

2
2 0

w w

w w

cB d d

D C d

σ σ σ
δ αβ φ σαβ φ θ

σ δ αβ φ σαβ φ θ
δ

−  = − + + − − − + − − − 
 

≥ − + − + − − −

= ≥
 

Case 2.当 0 01ξ ξ ξ− ≤ ≤ 时， ( )0 00 1e e 0i id d σ ξ ξσ − − −− > ，以及
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

0 0 0
0

1 1
e eσ ξ ξ σω ξ ω ξ ω ξ

σ
ω ξ ω ξ ω ξ

−′ + −
= − = =  

此时可计算 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 00

0 0
1 1 1 4 4 3 3

4 4 3

1 1 1 0 1 1 4 4 3 3

, 2 e e 2 2
2

e 1 e 2 2

0

w h

w h

w h h

cB t d d V V

V

d d C D d V V

σ ξ ξ σ

σ ξ ξσ

σ
ξ κ µ αβ φ αβ φ

αβ φ αβ φ ψ

σ κ µ αβ φ αβ αβ φ ψ

−

−−

  = − + + − − − − + − + − +    
− + − −

 ≥ + − + − − + + + + + + − 
≥

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0 0

0 00

0 0
2 2 2 4 4 3 3

4 4 3

2 2 2 0 2 2 4 4 3 3

, 2 e e 2 2
2

e 1 e 2 2

0

w h

w h

w h h

cB t d d V V

V

d d C D d V V

σ ξ ξ σ

σ ξ ξσ

σ
ξ µ σαβ φ σαβ φ

σαβ φ σαβ φ ψ

σ µ σαβ φ σαβ σαβ φ ψ

−

−−

  = − + + − − − − − + − +    
− + − −

 ≥ + − + − − + + + + + − 
≥

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

0 00

0 0
3 3 3 2 2 1 1

4 4 4 4 3 1 2 3

3 3 3 0 3 3 1 2

4 4 3 1 2

, 2 e e 2 2
2

e 1 e 2 2 2

h h

w w h w w w

h h

w w h w w

cB t d d V V

V V

d d C D d k k

k k

σ ξ ξ σ

σ ξ ξσ

σ
ξ γ µ σαβ φ αβ φ

αβ φ σαβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ θ

σ γ µ αβ σαβ

αβ σαβ αβ φ αβ φ σαβ φ

−

−−

  = − + + − − − − + + + + +    
− + − + − − − − −

 ≥ + − + − − + + − − 
− − − − − 3

0
hσαβ φ θ− −

≥

 

( ) ( )

( )

0 0 0

0 00

0 0
4 4 4 1 2

4 4 4 0 4 4 1 2

, 2 e e 2 2
2

e 1 e 2

0

w w

w w

cB t d d

d d C D d

σ ξ ξ σ

σ ξ ξσ

σ
ξ δ αβ φ σαβ φ θ

σ δ αβ φ σαβ φ θ

−

−−

  = − + + − − − − − − −    
 ≥ + − + − − + − − − 

≥
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Case 3.当 0 0 1ξ ξ ξ< ≤ + 此时 ( )0 00 1e e 0i id d σ ξ ξσ − − −− ≤ ，
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )0 0 11 1
0, 0, e σ ξ ξω ξ ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ ω ξ
− − −′ + −

= = =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

10
1 1 4 4 3 3 4 4 3

1 1 1 4 4 3 3

, 1 e 2

e 1 2 2 2

0

w h w h

w h h

B t d V V V

d D d V V

σ ξ ξ

σ

ξ κ µ αβ φ αβ φ αβ φ αβ φ ψ

ψ κ µ αβ φ αβ αβ φ

− − −

−

   = − − + − − + − + − + − + − −  

≥ − − − − + + + + + +

≥

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

10
2 2 4 4 3 3 4 4 3

2 2 2 4 4 3 3

, 1 e 2

e 1 2 2

0

w h w h

w h h

B t d V V V

d D d V V

σ ξ ξ

σ

ξ µ σαβ φ σαβ φ σαβ φ σαβ φ ψ

µ σαβ φ σαβ σαβ φ ψ

− − −

−

   = − − + − − − + − + − + − −  

≥ − − − + + + + + −

≥

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

10
3 3 2 2 1 1

4 4 4 4 3 1 2 3

3 3 3 1 2 4 4

3 1 2 3

, 1 e 2

e 1 2 2 2

0

h h

w w h w w h

h h w w

h w w h

B t d V V

V V

d D d k k k k

σ ξ ξ

σ

ξ γ µ σαβ φ αβ φ

αβ φ σαβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ θ

γ µ αβ σαβ αβ σαβ

αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ θ

− − −

−

 = − − + − − + + + + +   

− + − + − − − − −

≥ − − − + + − − − −

− − − − −

≥

 

( ) ( ) ( )

( )

0 0

0

10
4 4 1 2

4 4 4

, 1 e 2

e 1 2

0

w wB t d

d D d

σ ξ ξ

σ

ξ δ αβ φ σαβ φ θ

δ

− − −

−

 = − − + − − − − − 

≥ − − − +

≥

 

Case 4.当 0 1ξ ξ> + 此时 ( )0 00 1e e 0i id d σ ξ ξσ − − −− > ，
( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1
0, 1, 1

ω ξ ω ξ ω ξ
ω ξ ω ξ ω ξ
′ + −

= = = ，可计算出 

( ) ( ) ( )0
1 4 4 3 3, 2 2

0
w h hB t V Vξ κ µ αβ φ αβ φ αβ ψ= + + + + + −

≥
 

( ) ( )
( )

0
2 4 4 3 3

2 4 4 3 3 2 0

, 2 2

2 2
0

w h h

w h h

B t V V

d V V C

ξ µ σαβ φ σαβ φ σαβ ψ

µ σαβ φ σαβ φ σαβ σ

= + + + + −

≥ + + + + + −

≥

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

0
3 1 1 2 2 4 4

4 4 3 1 2 3

3 0

, 2 2 2

2
0

h h w

w h w w h

B t V V V

V

C

ξ γ µ αβ φ σαβ φ αβ φ

σαβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ θ

γ µ σ

= + − + − + − +

− + − − − − −

≥ + −

≥

 

( )0
4 1 2

4 0

, 2
2
0

w wB t
C

ξ δ αβ φ σαβ φ θ

δ σ

= − − −

> −

≥
 

综上即可得出当 0ν > 充分小时，总存在足够小的正常数 ( )1,2,3,4iC i = ，使得 i iB C> 。证毕。 

进一步分别对(15)关于ξ 进行微分得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 4 4

3 3 1 4 4 3 3

4 1 4 1 3 1 3 1

2 2 2 2 2 2 2 4 4

3

, 1 , 1 2 ,

, 1 , 1 2 ,

t w

h w h

w w h h

t w

h

V cV d V t V t V t V V

V V V V

V V V V

V cV d V t V t V t V V

V

ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ κ µ αβ φ

αβ φ αβ φ αβ φ

αβ φ αβ φ αβ φ αβ φ

ξ ξ ξ σαβ φ

σαβ

  + = + + − − − + + + 
 + + − + + +  

− − − −

  + = + + − − − + 

+ +( ) ( ) ( )3 2 4 4 3 3 1

4 2 4 2 3 2 3 2

w h

w w h h

V V V V

V V V V
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

φ µ σαβ φ σαβ φ ψ

σαβ φ σαβ φ σαβ φ σαβ φ

 + − + + + +  
− − − −

        (18) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 3 3 3 3 3 2 2

1 1 3 2 2 1 1 4 1 1

1 4 4 2 4 4 4 2 2 1 4

1 3 1 3 2 3 2

, 1 , 1 2 ,t h

h h h w

w w w w

h h h h

V cV d V t V t V t V V

V V V V V V

V V V V V V V

V V V V

ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ γ µ σαβ φ

αβ φ σαβ φ αβ φ αβ φ

αβ φ σαβ φ σαβ φ αβ φ

αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ

  + = + + − − + − − + + 
 + + + + + + + +  

+ + + + + + +

+ + + +

( ) ( ) ( )
3 4 1 4 2

4 4 4 4 4 4 3 4, 1 , 1 2 ,
w w

t

V V

V cV d V t V t V t V V
ξ ξ ξ

ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ

φ αβ φ σαβ φ

ξ ξ ξ θ δ

+ +

 + = + + − − + − 

 

再将(15)两边同时乘以 ( ) ( )2e ,t
iV tν
ξω ξ ξ ， 1,2,3,4i = 得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 4 4 3 3

2
1 4 1 4 1 3 1 3 1

1 e e e 1, 1,
2 2

e , e

e

t t t

t

t t
w h

t
w w h h

cV V d V V t V t

V A t V V V V

V V V V V

ν ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ ξ

ω ω ω ξ ξ

ω ξ ω αβ φ αβ φ

ω αβ φ αβ φ αβ φ αβ φ

     + − + + −        

 = − + + + 
 − + + + 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 4 4 3 3

2
2 1 2 4 2 4 2 3 2 3

1 e e e 1, 1,
2 2

e , e

e

t t t

t

t t
w h

t
w w h h

cV V d V V t V t

V A t V V V V

V V V V V V

ν ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ω ω ω ξ ξ

ω ξ ω σαβ φ σαβ φ

ω ψ σαβ φ σαβ φ σαβ φ σαβ φ

     + − + + −        

 = − + + + 
 + − − − − 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3

2 2 2
3 3 3 3 2 2 1 1

2
3 1 4 4 1 4 4 2 4 4

2 4 4 1 3 1 3

1 e e e 1, 1,
2 2

e , e

e

t t t

t

t t
h h

t
w w w

w h h

cV V d V V t V t

V A t V V V V

V V V V V V V

V V V V

ν ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ν
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ω ω ω ξ ξ

ω ξ ω σαβ φ αβ φ

ω αβ φ αβ φ σαβ φ

αβ φ αβ φ αβ φ

     + − + + −        

 = − + + + 
+ + + + + +

+ + + + 2 3 2 3

4 1 4 1 4 2 4 2

h h

w w w w

V V

V V V V

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

σαβ φ σαβ φ

αβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ

+ +

+ + + + 

              (19) 

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4

2 2 2
4 4 3 4

1 e e e 1, 1,
2 2

e , e

t t t

t

t t

cV V d V V t V t

V A t V V

ν ν ν
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

ν ν
ξ ξ ξ

ω ω ω ξ ξ

ω ξ ωθ

     + − + + −        

= +

 

引理 4 对任意的正实数 6C ，成立估计式 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

4 4 42 2 222 2
60

1 1 1
e , e , d e ,0

t t st t
i i iRL L L

i i i
V t V s s C V

ω ω ω

νν ν
ξ ξ ξω− − −

= = =

⋅ + ⋅ ≤ ⋅∑ ∑ ∑∫ ∫  

证. 再次利用 Cauchy-Schwarz 不等式从而得到 
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( ) ( )( )
( )

2 2 2 2
0 0

2 2 2
0

2 e 1, d d e 1, d d

e d 1 d d

t ts s
i i i iR R

t s
i iR R

V V s s V V s s

V V s

ν ν
ξ ξ ξ ξ

ν
ξ ξ

ω ξ ξ ω ξ ξ

ω ξ ω ξ ξ

± ≤ + ±

 = + 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∓
. 

以及 

( )2 2 2 2
0 0

2 e d d e d d , , 1,2,3,4
t ts s

i j i jR R
V V s V V s i jν ν

ξ ξ ξ ξω ξ ω ξ≤ + =∫ ∫ ∫ ∫ . 

由 2
iV Hω∈ 可知{ }2 2e 0s

iV
ξν

ξ ξ
ω

=∞

=−∞
= ，所以在 [ ]0,R t× 上关于ξ 和 t 积分可得 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 2

2 2

2 22 2 2
1 1 1 10

2 2
1 10

2 22 2 2
2 2 2 20

2 2 2
2 20 0

1 1
e , ,0 e 2 d d

2 e , d d ,

1 1
e , ,0 e 2 d d

2 e , d d e

tvt vs
RL L

t vs
R

tvt vs
RL L

t tvs vs
R R

V t V d V s

A s V s

V t V d V s

A s V s

ω ω

ω ω

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ

ω ξ ω ξ
ξ ξ ω ξ

ω ξ ω ξ

ω ξ ξ

ω ξ ω ξ
ξ ξ ω ξ

ω ξ ω ξ

ω ξ ξ ψ ω

 + −
≤ + + + 

  

+

 + −
≤ + + + 

  

+ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ( ) 2
1 d d ,V sξξ ξ∫

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2

2 22 2 2
3 3 3 30

2 2
3 30

2 2
3 3 4 4 10

2 2
3 3 4 4 20

2
1 10

1 1
e , ,0 e 2 d d

2 e , d d

e d d

e d d

e

tvt vs
RL L

t vs
R

t vs
h wR

t vs
h wR

t vs
w wR

V t V d V s

A s V s

V V V s

V V V s

V

ω ω
ξ ξ ξ

ξ

ξ

ξ

ω ξ ω ξ
ξ ξ ω ξ

ω ξ ω ξ

ω ξ ξ

ω αβ φ αβ φ ξ

ω σαβ φ σαβ φ ξ

ω αβ σφ αβ

 + −
≤ + + + 

  

+

 + + + + 

 + + + + 

+ + +

∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫ ( ) 2

2 2 4 d dV V sξφ ξ+  

          (20) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 2

2
3 2 3 1 1 4 2 40

1 3 2 3 4 1 4 2 3

2 22 2 2
4 4 4 40

2 2 2
4 40

2 e

d d ,

1 1
e , ,0 e 2 d d

2 e , d d e

t vs
h h w wR

h h w w

tvt vs
RL L

t vs vs
R

V V V V

V V V V V s

V t V d V s

A s V s

ω ω

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

ω σαβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ

αβ φ σαβ φ αβ φ σαβ φ ξ

ω ξ ω ξ
ξ ξ ω ξ

ω ξ ω ξ

ω ξ ξ θω

+ + + +
+ + + + 

 + −
≤ + + + 

  

+ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ( ) 2
30

d d .
t

R
V sξξ ξ∫ ∫

. 

将(20)中不等式相加得 
( ) 2 3 3 1 3 3 4 1 3 4 2 3 3 1 3

3 2 3 1 4 3 2 4 3

, h h w w h

h w w

H t V V V V VV V V VV
V V V V V V

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ σαβ φ αβ φ αβ φ σαβ φ αβ φ

σαβ φ αβ φ σαβ φ

= + + + +

+ + +
. 

以及 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 3 3 4 4

2 2 2 3 3 4 2 2

3 3 3 3 3 4 4

3 3 1 1

1 1
, 2 2 ,

1 1
, 2 2 ,

1 1
, 2 2

v
h w

v
h w h

v
h w

h w

Q t d A V V

Q t d A V V

Q t d A V V

V V

ω ξ ω ξ
ξ αβ φ αβ φ ψ

ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ
ξ σαβ φ σαβ φ αβ φ ψ

ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ
ξ αβ φ αβ φ

ω ξ ω ξ
σαβ φ αβ σφ

 + −
= − + + − − + − + − 

  
 + −

= − + + − − + − − + − 
  
 + −

= − + + − − + − + 
  

− + − + −

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

4 4 2

4 4 4 1 1 2 2

,
1 1

, 2 2 .

w w w

v
h w

V

Q t d A V V

αβ φ σαβ σαβ φ θ

ω ξ ω ξ
ξ αβ φ σαβ φ θ

ω ξ ω ξ

− − −

 + −
= − + + − − + − + − 
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利用和引理 4 相同的方法可以得出如下引理(此处省略证明)： 
引理 5 当 0v > 充分小时，存在一个正常数 , 7,8,9,10jC j = 使得对所有的 ( ),t R Rξ +∈ × ，都有

( ), , 1,2,3,4v
i jQ t C iξ ≥ = 。 

引理 6 对任意的 { }min 1 2 3 4max , , , ,c c C C C C> ，存在一个 0v 和一个正常数 11C 使得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

4 4 42 2 22 2
110

1 1 1
, e , d e ,0

t v t s vt
i i iL L L

i i i
V t V s s C V

ω ω ω
ξ ξ ξ

− −

= = =

⋅ + ⋅ ≤ ⋅∑ ∑ ∑∫  

再对不等式(15)右边的最后一项进行估计。利用行波解 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,φ ξ φ ξ φ ξ φ ξ 的性质，可知对任

意的 Rξ ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,φ ξ φ ξ φ ξ φ ξ′ ′ ′ ′ 都是有界的。由 Young-不等式 2 212xy x yη
η

≤ + ，当 0η > 时，存

在一个正常数 12 0C > ，有： 

( ) ( ) ( )
4

2 2
12 1 2 3 4 3 12 3

1

1, ,i
i

H t C V V V V V C V s Vξ ξξ ξ η
η =

≤ + + + ≤ +∑  

则 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

4 4 222 2
12 120 0

1 1

1e , d d ,0 e , d
t tvs vs

i iLR L
i i

H s s C V C V s s
ω ω

ξω ξ ξ ξ η
η = =

≤ ⋅ + ⋅∑ ∑∫ ∫ ∫  

结合上述结论，容易得到以下一致先验估计。 
引理 7 对任意 c c∗> ，存在一个正常数 13C 和 1v ， 0t∀ > ，使得 

( ) ( )1
2 1

1
4 22

13
1

, e ,0 , 1,2,3,4.v t
i iH H

i
V t C V i

ω ω

−

=

 ⋅ ≤ ⋅ = 
 
∑  

由标准的 Sobolev 嵌入不等式，对充分大的 1ξ � ， ( ) ( ) ( )1 1H R H R C Rω � � 。但是对于任意区间

( ,I ξ = −∞ ，可得 ( ) ( )1H I C Iω � 。于是可得下面的 L∞估计。 

引理 8 当 0t ≥ 时，对充分大的 1ξ � ， ( ,Iξ ξ ∀ ∈ = −∞ 存在正常数 14C ，使得 

( ) ( )1
1

1
4 22

14
1

sup , e ,0 , 1,2,3,4v t
i i H

i
V t C V i

ω
ξ −

=

 ≤ ⋅ = 
 
∑  

为了将引理 8 所得到的结论扩展到整个区间 ( ),−∞ ∞ 上的估计，故需要证明在ξ →∞ 处 ( ),iV tξ 的收敛性。 
引理 9 对所有的 0t ≥ ，总存在一个正常数 15 0C > ，使得 ( ) 2

15lim , e , 1,2,3,4v t
iV t C i

ξ
ξ −

→∞
≤ = 。 

证. 首先易知 ( ), 0iV tξ ∞ = ，以及 ( )( ), 0i id D V t ∞ = ，再基于 ( ),iV t ∞ 的有界性，当ξ →∞ 时，由上述

不等式变为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 4 4 3 3 1

1 4 1 3

2 2 4 4 3 3 2

1 2 4 2 3

, , ,

, ,

, , ,

, , ,

t w w h h

w h

t w w h h

w h

V d V t V t V t

V t V t

V d V t V t V t

V t V t V t

αβ αβ φ αβ αβ φ κ µ

αβ φ αβ φ

σαβ σαβ φ σαβ σαβ φ µ

ψ σαβ φ σαβ φ

 ≤ − ∞ − − ∞ − − − ∞ 
− ∞ − ∞

 ≤ − ∞ − − ∞ − − ∞ 
+ ∞ − ∞ − ∞

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 1 1 2 2 3

1 4 4 1 1 4 2 4

2 4 3 1 3 2 4 2

4 4 4 3

, , ,

, , , , , ,

, , , ,

, ,

t h h h h

w w w w

w h h w

t

V d V t V t V t

V t V t V t V t V t V t

V t V t V t V t

V d V t V t

αβ αβ φ σαβ σαβ φ γ µ

αβ αβ φ αβ φ σαβ

σαβ φ αβ φ σαβ φ σαβ φ

δ θ

 ≤ + ∞ + + ∞ + − + ∞ 
+ ∞ ∞ + ∞ + ∞ + ∞ ∞

+ ∞ + ∞ + ∞ + ∞

≤ − ∞ + ∞

        (21) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211465


黄晨琛，廖书 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211465 4730 应用数学进展 
 

将不等式(21)相加可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 1 1 2 2

3 3 4 4

1 2 3 4

, ,

, ,

, , , ,

t t t tV V V V d V t d V t

d V t d V t

K V t V t V t V t

κ µ ψ µ

γ µ θ δ

+ + + − + − − ∞ − − ∞

= − + − − ∞ − − ∞

 ≤ − ∞ + ∞ + ∞ + ∞ 

 

其中 { }1 3 4min , , 0K d d dκ µ ψ γ µ θ δ= + − − + − − − > ，在 [ ]0,t 上积分，存在一个常数C� 使得 
2

1 2 3 4 e t
t t t tV V V V C ν−+ + + ≤ � 。 

因此，必存在一个正常数 16C 使得 

( ) 2
16lim , e , 1,2,3,4t

iV t C iν

ξ
ξ −

→∞
≤ =  

结合引理 8 和引理 9，可证明出当 Rξ ∈ 时， ( ),iV tξ 的 L∞收敛性。 

因此，可得结论 

( ) ˆlim , e , 1,2,3,4t
iV t C iν

ξ
ξ −

→∞
≤ =  

其中 { }1 2ˆ0 min ,ν ν ν< < 。 

第二步.证明 ( ),iu x t− 收敛到 ( ) , 1,2,3,4i x ct iφ + = 。 

用类似于第一步的方法即可马上证明出第二步的结论，故此省略。 
第三步.证明 ( ),iu x t 收敛到 ( ) , 1,2,3,4i x ct iφ + = 。 

由挤压原理，易得以下结论： 
引理 10 存在一些正常数 C，有 

( ) ( )sup , e , 0t
x R i iu x t x ct C tνφ −
∈ − + ≤ ≥  

4. 总结 

本文研究一类离散扩散霍乱传染病模型行波解的稳定性问题，是 liao 和 Yang 在文章[32]中对霍乱模

型行波解的存在性进行研究之后，作进一步延续。本文主要证明模型的大波速行波解是关于时间 t 的全

局指数渐近稳定的，即行波解能保持稳定不受外界环境的干扰。这些有效的理论结果不仅对霍乱传染病

模型适用，还可以推广到所有的水源性传染病模型行波解的研究中。而小波速行波解的稳定性研究以及

在非拟单调情况下的稳定性，都将是以后的工作重点之一。 
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