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摘  要 

在计算机视觉领域，使用空间协方差矩阵作为基础的简单分类应用已经被广泛研究和应用。然而，传统

的方法在处理非线性问题时存在一定的局限性。为了克服这些局限性，本文提出了一种新的方法，即通

过建立与对称正定矩阵的黎曼流形的连接，构建一个新的核——黎曼核。黎曼核是基于黎曼流形的核方

法，它能够更好地处理非线性问题。通过将黎曼核与支持向量机相结合，我们可以得到一种更加强大的

分类器。我们在常用的计算机视觉数据集上进行了一系列的实验。在实验中，我们使用了不同的内核结

合支持向量机的方法，并采用了多核学习和RFE特征筛选方法来进一步提升分类性能。实验结果表明，

使用黎曼核的方法在各个数据集上都取得了明显优于改进前算法的结果。这说明黎曼核方法能够有效地

取代传统的多核SVM方法，提供更好的分类性能。 
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Abstract 
In the field of computer vision, simple classification applications based on spatial covariance ma-
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trices have been widely studied and applied. However, traditional methods have certain limita-
tions when dealing with nonlinear problems. To overcome these limitations, this article proposes 
a new method of constructing a new kernel—the Riemannian kernel—by establishing a connec-
tion with the Riemannian manifold of a symmetric positive definite matrix. Riemannian kernel is a 
kernel method based on Riemannian manifolds, which can better handle nonlinear problems. By 
combining Riemann kernels with support vector machines, we can obtain a more powerful clas-
sifier. We conducted a series of experiments on commonly used computer vision datasets. In the 
experiment, we used different kernels combined with support vector machines, and adopted multi 
kernel learning and RFE feature filtering methods to further improve classification performance. 
The experimental results show that the method using Riemannian kernels has achieved signifi-
cantly better results than the improved algorithm on all datasets. This indicates that the Riemann 
kernel method can effectively replace traditional multi-core SVM methods and provide better 
classification performance. 
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1. 背景 

在人类感知世界并获取信息的诸多手段之中，视觉毫无疑问是其中最为重要的一个部分。现代医学

的相关研究显示，人类的视觉皮层约由 1 亿 4000 万个神经元所构成，是人类大脑中最为神秘的部分之一。

这些神经元主要负责处理与解释人眼所接收到的视觉数据，从而提供相应的感知信息并形成记忆。即便

观察到的只是一些稀少甚至模糊的视觉信息，人类也能够从中提取出大量的内容。[1] 
作为一个典型的复杂交叉学科研究领域，计算机视觉实际上包含了来自计算机科学，数学，物理学，

生物学与心理学等方面的诸多技术。从抽象的角度而言是计算机视觉中最为经典也最为关键的任务之一。 
考虑到人对图像内容的感知方式与计算机处理并理解图像过程之间的碁异，因此图像分类模型的重

要性不會而喻，它是决定图像分类性能的关键所在图像分类模型中的特征提取主要是实现对图像特征信

息的量化，将图像中的抽象内容转化为计算机可以处理的数学对象(例如由数字组成的向量或矩阵)，而图

像分类模型中的分类算法则是应用机器学习领域中的相关知识来对这些数学对象进行计算与分析的方

法。截至目前为止，人们对高效而鲁棒的图像分类模型开展了广泛的研究并取得了很多成就与突破。但

由于图像与生俱来的复杂性，我们在这一方面仍然还有很多问题亟待解决。图像的复杂性在很大程度上

是由于图像中对象的各种变化因素造成的，这些变化因素主要包括： 
(1) 视角变化；(2) 缩放变化；(3) 形变变化；(4) 遮挡变化；(5) 光照变化。 
在现实中，图像分类不仅需要处理上述变化因素中的某一类情况，还往往面临着多种变化因素的联

合挑战，因此对于能够有效处理各种复杂图像变化的图像分类模型进行研究将会具有广阔的应用前景与

可观的经济价值。由于图像分类是其他更为复杂的计算机视觉任务的基础，它的应用范围早己遍布全球

各个角落。 
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2. 研究现状 

在传统的图像分类中，图像特征的处理与分类算法的实现通常都是遵循欧氏空间几何来进行的。以

人脸识别为例，早期的方法将人脸的灰度图像转化为特征向量，然后使这样的做法在面对存在视角变化

与光照变化的人脸图像时很难获得正确的分类结果(相近位置的像素灰度值变化很大)。 
随着相关研究的不断开展，协方差矩阵在图像分类问题中的优点开始得到重视。最初，Tuzel 等人[2]

首先提出使用协方差矩阵来对图像特征进行计算与表示。此时的协方差矩阵相当于图像的一种区域描述

符，可以通过积分图像进行快速计算。由于协方差矩阵并不处于欧氏空间中，因此他们使用基于广义特

征值的距离度量来对其进行计算。Pang 等人[3]随后就将协方差矩阵应用在人脸图像识别中，他们以图像

像素的位置信息与 Gabor 滤波特征来计算图像的区域描述符，实现了两种不同类型信息在协方差矩阵中

的融合，并在实验中证明了该方法的优点。对称正定矩阵流形上的核方法也为稀疏表示的应用提供了诸

多便利，Hamndi 等人就[4]利用基于矩阵散度的核函数来将对称正定矩阵流形嵌入到核空间中进行稀疏表

示，他们还基于这样的核函数实现了黎曼流形上的字典学习。 
近年来，基于黎曼流形的分类算法的研究热度不断上升，不断在之前的算法基础上融入黎曼流形对

之前的传统算法进行优化，本文在传统的 SVM 的集成学习上加入了基于黎曼流形的核函数，并使用经典

的 RFE 算法进行特征的筛选提高模型的计算速度，使模型具有更好的分类效果和鲁棒性。 

3. 理论基础 

3.1. 黎曼流形与对称正定矩阵流形 

从最单纯的角度来说，黎曼流形是数学中的一个概念，定义了一类有着局部近似于欧氏空间特性的

平滑弯曲空间。虽然黎曼流形的概念较为抽象，但实际上我们的日常生活中就存在常见的黎曼流形实例，

比如地球。 
一个大小为 n n× 的实数矩阵 X 是一个对称正定矩阵，当且仅当Ｘ对任意的非零向量 nR∈ｗ ；都满足

T 0w Xw > 。这样的ｎ维对称正定矩阵所在的空间形成的一个具有李群(Lie Group)结构的黎曼流形即为对

称正定矩阵流形(记为Symn
+ )，这一流形可以方便的应用微分流形上的各种概念。对于任意一点 SymnX +∈ ，

其切空间 SymX nT + 为 n 维对称矩阵集合： 

{ }TSym :n n
X nT R+ ×∈∆ ∆ = ∆�  

此时黎曼流形上的指数映射与对数映射在对称正定矩阵流形上则转化为矩阵的指数运算与对数运 
算。令 TX U U= ∑ 为一个对称正定矩阵Ｘ的特征值分解，则Ｘ的对数可通过下式计算： 

( ) Tlog logX U U= ∑  

其中 log∑ 为对矩阵 X 中的每个对角线元素进行对数运算。由于一个对称正定矩阵的特征值均为正数，

因此以上操作是可行的。类似的，令 TUDU∆ = 为对称矩阵 SymX nT +∈∆ 的特征值分解，则 ∆的指数可通

过下式计算： 

( ) ( ) Texp expU D U=∆  

其中 ( )exp D 为对Ｄ中每个对角线元素进行指数运算， ( )exp ∆ 为一个对称正定矩阵。 
对数欧氏度量(Log-Euclidean Metric, LEM)是对称正矩阵流形上的另一种常用距离度量，其本质是欧

氏距离在对称正定矩阵流形对数域中的扩展。由对数欧氏度量定义的距离 :Sym SymL n n Rδ + + +× → 可通过

下式计算： 
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( )1 2 1 2F F
, log X log XL X Xδ −�  

这里对数欧氏度量实际上通过对数映射 ( )log :Sym Sym
nn I nT+ +⋅ → 将对称正定矩阵映射到了 n 维单位矩

阵 nI 的切空间中(即 n 维对称矩阵空间Symn )，因此其距离计算就简化为Symn 中的欧氏距离。相比仿射 

不变度量，对数欧氏度量简洁易用并便于计算。 

3.2. 多核学习 

SVM 是机器学习里面最强大最好用的工具之一，它试图在特征空间里寻找一个超平面，以最小的错

分率把正负样本分开。它的强大之处还在于，当样本在原特征空间中线性不可分，即找不到一个足够好

的超平面时，可以利用核(kernel)函数，将特征映射到希尔伯特(Hilbert)空间。后者一般维度更高，通过这

样的映射之后，样本在新的特征空间中便是线性可分的了。 
我们通过核把特征从低维空间映射到高维空间。举例来说，我们看下面的多项式核函数： 

( ) ( )

2 2
1 1
2 2
2 2

2 1 2 1 2
1 1 2 2

1 1

2 2

2 2
,

2 2

2 2

x y
x y

x x y y
K x y x y x y c

cx c y

cx c y
c c

   
   
   
   
   = + + = ⋅
   
   
   
   
   

 

其中 ,x y 是两个样本，他们的特征分别是 ( )21,x x ， ( )21,y y ，通过这个核函数，可以看到二维特征被映射

到了六维特征。而且我们也可以理解，这个映射其实就是用一个矩阵 A 乘以原来的特征 ( )21,x x 得到的。

矩阵 A 也就是核矩阵了。一个核函数对应一个核矩阵。 
多核学习(Multiple Kernel Learning, MKL)是一种机器学习方法，它利用多个不同的核函数来学习模

型，从而提高模型的性能和泛化能力。核函数是一种用于非线性分类和回归的工具，它可以将非线性特

征空间映射到高维空间中，从而使得原本线性不可分的数据在高维空间中变得线性可分。 
传统的核方法是使用单个核函数，但是单个核函数可能无法适应复杂的数据分布，从而导致模型的

性能下降。多核学习通过将多个核函数进行组合来学习模型，从而可以更好的适应不同的数据分布。多

核学习的基本思想是将多个核函数进行加权组合，从而构建一个更加通用的核函数。这个加权组合的过

程可以通过优化一个目标函数来实现，通常会使用正则化方法来控制核函数的复杂度。 
本文使用的多核学习组合思路是在传统的多核学习上加入一个基于黎曼流形的预先计算核。 

3.3. 特征筛选 SVM-RFE 

SVM [5]的主要思路是寻找一个最优分类超平面，使得两类数据之间的间隔最大，亦称为间隔最大化

原理。根据 SVM 这一原理及特征选择的特点，有很多研究人员将 SVM 的分类和特征选择融合在一起，

其中 GUYON 等[6]提出的 SVM-RFE 方法应用最为广泛。它将特征贡献度和支持向量机类别间隔相关联，

通过删除特征造成的 SVM 类别间隔变动来对特征在分类贡献上的大小进行排序，利用这一特征选择标准

减少并优化特征，达到获取最优特征组合的目的。具体数学表征如下。 
下式为 SVM 优化后的分类面方程， ix 与 iy 为特征矢量和标签， ( ) ( ),iK x xφ φ= 是 SVM 核函数。 

( ) ( ) ( )
1

,
L

i i i
i

h x b y x xα φ φ
=

= +∑  

iα 代表拉格朗日系数，分类间隔可表示为[7] i i iW x yα=∑ 。假设 ix 含有 K 个特征，每个特征对于
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分类的贡献则可以通过删除该特征造成的分类间隔的变动大小来衡量。 

( ) ( ), ,j j
jd W x y W x y− −= −  

SVM-RFE 通过递归迭代的方式逐次删除分类贡献低的特征，完成对于所有特征按照分类贡献度大小

的排序。在特征删选上，则可以通过 SVM-RFE 对单个图像特征矩阵，或者图像特征进行排序[8]。 

4. RMKL-RFE 算法 

在切空间内，从原始黎曼空间映射过来的点都能保留对称正定矩阵之间黎曼距离的信息，而对称正

定矩阵又与原始的图像数据的互协方差矩阵一一对应。于是可以利用 SVM 核函数的形式将原始空间中提

取出来的特征数据映射到黎曼流形的切空间中，相当于间接提取了图像的流形特征，可以称之为黎曼核

支持向量机算法(Riemann kernel SVM, RKSVM)。将获得的黎曼核函数与其他的多核学习常用的核函数结

合进行多核学习形成一个新的多核学习方法，我们将其命名为黎曼多核学习特征选择算法(Riemann 
Multiple Kernel Learning RFE, RMKL-RFE)，核函数的具体介绍如下。 

以图像协方差矩阵为特征 

在本文中，我们提出了一种核方法其将对空间协方差矩阵进行不同的操作。通过构造，空间协方差

矩阵是对称的，并且如果使用了足够的数据来估计它，它也将是正定的。 
这些矩阵的直接向量化没有考虑到它们之间的关系，即对称和正定(SPD)矩阵的系数。此外，矢量化

的协方差矩阵不服从正态分布，使得大量流行的分类算法，如最适合高斯分布的线性判别分析(LDA)，
效率较低。 

我们注意到 E E× 维的 SPD 矩阵 ( )P E 形成一个维数为 ( )* 1 2E E E= + 的可微流形 M，因此，这些矩

阵的正确操作依赖于微分几何的一个特殊分支，即黎曼几何[9]。该方法考虑了协方差矩阵空间 ( )P E 的

黎曼几何。如图 1，实际上，在每个点 C(即，在我们的情况下，每个协方差矩阵)，可以在相关联的切空

间 CT M 中定义标量积。这个切空间是欧几里得的，并且是流形的局部同态，流形中的黎曼距离计算可以

很好地近似于切空间中的欧几里得距离计算。设 1S 和 2S 就是两个切向量(即在我们的例子中两个对称矩

阵)，切空间 C 处的标量积可以用以下关系来定义： 

( )1 1
1 2 1 2, CS S tr S C S C− −=  

此外，对数映射局部地将所有协方差矩阵{ }
1

p

p p
C

−
投影到切平面上。 

( )1/2 1/2 1/2 1/2log logp c p pS C C m C C C C−= =  

其中 ( )log m ⋅ 表示矩阵[5]的对数。可对角化矩阵 1A VDV −= 的对数定义为 ( ) 1log m A VD V −′= ，其中对角元

素由 , ,logi i i id d′ = 给出。此外，将切空间的元素投影回流形的逆运算，即指数映射，定义为： 

( ) ( )1/2 1/2 1/2 1/2exp expp c p pC S C m C S C C− −= =  

( )exp m ⋅ 表示矩阵的指数。 

基于黎曼的内核：根据这些黎曼几何工具，可以将每个协方差矩阵局部投影到切平面中，并使用该

新空间来操纵投影的协方差矩阵。对于流形中协方差矩阵的直接操作，参考 Barachant 等人[10]。让我们

考虑标量积，其在 refC 处的切平面中定义，并且由(3)给出。我们建议在协方差矩阵上使用以下显式映射

函数： 
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( ) log
refCC Cφ =  

通过结合黎曼流形上的对数映射与指数映射我们可以构建出基于黎曼流形的核矩阵称为黎曼核，这

里使用 ( ),rk ⋅ ⋅ 来表示黎曼核。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of Riemann mapping 
图 1. 黎曼映射示意图 

 
为了处理复杂的计算机视觉数据，本文引入了一种多核学习理念，通过综合损失设计将多个单独的

核损失组合成一个整体，以便在相应的 RKHS 中同时寻找多个解，即通过最小化多个 RKHS 中的统一集

成损失来共同优化学习最优参数。基于参数空间多核集成约束如下： 

( ) ( )0
1 1

, 1
L N L

i t m im i t m i i it
i m i

w y K x x b wα α ξ
= =

 
+ + ≥ − 

 
∑ ∑ ∑  

其中，L 为核的个数； iK 为第 i 个 N N× 的格拉姆矩阵； iw 为第 i 个核 iK 的权重， [ ]T1 1 1, , ,w w w w= � ； ib

为 iK 的偏置项；( )0m imα α+ 为 iK 的系数； itξ 为第 i 个核中第 t 个样本的铰链损失； 1
L

i iti wξ
=∑ 为所有分类

中第 t 个样本损失的和。通过统一损失，得到了本文方法模型，定义如下： 

0
0 0

, , 1 1 1

1 1arg  min
2 2i i

L N L
T T

i it i i i
w i t i

C w K
α α

ξ α α α α
= = =

 
+ + 

 
∑∑ ∑  
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其中，第 1 项 1 1
L N

i iti t wξ
= =∑ ∑ 为统一的铰链损耗，是衡量基本核模型质量的标准；第 2 项 1

L T
i i ii Kα α

=∑ 和第

3 项 0 0
Tα α 构成共享参数空间中的组合平滑核函数； iα 和 0α 均为 1N × 的列向量，指与Ki中每个训练数据 

样本的权重相关的共享参数；C 为正则化参数，可控制经验损失的最小值和风险损失的最小值之间的
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平衡。 
跟传统的多核学习方法有所区别，本文方法将黎曼核函数通过预先计算的方式，作为预先计算核，

计算出黎曼核矩阵 ( )Q x 然后进行多核集成学习，通过在传统多核学习中加入黎曼核函数，弥补了在使用

流形数据进行分类时准确率低，容易误判的问题，增强了多核学习的鲁棒性，提高了准确率，由于黎曼

核矩阵的计算复杂度较高，所以引入了特征选择算法对模型进行特征选择使用选择出的特征进行后续的

训练与测试。 
具体算法如下： 

 

输入： 

• 训练样本集 { }train 1,1 1,2 ,, ,, j MX X X X= � ，其中 { },1 ,2 ,,, ,j j j j MX X X X= � 为第 j 类样本的子集； 

• 测试样本 { }test 1 2, , , MX X X X= �  

输出：测试样本 nY S +∈ 的类别. 
(1) 基于黎曼流形的理论构建黎曼核函数，计算核矩阵； 
(2) 使用 RFE 算法进行特征提取删除不必要的特征； 
(3) 将常用的核函数如高斯核函数，线性核函数以及多项式核函数等进行计算核矩阵； 
(4) 将个类核的核矩阵进行线性组合找到最佳权重； 
(5) 将训练集与测试集投影到核空间； 
(6) 对新的核矩阵进行训练； 
对测试集进行预测 

5. 数值模拟 

为了验证我们的方法的有效性,我们在 4 个基准数据集上进行测试，他们分别应用于纹理识别、汽车

品牌识别、动物皮肤识别和天气识别。 
Brodatz 是一个纹理数据库[11] [12]，在该数据集中包含 240 张纹理图片，随机选择 216 张纹理图片

作为该实验的样本集。在实验中，将每张图片的尺寸调整为 40 × 40，并在每张图片中选取 24 个采样点，

以每个采样点为圆心半径为 3，进行局部二进制编码。 
Weather 图像集是一个天气图像分类库，该数据集中包含 500 张天气图片，分属于四个类别分别是晴

天，雨天，晚霞和多云。 
ABVBN 图像集是一个汽车品牌图像集，该数据包含三个相似的汽车品牌车标，共 1059 张图片，清

晰度较低，识别难度较大。 
AN skin 图像集是动物皮肤图像的数据集，共包含 240 张动物皮肤图像。 
在这四个数据集上我们与其他的一些传统方法与未优化之前的方法进行对比，例如：Linear-SVM，

Gau-SVM，Poly-SVM，COV-SVM，SPDMPL 以及 MKL-SVM。 
图 2 中展现的是各方法在各个图像集上的平均准确率，可以更直观的看出各个方法的准确率，本文

提出的方法的准确率最高达到了 90.45 效果最佳，从表 1 中也我们可以看出几种传统的算法在各个图像

集上的分类准确率都较差，本文的算法由于融入了黎曼核函数在四个图像集上的分类效果最好，基本上

都达到了 90 以上的准确率；在 ABVBN 图像集上的准确率较低只有 80.1，是由于该图像集中的图像清晰

度较低，结构信息所含较少，对于本文算法的优势无法完全展现，但是 RMKL-RFE 仍然在几种算法中的

准确率最高，本文所提出的算法对与准确率的提高效果显著，且有较强的鲁棒性。 
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Table 1. Average results of each algorithm on the dataset 
表 1. 各算法在数据集上的平均结果 

 Brodatz Weather ABVBN AN skin 

Linear-SVM 0.812 0.843 0.719 0.833 

Gau-SVM 0.729 0.886 0.636 0.486 

Poly-SVM 0.750 0.848 0.641 0.708 

COV-SVM 0.458 0.863 0.599 0.458 

MKL-SVM 0.667 0.873 0.678 0.492 

SPDMPL 0.417 0.829 0.521 0.625 

RMKL-RFE 0.917 0.942 0.801 0.958 
 

 
Figure 2. Average accuracy of different methods on each image set 
图 2. 不同方法在各图像集上的平均准确率 

6. 总结 

本文的目的是弥补传统 SVM 算法在数据的流形结构信息无法充分利用的问题，增强分类效果。与传

统的算法不同，本文构建了黎曼核函数，使用多核学习的方法将黎曼核函数与其他的传统的核函数进行

结合，增强了算法对于结构信息的利用程度，提高了算法的分类准确率和鲁棒性，并在此基础上加入了

特征选择方法 RFE 算法进一步加强了算法的准确性和计算速度，但是该方法的时间复杂度仍然较大在数

据量较大时仍然需要较长的时间，因此接下来我们需要对算法计算复杂度进行优化。 
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