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摘  要 

本文研究了满足A-调和方程的微分形式高阶可积性问题。文中利用微分形式的Hölder不等式及同仑算子

与格林算子的相关结果首先证明了 q n1 < < 条件下作用于满足A-调和方程微分形式的复合算子T d G� �
的局部高阶可积性，然后在此基础上进一步给出了 q n≥ 条件下的高阶可积性。 
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Abstract 
In this paper, we have studied higher order integrability for differential forms satisfying A-harmonic 
equation. Based on Hölder inequality of differential forms and some results of Homotopy operator 
and Green’s operator, we first establish local higher order integrability for composition operator 
T d G� �  applied to differential forms satisfying A-harmonic equation with the condition q n1 < < . 
Furthermore, we also give higher order integrability under the condition q n≥ . 
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1. 引言 

2009 年，文献[1]中证明了δ -John 域上作用于微分形式复合算子T H� 的 Poincaré-型嵌入不等式 

( )( ) ( )
( )1, 21 , ,,

, , , , ,s s wW w
T H u C n s uα λ

ΩΩ
≤ Ω                          (1) 

其中T H� 为同仑算子T与投影算子H的复合算子， ( ) ( )1
1
,

w x
d xα=

∂Ω
， ( )2

1
i

i

Qi
Q

w x
x x

λχ=
−

∑ ，常数 ,α λ

满足 ( )0 1n sλ α λ≤ < < + + ，微分形式 u 满足非齐次 A-调和方程 ( ) ( ), ,d A x du B x du= 。 

2014 年，文献[2]给出了复合算子 sM P� 的如下 Poincaré-型不等式 

( ) ( )( ) ,,
,s s tt

M P u M P u C u
ΩΩ Ω

− ≤� �                           (2) 

其中 sM 为 Hardy-Littlewood 极大算子、P 为 potential 算子，Ω为 nR 上的一有界凸区域。 
2020 年，文献[3]给出了如下作用于 Dirac-调和方程 ( )* , 0d A x Dw = 的光滑微分形式的迭代算子 k kD G

的局部 ( )3
1 2, ;rA Eλ λ λ -权 pL -积分不等式。 

( )( ) ( )2 31
1 1

1 2d d ,
p pp pk k

B B
D G u w x C u w xαλ λαλ

σ
≤∫ ∫                        (3) 

这里 D 是 Dirac 算子， ( ) ( )3
1 2 1 2, , ;rw w Aλ λ λ∈ Ω ，1 p< < ∞， 0 1α< < ， 1σ > ， k N +∈ 。 

显然，上述结果均是用微分形式的 pL -范数去估计算子的 pL -范数，如式(2)以微分形式的加权 pL -范
数 pu 去估计Potential算子P加权 pL -范数 ( )s p

M P u� ，若 s p> ，则Potential算子P的 sL -范数 ( )s s
M P u�

就无法用式(2)中的微分形式的 pL -范数 pu 来估计了，此时就需要讨论Potential算子 sM P� 是否具有比微 

分形式更高阶的范数。称算子范数高于微分形式范数的研究为算子的高阶范数研究。由于复合算子的范

数估计远比单算子的范数估计复杂，故本文选择复合算子T d G� � 的高阶可积性作为研究内容，分别在

1 q n< < 与 q n≥ 条件下证明了复合算子T d G� � 的局部高阶可积性。 

2. 记号及预备知识 

微 分 形 式 是 nR 上 可 微 函 数 的 推 广 , 称 函 数 ( )1 2, , , nu u x x x= � 为 微 分 0- 形 式 ， 称

( ) ( )
1 2 1 21 2, , ,

l lI I i i i n i i iIu x dx x x x dx dx dxα α= = ∧ ∧ ∧∑ ∑ � � � 是微分 l-形式，其中有序 l-丛 { }1 2, , , lI i i i= � ，

1 21 li i i n≤ < < < ≤� ， 1,2, ,l n= � ，关于的微分形式的相关结果可参见文献[4]-[10]。记 nR ( 2n ≥ )是 n 维

欧氏空间，Ω是 nR 上有界子集，其勒贝格测度记为 Ω 。设 B 与 Bσ 是 nR 中具有相同球心的球体，其直

径满足 ( ) ( )diam B diam Bσ σ= 。记 d 为外微分算子， ( )l l nR∧ = ∧ 表示由全体微分 l-形式所成的 l-维向量

空间。设 ( ) ( )
1 2 1 21 2, , ,

l li i i n i i i I Ix x x x dx dx dx dxϖ α α= ∧ ∧ ∧ =� � � 是一微分 l-形式，定义作用于 ( )xϖ 上的

Hodge 星算子 为 

( ) ( ) ( )
1 2 1 21 2, , , 1 ,

l li i i n i i i I J
Ix x x dx dx dx dxϖ α αΣ= ∧ ∧ ∧ = −� � �   
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其中 { }1 2, , , lI i i i= � ， { } { }1 21,2, , , , , lJ n i i i= −� � ， ( ) ( )
1

1
2

l

j
j

l l
I i

=

+
Σ = +∑ 。利用外微分算子 d 和 Hodge 星

算子 定义 Hodge 上的微分算子 ( ) 11 nl dd += −  ， 1,2, ,l n= � 。如在 ( )1 nR∧ 中，取微分形式 

( ) 1 2
1 2 ,n

nx dx dx dxω ω ω ω ω= = + + +�  

则 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

1 2
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 21 22 2 22 3 1 2 1 2 1

11 2
2 3 1 2 1 2 1

1 1 1

1

n
n

n n
n n n

n n
n n n

dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx dx

ω ω ω

ω ω ω

ω ω

ω

ω

⋅ + ⋅ + ⋅ +
+ + +

−

+
−

= + + +

= − ∧ ∧ ∧ + − ∧ ∧ ∧ + + − ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ − ∧ ∧ ∧ + + − ∧ ∧ ∧

�

� � � �

� � � �

 

 

且 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

1 2

1 2

1

1 11 2
2 3 1 2 1 2 1

1 1 1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

1

1

1 1

1

1

1

n

n

nl

n n n
n n n

n
x n x n x n

n
x x x n

n

d

dx dx dx dx dx dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx dx dx dx dx

dx dx

d

d

dx dx

ωω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

ω

+

+ +
−

+

+

+

= −

= − ∧ ∧ ∧ − ∧ ∧ ∧ + + − ∧ ∧ ∧

= − ∧ ∧ ∧ ∧ + ∧ ∧ ∧ ∧ + + ∧ ∧ ∧ ∧

= − + + + ∧ ∧ ∧ ∧

= −

� � � �

� � � �

� �

   







( )1 2

1 1 1 .
nx x xω ω+ + +�

 

称下列非线性偏微分方程 

( ), 0d A x du =                                      (4) 

为齐次 A-调和方程，其中算子 : l lA Ω×∧ →∧ 对几乎所有的 x∈Ω， ( )l nRξ ∈∧ ，满足 

( ) ( )1, , , ,p pA x a A xξ ξ ξ ξ ξ−≤ ⋅ ≥  

上述 0a > 为一常数且1 p< < ∞是与方程(4)有关的确定指数。定义同仑算子 

( ) ( )1: , ,l lT C C∞ ∞ −Ω ∧ → Ω ∧ 为 

( ) ,yTu y K dyφ
Ω

= ∫  

其中 y∈Ω， ( )0Cφ ∞∈ Ω 满足 ( ) 1y dyφ
Ω

=∫ ，线性算子 ( ) ( )1: , ,l l
yK C C∞ ∞ −Ω ∧ → Ω ∧ 满足 

( )( ) ( )1 1
1 2 1 1 2 10

; , , , ; , , , , .l
y l lK u x t u tx y ty x yξ ξ ξ ξ ξ ξ−

− −= + − −∫� �  

记 G 为定义在 ( ), lC∞ Ω ∧ 上的 Green 算子，且满足 Poisson 方程 ( ) ( )G u u H u∆ = − ，其中 H 为调和投 

影算子。更多关于 A-调和方程、同仑算子与 Green 算子的介绍及相关成果可参见文献[11]。 
在本文相关结论的证明将应用到下述引理。 

引理 1 [12]设 ( ),s l
locu L B∈ ∧ 是球体 B 上的一微分形式， 1,2, ,l n= � ，1 s< < ∞，则 

( ) ,,
,s Bs B

Tu C B u∇ ≤                                  (5) 

( ), , .s B s BTu C B diam B u≤                                (6) 

引理 2 [13]设 u 是Ω上一光滑微分形式，1 s< < ∞，则对Ω上任一球体 B，存在一不依赖于 u 的常数
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C，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,, ,, , ,
.s Bs B s Bs B s B s B

dd G u d dG u d G u dG u G u C s u+ + + + ≤    

引理 3 [12]设 ( ), lu D Q′∈ ∧ ， ( )1,p ldu L Q +∈ ∧ ，则 ( ) ( ),np n p l
Qu u L Q−− ∈ ∧ ，且 

( )
( )

( )
1n p np np

p
p

Q Q

np n p
Qu u dx C n du dx

−
−   

≤      
   

−∫ ∫  

其中 Q 为 nR 上一球体， 0,1,2, , 1l n= −� ，1 p n< < 。 

引理 4 [14]设 u 是Ω上满足 A-调和方程(4)的一微分形式，则对所有满足 Bσ ⊂ Ω的球体 B，存在一不

依赖于 u 的常数 C，使得 
( )

, , ,t s st
s B t Bu C B u

σ

−≤  

其中 1σ > ， 0 ,s t< < ∞。 
引理 5 [15]设Ω为 nR 上的一有界域，ϕ 是定义在 [ )0,+∞ 上的单调递增凸函数且满足 ( )0 0ϕ = 。若微

分形式 ( ), lu D′∈ Ω ∧ ， { }( ): 0 0x u uµ Ω∈Ω − > > ，则 ( ) ( )1 ;k u u Lϕ µΩ+ ∈ Ω ，且对任一实数 0a > 有 

( ) ( )2a u d a u u dCϕ µ ϕ µΩΩ Ω
−≤∫ ∫  

其中 0k > 为任一实数， µ 为 Radon 测度， ( )d w x dxµ = ，常数 0C > 。 

在引理 5 中，若令Ω为球体 B， ( ) pt tϕ = ， 1p > ， ( ) 1w x = ，则 { }( ): 0 0x u uµ Ω∈Ω − > > 演变为

{ }: 0 0Bx B u u∈ − > > ，故而从任一满足 { }: 0 0Bx B u u∈ − > > 的球体 B 有 

, , .Bp B p Bu C u u≤ −                                   (7) 

3. 本文主要结论 

本节将分别在1 q n< < 和 q n≥ 两种条件下证明有界域上作用于微分形式的复合算子T d G� � 的局部

高阶可积性。 

定理 1 设 ( ), lu C∞∈ Ω ∧ 是满足 A-调和方程的微分形式， 1,2, ,l n= � ，1 q n< < ，T 为同仑算子，G

为 Green 算子。若 ( ),q l
locu L∈ Ω ∧ ，则复合算子 ( ) ( ),p l

locT d G u L∈ Ω ∧� � ，且对所有满足 Bσ ⊂ Ω的球体 B，

存在一不依赖于 u 的常数 C，有 

( )
1 1

11 1 ,
p q

p n q

B B
T d G u dx C B u dx

B B
   

≤      
   

∫ ∫� �  

其中 ( )0 p nq n q< < − ， 1σ > 为一特定的常数。 

证明：(i) 若 ( ) ( )( ){ }: 0 0
B

x B T d G u T d G u∈ − > =� � � � ，则在球体 B 上 ( ) ( )( )B
T d G u T d G u=� � � �

几乎处处成立，故 ( )T d G u� � 为一闭形式，从而 ( )T d G u� � 为 A-调和方程的解，从而由引理 4 可得 

( ) ( ) ( )
, ,

,q p pq

p B q B
T d G u C B T d G u

σ

−≤� � � �                        (8) 

其中 Bσ ⊂ Ω， 1σ > 为一特定常数。 
综合式(8)式及引理 1 的(6)式、引理 2 知 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211473


李群芳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211473 4802 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

1, ,

2 ,

3 ,

3 ,

1
4 ,

q p pq

p B q B

q p pq

q B

q p pq
q B

q p pq
q B

q p pq n
q B

T d G u C B T d G u

C B B diam B d G u

C B B diam B u

C B diam B u

C B B u

σ

σ

σ

σ

σ

−

−

−

−

−

≤

≤

≤

≤ Ω

=

� � � �

�

                    (9) 

其中 4 3C C= Ω 。(9)式等价于 

( )
1 1

1
4

1 1
p q

p n q

B B
T d G u dx C B u dx

B B σ

   
≤      

   
∫ ∫� �                     (10) 

(ii) 若 ( ) ( )( ){ }: 0 0
B

x B T d G u T d G u∈ − > >� � � � ，则(7)式对 ( )T d G u� � 成立，即有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )5, ,nq n q B B nq n q B

T d G u C T d G u T d G u
− −

≤ −� � � � � �                (11) 

利用 pL -空间的单调性及 ( )0 p nq n q< < − ，可得 

( ) ( ) ( )
( )1

1 1
p n q nq

p nq n q

B B
T d G u dx T d G u dx

B B

−
−   

≤      
   

∫ ∫� � � �                (12) 

综合引理 3、引理 1 的(5)式、引理 2，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )

1

6

1

6

1

7

1

8

n q nqnq n q

BB

qq

B

qq

B

qq

B

qq

B

T d G u T d G u dx

C d T d G u dx

C T d G u dx

C d G u dx

C u dx

−− − 
 

≤

≤ ∇

≤

≤

∫

∫

∫

∫

∫

� � � �

� � �

� � �

�

                     (13) 

综合式(11) (12) (13)，便有 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

1

5

1 1

5

1 1 1

9

1
1

9

1

1

1

1

p
p

B

n q nq
nq n q

B

n q nq
nq n q

BB

n q nqnq n q
n q

BB

qq
n q

B
q

q
n

B

T d G u dx
B

T d G u dx
B

C T d G u T d G u dx
B

C B T d G u T d G u dx

C B u dx

C B u dx
B

−
−

−
−

−−−

−

 
  
 
 

≤   
 

 
≤ −  

 
 = − 
 

≤

 
=   

 

∫

∫

∫

∫

∫

∫

� �

� �

� � � �

� � � �

                 (14) 
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综合式(10) (14)可得：若 ( ),q l
locu L∈ Ω ∧ 是 A-调和方程(4)的解，则 ( ) ( ),p l

locT d G u L∈ Ω ∧� � ，且 

( )
1 1

11 1 .
p q

p q
n

B B
T d G u dx C B u dx

B B
   

≤      
   

∫ ∫� �  

故定理 1 证毕。 

在定理 1 中，当 q n−→ 时，
nq

n q
→+∞

−
，此时 p 可以充分大，故 p 可大于 q，此时称定理 1 为复合

算子T d G� � 在1 q n< < 条件下的高阶可积性，下面证明在 q n≥ 条件下定理仍然成立。 

定理 2 设 ( ), lu C∞∈ Ω ∧ 是满足 A-调和方程(4)的微分形式， 1,2, ,l n= � ， q n≥ ，T 为同仑算子，G

为 Green 算子。若 ( ),q l
locu L∈ Ω ∧ ，则复合算子 ( ) ( ),p l

locT d G u L∈ Ω ∧� � ，且对所有满足 Bσ ⊂ Ω的球体 B， 

存在一不依赖于 u 的常数 C，有 

( )
1 1

11 1 ,
p q

p n q

B B
T d G u dx C B u dx

B B
   

≤      
   

∫ ∫� �  

其中 0p > ， 1σ > 为一特定的常数。 

证明：(i) 若 ( ) ( )( ){ }: 0 0
B

x B T d G u T d G u∈ − > =� � � � ，则使用定理 1 证明(i)中同样的方法可证定 

理仍然成立。 

(ii) 若 ( ) ( )( ){ }: 0 0
B

x B T d G u T d G u∈ − > >� � � � ，取 { }max 1,s p q= ， ( )t snq n sq= + ，由于 

0n q− ≤ ，则
( )( )

0
q s n q n

t q
n sq
− −

− = <
+

，故有 t q< 且1 t n< < 。 

先后利用引理 3、引理 1 的(5)式、引理 2，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

1

1

1

1

n t ntnt n t

BB

tt

B

tt

B

T d G u T d G u dx

C d T d G u dx

C T d G u dx

−− − 
 

≤

≤ ∇

∫

∫

∫

� � � �

� � �

� � �

 

( )( )
( )
( )

( )

1

2

1

3

1

3

1

4

tt

B

tt

B

tt

B

tt

B

C B d G u dx

C B u dx

C u dx

C u dx

≤

≤

≤ Ω

=

∫

∫

∫

∫

�

                               (15) 

其中 4 3C C= Ω 。利用 pL -空间的单调性及 t q< ，可得 
1 1

1 1
t q

t q

B B
u dx u dx

B B
   

≤      
   

∫ ∫                             (16) 

式(16)等价于 
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( ) ( )1 11 1t qt t q q

B B
u dx B u dx−≤∫ ∫                             (17) 

综合式(15) (17)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )11 1
4 .

n t nt qnt n t t q q

BB B
T d G u T d G u dx C B u dx

−− − − ≤ 
 ∫ ∫� � � �             (18) 

由于 ( ) ( )( ){ }: 0 0
B

x B T d G u T d G u∈ − > >� � � � ，故(7)式对 ( )T d G u� � 成立，于是应用(7)式可得 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

.
n t ntn t nt nt n tnt n t

BB B
T d G u dx C T d G u T d G u dx

−− −−  ≤ − 
 ∫ ∫� � � � � �        (19) 

经计算可得
nt sq p

n t
= ≥

−
，

1 1n t
t nt n

−
− = ，综合利用 pL -空间的单调性及式(18) (19)，可得 

( )( )
( ) ( ) ( )( )( )
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式(20)等价于 

( )
1 1

1
8

1 1 .
p q

p n q

B B
T d G u dx C B u dx

B B
   

≤      
   

∫ ∫� �                     (21) 

式(21)表明：当 ( ) ( )( ){ }: 0 0
B

x B T d G u T d G u∈ − > >� � � � 时，定理 2 成立。 

综合(i) (ii)可得定理 2 成立，故定理证毕。 

4. 总结 

本文证明了1 q n< < 和 q n≥ 两种条件下有界域上作用于微分形式的复合算子T d G� � 的局部高阶可

积性。今后，我们可在基础上进一步研究有界域上相关算子的全局高阶可积性。 
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