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摘  要 

本文研究一个含抑制剂的血管型肿瘤生长模型。该模型包含了一个描述肿瘤半径的常微分方程和两个分

别描述营养物浓度和抑制物浓度变化的抛物型方程。通过运用抛物型方程的 pL 理论、边界固定法和

Banach不动点定理，证明了该问题局部解的存在唯一性，然后用延拓方法得到了整体解的存在唯一性。 
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Abstract 
The vascularized tumor growth model with inhibitor was studied. The model consists an ordinary 
differential equation describing tumor radius, and two parabolic equations describing the varia-
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tion of nutrients and inhibitor concentrations, respectively. By applying the pL  theory of para-
bolic equations, the boundary fixation method and the Banach fixed point theorem, the existence 
and uniqueness of a local solution was proved, and then the extension method was used to obtain 
the existence and uniqueness of the global solution. 
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1. 引言 

自二十世纪六七十年代以来，人们发现肿瘤生长的基本规律可以表述为偏微分方程的数学问题。1972
年，H. Greenspan [1] [2]开创性地提出了一个偏微分方程的数学模型来描述肿瘤生长问题。肿瘤生长过程

中其体积不会无限制地增加是由于肿瘤内细胞的繁衍与死亡达到了某种平衡。1995 年，Byrne 和 Chaplain 
在文献[3] [4]中提出了自由边界问题，为肿瘤生长模型的自由生长问题奠定了重要的基础。文献[5] [6] [7] 
[8]讨论了肿瘤生长细胞在约束条件为 Dirichlet 边界条件下解的性态。在文献[9]中崔尚斌介绍了肿瘤生长

自由边界问题的相关研究内容和进展状况。随着人们研究以及对肿瘤细胞生物学背景理解的深入，一系

列以偏微分方程自由边界问题的形式来表达肿瘤生长的模型被提出。文献[10] [11] [12] [13]从不同的侧面

对肿瘤的生长机理进行探讨，分析了在营养物作用下具有第三边界条件的肿瘤生长问题。在本文中，我

们将通过运用抛物型方程的 pL 理论、边界固定等方法来分析含抑制剂的非线性球对称血管化肿瘤生长自

由边界问题整体解的存在唯一性。 

2. 模型确立 

在文献[6]中，崔尚斌和 Friedman 提出了营养物与抑制物同时存在的球形肿瘤生长模型： 
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式中： 2
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； ( )R t 表示时刻 t 肿瘤的半径； ( ),u u r t= 表示营养物的 

浓度； ( ),v v r t= 表示抑制物的浓度； λ 、 γ 分别为营养物消耗速率和抑制物消耗速率； 1 2,c c 为正常数，

分别表示肿瘤细胞分裂速率与营养物扩散速率及抑制物扩散速率的比值； ( )Ru r 、 ( )Rv r 、 ( )0 rφ 、 ( )0 rψ
为给定的函数。 

根据参考文献[11]，考虑第三类边界条件： 
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式中： ( )a t 、 ( )b t 为正数值函数[11]，分别反映肿瘤通过自身血管系统从宿主组织接受营养物及抑制物

的能力，而在本文中，我们考虑 ( )a t 、 ( )b t 均为与时间 t 无关的正常数 a、b 的特殊情况；u 、 v 为宿主

细胞中营养物和抑制物的浓度值，为简化模型，令 1µ = 。简化后的模型如下： 
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式中： ( ) ( ) ( ), , , , ,f u v g u v S u v 分别为营养物消耗速率函数、抑制物消耗速率函数和肿瘤细胞繁衍速率函数。

本模型中 3n = 。 

3. 预备知识 

根据生物学背景，我们对函数 ( ) ( ) ( ), , , , ,f u v g u v S u v 做以下假设[7]： 
(A1) ( ) ( ), , ,f u v g u v 在 [ ) [ )0, 0,∞ × ∞ 上有定义且 Lipschitz 连续，二者关于 u 和 v 均单调增加，且

( )0, 0, 0f v v= ∀ ≥ ， ( ),0 0, 0g u u= ∀ ≥ ； 
(A2) ( ),S u v 在 [ ) [ )0, 0,∞ × ∞ 上有定义且 Lipschitz 连续，其关于 u 单调增加，关于 v 单调减少； 

( )0,0 0S < ，存在常数 0u ≥ ，使得 ( ),0 0S u = ；对于任何 0u > ， ( )lim , 0
→∞

<
v

S u v ； u u> ； 

(A3) ( )0u r 和 ( )0v r 都在 [ ]00, R 上二次弱可微(即 ( ) ( ) [ ]1
0 0 0, 0,u r v r C R∈ ，且 ( )u r′ 和 ( )v r′ 都 Lipschitz 

连续)，弱导数 ( )0u r′′ 和 ( )0v r′′ 都有界，且 ( )00 u r u≤ ≤ ， ( )00 v r v≤ ≤ ， [ ]00,r R∀ ∈ ， ( ) ( )0 00 0 0u v′ ′= = ，

( ) ( )( )0 0 0u R a u u R′ = − ， ( ) ( )( )0 0 0v R b v v R′ = − 。 
为后续证明全局解的存在唯一性，引入以下引理。 

Ω是 nR 中具有 1C 边界的有界域，设 0T > ， ( ]0,TQ T= Ω× ，考虑以下抛物型初边值问题： 
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式中： ( )( ), 1,2, ,ij Ta L Q i j n∞∈ =  ， ( )( )1,2, ,q
i Tb L Q i n∈ =  ， 2n q+ < ≤ ∞ ； ( )2q

Tc L Q∈ ， 0c ≥ ； 

( )T
Tf L Q∈ ，( )2 2 2n r n+ < ≤ + ； ( )( ), 0,g L Tβ ∞∈ ∂Ω× ，对常数 0 0β > ， 0β β≥ ， ( )0u L∞∈ Ω ， i

i

uu
x
∂

∂ =
∂

，

v
uu
v
∂

∂ =
∂

，v 表示 ∂Ω的单位向外法向导数。我们假设方程(2)1在 TQ 中是一致抛物的，因此，对于 ( ), Tx t Q∈ ，

矩阵 ( )( ),ij n n
x t

×
a 是一致正定的。 

引理 3.1 [14] 设 ( ),u u x t= 是等式(2)1 的弱下解，则 
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式中： { }max ,0u u+ = ； p TQ∂ 表示 TQ 的抛物线边界，即 { }( ) ( )( )0 0,p TQ T∂ = Ω× ∂Ω× ；C 是正常数，取 
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引理 3.2 [13] 设 ( ),u u x t= 是问题(2)的弱解，则 
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4. 整体解的存在唯一性 

本节将给出问题(1)的主要结果及证明。 

定理 4.1 在假设(A1~A3)下，问题(1)的解 ( ) ( ) ( )( ), , , ,u r t v r t R t 在其存在范围内满足 
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显然， ( ),u r tσ = 是该问题的解。根据假设条件(A1)(A3)可以得到， uσ ≡ 和 0σ ≡ 分别为该问题的一

对上下解，由比较原理可知 ( ) ( )( )0 , , 0 , 0u r t u r R t t≤ ≤ ≤ ≤ ≥ 。同理，还可以证明 

( ) ( )( )0 , , 0 , 0v r t v r R t t≤ ≤ ≤ ≤ ≥ 。根据假设条件(A2)，我们可以得出 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 20, , , , ,0 0M S v S u r t v r t S u M= ≤ ≤ = > 。由(1)5，易得(4)(5)式。定理 4.1 得证。 
定理 4.2 假设条件(A1~A3)满足，则对于任何给定的 0c > ，问题(1)对所有 0t > 存在唯一的古典解。 

证明 设 0T > ，对问题(1)进行变量变换：
( )
rr s

R t
= ，定义： ( ) ( )( ), ,s t u sR t tα = ， 

( ) ( )( ), ,s t v sR t tβ = ，故将自由边界问题转化为固定域 ( )0 1,0s t T≤ ≤ ≤ ≤ 上的初始边值问题： 
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式中： ( ) ( )0 0 0s u sRα = ； ( ) ( )0 0 0s v sRβ = [ ]( )0,1s∈ 。 
引入度量空间 ( ),TS d ，对于由所有向量函数 ( ) ( ) ( )( ), , , ,s t s t R tα β ( )0 1,0s t T≤ ≤ ≤ ≤ 组成的集合 TS ，

其中 [ ] [ ]( ), 0,1 0,C Tα β ∈ × ， [ ]0,R C T∈ ，且 ( ) ( ) ( )( ), , , ,s t s t R tα β 满足下列条件： 
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易得， ( ),TS d 是一个完备的度量空间。 
定义映射 : T TS SΦ → ，对于 ( ), , TR Sα β∀ ∈ ，令 ( ) [ ]( )0,R R t t T= ∈  为下面初值问题的唯一解： 
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考虑以下抛物型初边值问题 
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设固定常数 p n> ，利用抛物型初边值问题的标准 pL 理论， 0 T T′∃ < ≤ ，使得上述问题存在唯一解
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( )2,1
p Tz W Q ′∈ 。由于 z α≡ 和 0z ≡ 是问题(7)的一对上下解， ( ) 0aR t ≥ ，且 F 为单调递增函数，由标准比

较原理， 

( )0 , , 1,0z x t x t Tα ′≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 。                           (8) 

解 ( ),z z x t=  可以扩展到整个域 ( ) [ ]0,1 0,B T× ，上述估计在扩展后保持有效。由于解 ( ),z x t 关于变量

x 球对称的，因此对定义在 [ ] [ ]0,1 0,T× 上的双变量函数 ( ),s tα α=  有 ( ) ( ), ,z x t x tα=  ，显然 ( ),s tα α=  为

问题(6)1、(6)3、(6)6的唯一解，且 ( )0 , ,0 1,0s t s t Tα α≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，即α 满足条件(a)。同理，由(6)2、(6)4、

(6)7可得唯一解 ( ),s tβ ，且 ( )0 , ,0 1,0s t s t Tβ β≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，可得 β 满足条件(b)。 
在证明α 满足条件(a)时， ( ),F x t 对应初边值问题 ( ) ( ) ( )1 3 66 6 6、 、 中的 ( ) ( )( ), , ,α βf s t s t 。相应的，在

证明 β 满足条件(b)时， ( ),F x t 对应函数 ( ) ( )( ), , ,α βg s t s t 。在此考虑抑制物作用，当其直接作用于肿瘤

细胞时，所涉及函数为 ( )( ),αf s t 、 ( )( ),βg s t ，当其间接作用于肿瘤细胞时，所涉及函数为

( ) ( )( ), , ,α βf s t s t 、 ( )( ),βg s t 。 
综上， ( ), , TR Sα β ∈ 

 ，Φ 是 TS 到 TS 上的映射。 
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0

, , , dα β −= ∫ n
i iG t S s t s t S s ( )1,2=i ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
( ) ( ) ( )

21 20 0

2 0

1
d d

1 2 0 0 1 20

1

0 1 20,

e e e d

e max , 0 ,

t t M T TG G n

M T
n

t T

R t R t R R G G

R T G t G t t T

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∈

∫ ∫− ≤ − ≤ −

≤ − ≤ ≤

∫ 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1 2 1 1 2 20

, , , , , , dnG t G t S s t s t S s t s t s sα β α β − − = − ∫ ， 

由假设条件(A1)(A2)得：存在常数 0C > ，使得对 1 2 1 2, 0, , , 0,α α α β β β  ∀ ∈ ∈   有， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,S s t s t S s t s t C s t s t s t s tα β α β α α β β − ≤ − + − ， 
则，

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 1 2 2 20,

max , , , , ,
t T

G t G t C T d R Rα β α β
∈

− ≤ ，显然， 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 0 1 1 1 2 2 20,

max , , , , ,
t T

R t R t TC T d R Rα β α β
∈

− ≤  。                 (12) 

下面估计
( ) [ ] [ ]

( ) ( )1 2, 0,1 0,
max , ,

s t T
s t s tα α

∈ ×
−  ，记 ( ) ( ) ( )1 2, , ,x t z x t z x tω = −  ， ( )0,1x B∈ ， [ ]0,t T∈ ， 1 2,z z  分 
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别对应问题(7)中 1 2,R R  的解，则 ( ),x tω 为下列初边值问题的解。 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1
1 2

1 1

1

1 , , , 1,0 ,

, , 1,0 ,

,0 0, 1,

t

v

cR t
c x c x t h x t x t T

R t R t

aR t x t x t T

x x

ω ω ω ω

ω ω ϕ

ω

 ′
∂ = ∆ + ⋅∇ − + < < ≤



∂ + = = < ≤
 = ≤



 



 

式中： 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
2 22 2

1 2 1 2

1 2 2

1 2

1 2

1 1, , 1,0 ;
( )

, , , 1,0 ;

, ,
, , 1,0 ;

, ,

R t R t
h x t z c x z x t T

R t R t R t R t

x t a R t R t z x t x t T

F x t F x t
c x t x t T

z x t z x t

ϕ α

   ′ ′
= − ∆ + − ⋅∇ < < ≤      
   

= − − = < ≤

−
= < < ≤

−

 

 

   

 



 

 

0c ≥ ， ( )TL Qc ∞ 被一个与 T 无关但取决于 T0的常数 C 所约束。由引理 3.2，得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]( )0 0,1 0,0,10
1

1 , d
T

T

L Q L B TL B
h t t C T

c
ω ϕ∞ ∞∞ ∂ ×

≤ ⋅ +∫ 。                 (13) 

结合上述估计，对(13)进行化简，得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
11

0 1 1 1 2 2 20,10
, d , , , , ,

T p
L B

h t t T C T d R Rα β α β∞

−
⋅ ≤∫ ， 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 1 2 2 20,1 0, , , , , ,L B T TC T d R Rϕ α β α β∞ ∂ ×
≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 1 2 2 2, , , , ,
TL Q TC T d R Rω α β α β∞ ≤ ， 

因此，对于营养物浓度，问题(6)1、(6)3、(6)6结合 ( ),x tω 所对应的初边值问题，我们有： 

( ) [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 0 1 1 1 2 2 20,1 0,, 0,1 0,

max , , , , , , ,L B Ts t T
s t s t TC T d R Rα α ω α β α β∞ ×∈ ×

− = ≤  ；同理，对于抑制物浓度，

( ) [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 0 1 1 1 2 2 20,1 0,, 0,1 0,

max , , , , , , ,L B Ts t T
s t s t TC T d R Rβ β ω α β α β∞ ×∈ ×

− = ≤  成立。 

由此可知， ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 2 0 1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , ,d R R TC T d R Rα β α β α β α β≤  

  。 
综上，当 T 充分小时， Φ 是一个收缩映射。应用 Banach 不动点定理可知，有唯一的不动点

( ), , TR Sα β ∈ ，通过分析证明，我们得到该不动点是问题(6)在时间区间 [ ]0,T 上的经典解。 
由于变量变换，问题(1)和问题(6)等价。因此，对于问题(1)，存在一个 0T > ，使得其在时间区间 [ ]0,T

上有经典解 ( ), ,u v R 。根据定理 4.1 及已有文献[6]的论证， 0δ∃ > ，使得 [ ]0 0,t T∀ ∈ ，问题(1)在区间

[ ]0 0,t t δ+ 上存在唯一的局部解。由于解的唯一性，我们可以得到其在时间区间 [ ]0,T δ+ 上的经典解，进

而可以将其扩展到整个时间区间 [ )0,∞ 。定理 4.2 得证。 

5. 总结 

本文研究了一个营养物和抑制物同时存在的非线性血管型肿瘤生长模型。文中首先运用边界固定法

将自由边界问题问题转化为固定边界上的非线性初边值问题，其次运用抛物型方程的 pL 理论和 Banach
不动点定理构造压缩映射，证明该问题局部解的存在唯一性，最后利用变换函数与其原始函数之间的关

系，用延拓方法得到整体解的存在唯一性。 
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