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摘  要 

基数约束优化问题是一类重要的优化问题，这类问题在很多领域都有着广泛的应用。由于其具有较难处

理的基数约束，所以对基数约束优化问题的算法研究较少。本文将介绍基数约束优化问题的内罚函数法，

并证明了该算法产生点列收敛到AM-稳定点。进一步证明在AM-正则性条件下，可以得到基数约束优化

问题的M-稳定点。 
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Abstract 
The cardinality-constrained optimization problems are an important class of optimization prob-
lems which have been applied in many fields. Due to the special structure of the cardinality con-
straints, there are few researches on the algorithm of cardinality-constraint optimization prob-
lems. We introduce an interior penalty algorithm for cardinality-constrained optimization prob-
lems and prove that the algorithm reaches an approximate Mordukhovich stationary. Further-
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more, under the AM-regularity condition, we can obtain the Mordukhovich stationary of cardinal-
ity-constrained optimization problems. 
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1. 引言 

本文主要研究基数约束(cardinality-constrained，简称 CC)优化问题，具体形式如下 
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        ,

f x

g x

h x

x κ
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=

≤

                                      (1.1) 

其中，κ 是整数且 nκ < ， : , : , :n n m n pf R R g R R h R R→ → → 是连续可微的。
0x 表示 x 的基数，但

0⋅

不是范数，它既不是连续的也不是凸的。 
为了处理难于求解的基数约束优化问题，可以将它改写为连续优化问题[1] 
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其中， �表示哈达玛积， ( )T1, ,1 ne R= ∈� ，这个问题被称为(1.1)的松弛问题。问题(1.1)和(1.2)在全局最

优解的意义下是等价的，即问题(1.1)的全局最优解对应于问题(1.2)的全局最优解，并且如果 x∗是问题(1.1)
的局部最优解，则每个可行点 ( ),x y∗ ∗ 是问题(1.2)的局部最优解[1]。 

近年来，基数约束优化问题因其在投资组合[2]、统计回归[3]等领域的广泛应用而备受关注，并有大

量学者尝试从不同角度解决这些问题[4] [5]。由于基数约束的特殊结构，往往不能直接应用标准非线性规

划的理论和算法直接处理基数约束优化问题。2016 年 Burdakov O. P.等人[1]提出了正则方法并证明其能

收敛到 M-稳定点。2021 年 Kanzow C.等人[6]介绍了另一种正则方法以及拉格朗日方法，这两种算法都能

收敛到 AM-稳定点。2022 年 Xue Menglong 等人[7]提出了带有安全域的增广拉格朗日方法并证明其能收

敛到 PCAM-稳定点。本文主要研究基数约束优化问题的求解方法，将求解 MPCC 问题的内罚函数法推

广至基数约束优化问题，并对算法进行收敛性分析，证明了在较弱的条件下可得到 CC-AM-稳定点，若

还满足较弱的约束规范，则我们可得到 CC-M-稳定点。 
本文基本结构如下：第二章介绍一些用到的基本知识，第三章介绍基数约束优化问题的内罚函数法，

第四章证明内罚函数法的收敛性结果，第五章给出最后的总结。 

2. 基础知识 

为了更好地呈现松弛的基数约束问题(1.2)，引入函数 : nR Rθ → 和 , , : n nG H H R R→� ，分别为 
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( ) ( ) ( ) ( )T ,  ,  ,  ,y n e y G x x H y y H y y eθ κ= − − = = − = −�  

则松弛的基数约束优化问题(1.2)可以改写为 
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由[8]可知，松弛问题(2.1)每个可行点都是 AKKT 点，根据这个结果可为这类问题定义近似条件。为

此，考虑松弛问题(2.1)的拉格朗日函数 
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以及 
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对于松弛问题(2.1)可行域内任意点 ( ),  x y∗ ∗ ，我们定义如下指标集 
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定义 2.1 [8] (AW-稳定点)令 ( ),x y∗ ∗ 是松弛问题(2.1)的可行点，则 ( ),x y∗ ∗ 是该问题的近似弱稳定点

(AW-稳定点)，如果存在 ( ),k k n nx y R R⊆ × 和 

( ) ( ), , , , , ,, , , , ,k g k h k k G k H k H k m p n n nR R R R R Rθλ λ λ λ λ λ λ + + += ⊆ × × × × ×�
， 

使得 ( ) ( ), ,k kx y x y∗ ∗→ ， 
1) ( ), , , 0k k k

x y L x y λ∇ → ， 

2) ( ){ },min , 0k g kg x λ− → ， 

3) ( ){ },min , 0k ky θθ λ− → ， 

4) ( ){ },min , 0k G k
i iG x λ →  1, ,i n∀ = � ， 

5) ( ){ },min , 0k H k
i iH y λ− →  1, ,i n∀ = � ， 

6) ( ){ },min , 0k H kH y λ− →�� 。 

为了更好的定义稳定点结果，我们首先给出一些常用指标集： 

( ) ( ){ } ( ) { } ( ) { }0: 0 ,  : 0 ,  : 0 .g i i iI x i g x I x i x I x i x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
±= = = = = ≠  

定义 2.2 [6] (CC-M-稳定点)令 x∗是问题(1.1)的可行点，称 x∗是基数约束优化问题的 M-稳定点(CC-M-
稳定点)，如果存在乘子 ,g m h pR Rλ λ∈ ∈ 和 G nRλ ∈ 使得下列条件成立 
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1) ( ) ( ) ( )0 g h Gf x g x h xλ λ λ∗ ∗ ∗= ∇ +∇ +∇ + ， 

2) 0g
iλ =  ( )gi I x∗∀ ∉ 且 0G

iλ =  ( )i I x∗
±∀ ∈ 。 

定义 2.3 [6] (CC-AM-稳定点)令 x∗是问题(1.1)的可行点，称 x∗是基数约束优化问题的近似 M-稳定点

(CC-AM-稳定点)，如果存在序列{ } { } { } { }, , ,, , ,k n g k m h k p G k nx R R R Rλ λ λ+⊆ ⊆ ⊆ ⊆ 使得{ }kx x∗→ ， 

1) ( ) ( ) ( ){ }, , , 0k k g k k h k G kf x g x h xλ λ λ∇ +∇ +∇ + → ， 

2) , 0g k
iλ =  ( )gi I x∗∀ ∉ 且 , 0G k

iλ =  ( )i I x∗
±∀ ∈ 。 

定义 2.4 [9] (外半连续)称集值映射 : n mS R R→ 在 x∗处是外半连续的，如果 

( ) ( )limsup
x x

S x S x
∗

∗

→

⊆ . 

为了给出约束规范的定义，我们先给出和定义中用到的锥的具体形式。令 nx R∗ ∈ 是问题(1.1)的可行

点，则对于任意 nx R∈ 有 
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值得注意的是，指标集 ( )gI x∗ 和 ( )I x∗
± 依赖的是 x∗而不是 x。 

定义 2.4 [6] (CC-AM-正则性) 问题(1.1)的可行点 x∗满足 CC-AM-正则性条件，如果下述条件成立 

( ) ( )limsup .
x x

x x
K x K x∗ ∗

∗

∗

→

⊆  

3. 基数约束优化问题的内罚函数法 

为了避免 ( ) ( ) 0G x H y =� 带来的困难，我们用 1� -罚问题[10]来代替松弛问题(2.1) 
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其中， ( )1, , n
nγ γ γ += ∈� � 是惩罚参数。因为问题(3.1)是光滑的，我们可以应用标准的非线性规划的算法

来解决它，比如内部方法。通过引入松弛变量 , ,s t v ，问题(3.1)可以改写为如下问题 
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上述问题的罚问题是 
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其中， 0µ > 是障碍参数。问题(3.2)的拉格朗日函数为 
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问题(3.2)的一阶 KKT 条件可以写为 
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定义 ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  , , , , ,G H g h G H HH y G x
H y

θµλ γ λ γ λ λ λ λ λ λ λ= = − = �
，e 是一个适当维数的向量，S 表

示对角线上是 s 的对角矩阵，对 ,T V 有相同的定义方式。 

KKT 条件(3.4)可以简洁地表示为 

( ), , , , , , , , 0,x y L x y s t v γ µ λ∇ =                             (3.5a) 

0,  0,  0,g HS e T e V eθλ µ λ µ λ µ− = − = − =�                      (3.5b) 

( ), , , , 0,c x y s t v =                                 (3.5c) 

其中， 

( )
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( )
( )
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, , , , .

g x s

h x
c x y s t v

y t

H y v

θ

+ 
 
 

=  + 
 + �

                            (3.6) 

在下面将介绍基数约束优化问题基于 1� -惩罚公式的内部方法。在算法以及后文中，
∞
⋅ 表示无穷

范数。 
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算法 1. 基数约束优化问题的内罚函数法 

选取初始点 ( )0 0,x y 和变量 0 0 0 0, , ,s t v λ ，置 1k = 。 

1) 选择障碍参数 kµ 和正数 ,k k
pen compε ε 。 

2) 选择惩罚参数 kγ 并找到问题(3.2)的近似最优解 ( ), , , , , , ,k k k k k k k kx y s t v γ µ λ 满足 ( ) 0kH y− > ， 
, , ,0, 0, 0, 0, 0, 0k k k g k k H ks t v θλ λ λ> > > > > >�

及下列条件： 

( ), , , , , , , , ,k k k k k k k k k
x y penL x y s t v γ µ λ ε

∞
∇ ≤                        (3.7a) 

, , ,,  ,  ,k g k k k k k k k k H k k k
pen pen penS e T e V eθλ µ ε λ µ ε λ µ ε

∞ ∞ ∞
− ≤ − ≤ − ≤�             (3.7b) 

( ), , , , ,k k k k k k
penc x y s t v ε

∞
≤                              (3.7c) 

和 

( ) ( ){ }min ,k k k
compH y G x ε

∞
− ≤                            (3.8) 

3) 置 1k k← + ，若满足基数约束优化问题的停止准则迭代结束，否则回到步 1。 
 
除了要求近似满足边界问题的最优性条件(3.7)外，我们还通过(3.8)对 ( ) ( ) 0G x H y =� 进行了刻画。

目前，对序列{ }kµ 和{ } { },k k
pen compε ε 的要求是当 k →∞时它们都收敛到 0。 

在(3.8)中使用 ( ) ( ){ }min ,k kH y G x
∞

− 作为互补性的度量[10]，而不是 ( ) ( )k kG x H y� ，是因为它对

问题的规模不敏感且与变量的数量无关。而且，即使当 ( )k
iG x 和 ( )k

iH y 都收敛到 0 时，该度量也是准

确的。 
算法 I 的公式足够通用，以允许在步骤 2 中对惩罚参数进行各种更新策略。一种方法是选择 kµ 并用

1k kγ γ −= 求解(3.2)，直到满足条件(3.7)。如果条件(3.8)也成立，那么我们进入步骤 3，否则，增加 kγ 并

使用相同的障碍参数 kµ 再次求解(3.2)。如果有必要，重复该过程，直到(3.8)被满足。 

4. 内罚函数法的收敛性分析 

本章将介绍内罚函数法的全局收敛性分析。已经提出了许多算法来解决步骤 2 中的问题，例如文献

[11]和其中的参考文献。众所周知，这些内部方法可能无法满足(3.7)，因此算法 I 可能无法完成步骤 2。
对内部方法的分析超过了本文的范围，我们假设内部方法总是成功的，并且算法 I 生成一个满足条件(3.7)
和(3.8)的无限迭代序列{ }, , , , , , ,k k k k k k k kx y s t v γ µ λ 。下面定理将证明算法 I 的收敛性结果。 

定理4.1假设序列{ } { } { }, ,k k k
pen compε ε µ 都收敛到0，算法 I生成一个迭代序列{ }, , , , , , ,k k k k k k k kx y s t v γ µ λ ，

满足条件(3.7)和(3.8)。如果 ( ),x y∗ ∗ 是序列 ( ){ },k kx y 的极限点，则 ( ),x y∗ ∗ 是松弛问题(2.1)的可行点。如 

果还满足 { }( )1
maxk k

comp iε ο γ
−

= ，则 x∗是问题(1.1)的 CC-AM-稳定点。 

证明：设 ( ),x y∗ ∗ 是算法 I 生成的序列 ( ){ },k kx y 的一个极限点，令 K 是一个无限指标集使得

( ){ } ( ), ,k k

k K
x y x y∗ ∗

∈
→ ，则对充分大的 k 有 ( ) ( ), ,k kx y U x y∗ ∗∈ 。由于算法第 2 步保证了松弛变量 ,  ,  k k ks t v

是正的，再根据 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,k k k kg x h x y H yθ � 的连续性，条件(3.7c)和 0k
penε → 可得 

( )
( )
( )
( )

0,  1, , ,

0,  1, , ,

0,

0,  1, , ,

i i

i

i i

g x s i m

h x i p

y t

H y v i n

θ
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∗

∗ ∗

∗ ∗

= − ≤ =

= =

= − ≤

= − ≤ =
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其中， lim ,  lim ,  limk k k
i i i ik K k K k K

s s t t v v∗ ∗ ∗

∈ ∈ ∈
= = = 。由 ( )kH y 的连续性以及算法 I 要求 ( ) 0kH y− > ，当 k →∞时可

以得到 ( ) ( ) 0kH y H y∗→ ≤ 。根据(3.8)和 0k
compε → 直接可得 ( ) ( ) 0G x H y∗ ∗ =� 。因此， ( ),x y∗ ∗ 是松弛问

题(2.1)的可行点。 
根据(3.7a)可得 ( ), , , , , , , , 0k k k k k k k k

x y L x y s t v γ µ λ∇ → 。由(3.7c)可得 ( ) 0g x s∗ ∗= − ≤ ，由(3.7b)可得

( )T
0g sλ ∗ = ， 则 ( ) ( )( )T

0g g xλ ∗− = ， 同 时 , 0g kλ > ， 所 以 ( ){ },min , 0k g kg x λ− → 。 同 理 可 得

( ){ },min , 0k ky θθ λ− → ， ( ){ },min , 0k H kH y λ− →�� 。 
若 i M∈ ，可知 ( ) 0iH y∗ < ， ( ) 0iG x∗ = ，当 k 充分大可得 ( ) 0k

iG x → ，由(3.8)知 

( ) ( ){ } ( )min ,k k k k
i i i compH y G x G x ε

∞
− = ≤ ，所以 ( ) 0k k

i iG xγ → ，由 ,H k
iλ 定义可知 , 0H k

iλ → 。若 i I J∈ ∪ ，

可得 ( ) 0iH y∗ = ， ( ) 0k
iH y− → 。两种情况都满足 ( ){ },min , 0k H k

i iH y λ− →  1, ,i n∀ = � 。 

若 i I∈ ，可知 ( ) 0iG x∗ ≠ ， ( ) 0iH y∗ = ，当 k 充分大可得 ( ) 0k
iG x > ， ( ) 0k

iH y− → ，由(3.8)知

( ) ( ){ } ( )min ,k k k k
i i i compH y G x H y ε

∞
− = − ≤ ，所以 ( ) 0k k

i iH yγ → ，由 ,G k
iλ 定义可知 , 0G k

iλ → 。若

i J M∈ ∪ ，可得 ( ) 0iG x∗ = ， ( ) 0k
iG x → 。两种情况都满足 ( ){ },min , 0k G k

i iG x λ →  1, ,i n∀ = � 。 

因此， ( ),x y∗ ∗ 是松弛问题(2.1)的 AW-稳定点。根据文献[1]可知， ( ), n nx y R R∗ ∗ ∈ × 是松弛问题(2.1)
的可行点意味着 x∗是问题(1.1)的可行点。由文献[6]定理 A.3 可知，若 ( ), n nx y R R∗ ∗ ∈ × 是松弛问题(2.1)
的可行点，并且是松弛问题(2.1)的 AW-稳定点，则 x∗是问题(1.1)的 CC-AM-稳定点。□ 

结合上述定理，在 CC-AM-正则性条件下，我们可以得到如下推论。 
推论 4.2 假设 ( ),x y∗ ∗ 是由算法 I 生成的序列 ( ){ },k kx y 的极限点，并且满足定理 4.1 的条件，若

CC-AM-正则性在 x∗处成立，则 x∗ 是问题(1.1)的 CC-M-稳定点。 
证明：若 ( ),x y∗ ∗ 是由算法 I 生成的序列 ( ){ },k kx y 的极限点，并且满足定理 4.1 的条件，则 x∗是问题

(1.1)的 CC-AM-稳定点。由文献[6]定理 4.7 可知，若 x∗是问题(1.1)的 CC-AM-稳定点，结合 CC-AM-正则

性条件，则 x∗是问题(1.1)的 CC-M-稳定点。□ 

5. 总结 

本文主要研究了基数约束优化问题的内罚函数法，并对算法进行了收敛性分析，证明了在某些条件

下内罚函数法产生的点列收敛到 CC-AM-稳定点。进一步，在 CC-AM-正则性条件下，可以得到基数约

束优化问题的 CC-M-稳定点，因此得到了求解基数约束优化问题的有效算法。 
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