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摘  要 

令 ( )B H 是复Hilbert空间H上有界线性算子全体组成的代数，对于 ( )1 , , k
kc c c= ∈�  ， ( )c AW 表示算子

( )A B H∈ 的c-数值域。本文主要研究了在H是有限维的情形下， ( )B H 上一类映射保持算子ξ-Lie积的数

值域的刻画。具体说来，若 dim H n= < ∞且c满足一定条件时，若 ( ) ( ): B H B H→φ 是满射，满足

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )c cAB BA A B A B− = −W Wξ φ φ ξφ φ  ( { }\ 1,1∈ −ξ )对任意的 ( ),A B B H∈ 成立，当且仅当存

在H上的酉算子U以及常数 { }1,1∈ −η 使得 ( )T UTU ∗=φ η 对所有 ( )T B H∈ 成立。 
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Abstract 
Let ( )B H  be the algebra of all bounded linear operators on an complex Hilbert space H. For

( )1 , , k
kc c c= ∈�  , ( )c AW  denotes the c-numerical range of an operator A in ( )B H . In this paper, 

we consider maps on ( )B H  prserving the c-numerical range of ξ-Lie Product. When the dimen-

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2024.131027
https://doi.org/10.12677/aam.2024.131027
https://www.hanspub.org/


田茹，张艳芳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.131027 245 应用数学进展 
 

sion of H is finite and ( )1 , , k
kc c c= ∈�   belongs to a certain kind, it is shown that 

( ) ( ): B H B H→φ  is surjective maps satisfying ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )c cAB BA A B A B− = −W Wξ φ φ ξφ φ  for 

any ( ),A B B H∈ , { }\ 1,1∈ −ξ  if and only if there exist a unitary operator U on H such that

( )T UTU ∗=φ η  holds for all ( )T B H∈ , where { }1,1∈ −η  is a scalar. 
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1. 引言 

令 ( )B H 是复 Hilbert 空间 H 上有界线性算子全体组成的代数， ( ) { }1, , \ 0k
kc c c= ∈�  且 ic 不全相等，

其中 k 是正整数且不大于 H 的维数，算子 ( )A B H∈ 的 c-数值域和 c-数值半径分别定义为 

( ) { }11 , : , ,k
c i i i kiA c Ax x x x H

=
= ∑ �W 是 的一组正交单位向量  

和 

( ) ( ){ }w sup :c cA Aλ λ= ∈W 。 

特别地，当 1k = 且 1c = 时，就得到算子 A 的数值域 ( )AW 和数值半径 ( )w A ；当 ( ) ( )1, , 1, ,1kc c =� �

时， ( )c AW 和 ( )wc A 分别表示 A 的 k-数值域 ( )k AW 和 k-数值半径 ( )w k A 。不难看到，将 c 的所有分量

按照降序排列后并不改变算子的 c-数值域和 c-数值半径，因此在本文中总假设 1 kc c≥ ≥� 。算子代数上

映射结构的研究是算子理论，算子代数方向的主要研究课题之一，对刻画算子代数的刚性结构具有重要

意义。其中一个方面就是对算子代数上保持某些不变量的映射刻画和分类问题的研究，这类问题称为算

子代数上的保持问题。算子的数值域起源于对二次型的研究，与算子的谱有密切关系，并在算子结构，

工程技术等方面都有应用。有关数值域及其保持问题的研究已经有了丰富的成果[1]-[7]。后来，算子的数

值域有多种推广，如 c-数值域，k-数值域，高维数值域，联合数值域等。其中，c-数值域由 R. Westwick
引入，并且他证明算子的 c-数值域是凸集，至此开始了对于 c-数值域的研究。近年来，算子代数上保持

各种乘积 c-数值域映射问题的研究受到了国内外许多学者的关注见文献[8]-[11]。记 ( )B H=Α 或者

( )sB H  (复希尔伯特空间 H 上所有有界自伴算子组成的 Jordan 代数)，映射 :φ →Α Α满足 

( ) ( ) ( )( )c cA B A Bφ φ=� �W W  (或 ( ) ( ) ( )( )w wc cA B A Bφ φ=� � ) ( ,A B∈A ) 

其中 �代表算子的某种乘积关系，若对任意的 ,A B∈A ，(如普通的乘积 A B AB=� ，Jordan 乘积

A B AB BA= +� ，Jordan 半三重积 A B ABA=� ，Lie 积 A B AB BA= −� ，斜 Lie 积 A B AB BA∗= −� 等)，
则称映射 :φ →Α Α保持算子 �乘积的 c-数值域(或 c-数值半径)。文献[12]刻画了算子代数上保持算子乘积

的 c-数值域的满射，并且刻画了 ( )sB H 上保持算子乘积 A B AB=� c-数值半径的满射和对于某一类特殊的

c 在 ( )sB H 上保持算子乘积 A B AB=� c-数值域的满射。在[13]中， ( )B H 和 ( )sB H 上保持 Jordan 乘积的

数值域的映射分别得到了刻画。文献[14]研究了 ( )B H 上保持 Jordan 乘积的 c-数值域的映射。文献[15]
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得到了保持 Lie 积数值域的映射形式。显然，对于复数ξ ，当 1ξ = 和-1 时，算子 ,A B 的ξ -Lie 积分别表

示 Lie 积和 Jordan 积，所以我们关注 { }/ 1, 1ξ ∈ − 时，算子代数上保持ξ -Lie 积的 c-数值域的映射。其中

对于 ( ) ( )1, , 1, ,1kc c =� � 即为 k-数值域时，文献[16] [17]给出了在 ( )B H 上保持ξ -Lie 积的 k-数值域的映

射刻画。 
本文的主要目的是研究在H是有限维的情形下，算子代数上保持ξ -Lie积的 c-数值域的满射的形式，

即刻画了 ( ),A B B H∈ 满足 [ ]( ) ( ) ( )( ), ,c cA B A B
ξ ξ

φ φ=   W W 的满射φ 的形式。本文的主要结构如下：第

二部分给出复 Hilbert 空间上的有界线性算子 c-数值域的相关性质，在第三部分中给出了 H 是有限维的情

形下， ( )B H 上一类映射保持算子ξ -Lie 积的数值域的刻画及其证明。 
最后介绍本文中出现的符号含义和陈述假设。用  和  分别表示实数域和复数域，如果

dim H n= < ∞时，我们就约定 ( )B H 为 ( )nM  ，其中 ( )nM  是 n 阶复矩阵全体组成的集合。在 H 是有

限维的情形时，我们可以总假设 k n= 。因为若 k n< ，可以给 c 补充 n k− 个分量 0，并将补充分量之后

的向量 c 记为 c′，显然 { }\ 0nc′∈ ，且对于 ( )nM  中的矩阵 A， ( ) ( )c cA A′=W W 。对于 ( )B H 中的算子 

A，记号 Re ,ImA A 分别表示 A 的实部
2

A A∗+
和 A 的虚部

2
A A

i

∗−
。假设 M 是 H 的子集， |MA 表示算子 A 

在M上的限制；[M]表示由M张成的子空间；M ⊥表示M在H中的正交补空间；对任意集合M，M ， Mconv
分别表示 M 的闭包以及凸包。此外，若 A 是有限秩，则 Atr 表示 A 的迹。 

2. 算子 c-数值域的性质 

本节给出复 Hilbert 空间上的有界线性算子 c-数值域的相关性质。 
命题 2.1 [6]对于 ( )B H 中的有界线性算子 A，有 
1) 对于任意酉算子 ( )U B H∈ ，有 ( ) ( )c cUAU A∗ =W W ； 
2) 对于任意 λ∈，有 ( ) ( )c cA Aλ λ=W W ； 
3) 对于任意 λ∈，有 ( ) ( )1

k
c i ciI A c Aλ λ

=
+ = +∑W W ； 

4) 假设 ic 不全相等，则 ( )c AW 是一个实数当且仅当 A 是恒等映射的常数倍； 
5) 假设 ic 不全相等，则 ( )c AW 是一个实数当且仅当 A 是自伴算子； 
6) 假设 ic 不全相等，当 1 0k

ii c
=

≠∑ 时， ( )c Aw 是一个范数。当 1 0k
ii c

=
=∑ 时， ( )c Aw 是一个半范数。 

7) ( )( ) ( ){ }Re Re :
2c c c

A A A z z A
∗ +

= ≡ ∈ 
 

W W W ， ( )( ) ( ){ }Im Im :
2c c c

A A A z z A
i

∗ −
= ≡ ∈ 

 
W W W ； 

8) [18] ( )c AW 是一个凸集。 
命题 2.2 [19]设 A 是 ( )B H 上的一个自伴算子，则 

1) 如果 dim H k= ，有 ( ) ( ) ( )11 1,k k
c j k j j jj jA c A c Aλ λ+ −= =

 =  ∑ ∑W 。 

2) 如果 H 是无限维复 Hilbert 空间，有 

( )( ) ( ) ( ),c c ccl A m A M A=   W 。 

这里 ( ) ( ) ( ){ }11 1inf : 0l k l
c j j k j jj jm A c A c A l kλ λ−

− += =
= − + ≤ ≤∑ ∑ ， 

( ) ( ) ( ){ }11 1sup : 0l k l
c j j k j jj jM A c A c A l kλ λ−

− += =
= − − ≤ ≤∑ ∑ 。 

命题 2.3 若 A 是 ( )B H 上的秩一算子，则 ( )c AW 是一个焦点为 ( )1c Atr 和 ( )kc A� tr ，短轴为

( ) ( ) 22
1 kc c A A− −� tr 的椭圆盘或者是线段 ( ) ( )1,kc A c A  � tr tr 。其中 
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{ }
, dim

max ,0 , dim
j

j
j

c H k
c

c H k

== 
>

若

若
， { }

, dim

min ,0 , dim
j

j
j

c H k
c

c H k

== 
>

�
若

若
，

 

当 1, ,j k= � 。 
下面介绍二次算子的概念。称 A 是 ( )B H 上的二次算子，若存在 ,a b∈使得 ( )( ) 0A aI A bI− − = 成

立。由文献[19]，复 Hilbert 空间 H 上存在空间分解 1 1 2H H H⊕ ⊕ 使得二次算子 A 有如下形式 

0
r

s
r

aI P
I

bI
γ

 
⊕ 

 
，                                      (1) 

这里 { },a bγ ∈ ， 1dim H r= ， 2dim H s= ， 1 1:P H H→ 是一个半正定算子，即等价于 , 0Px x ≥ 对于

所有 1x H∈ 成立。在这个空间分解形式下，如果 a b= ，则对于 1H 上所有的非零向量 x 都有 , 0Px x ≠ 。

由于二次算子 c-数值域描述的需要，首先给出记号 p 的形式，若 dim H = ∞ ，则可以通过对 c 的分量补充

0 使得 c 成为 kc ′′∈ ，而且 c′的第 1p + 个分量 1 0pc +′ = 且 2k p′ = 。若 dim H < ∞，即 dim H k= ，令 p 满

足 { }2 ,2 1k p p∈ + ，记 ( )1ˆ 1, ,1pc c c += − � ，则 ĉ 的第 1p + 个分量 1ˆ 0pc + = 且对于二次算子 A 来说，

( ) ( )ˆ 1c c pA A c A+= +W W tr ，从而通过平移 ( )ĉ AW 可以得到 ( )c AW 。综上，可以假设 c 的分量 1, , kc c� 满足 

1 0pc + = ，其中 dim 2H k p= ∞ > = 或 { }dim 2 ,2 1H k p p= ∈ + ，                 (2) 

对于自伴算子 ( )P B H∈ ，记 

( ) ( ){ }sup : , dim

, dim
m m

m

X PX X X I H
P

P m H n

λ
λ

∗ ∗ = = ∞= 
=

若

若的特征值降序排列后的第 值个特征
。 

如下结论是关于二次算子的 c-数值域。 
命题 2.4 [19]令 ( )A B H∈ 是二次算子且有如(1)的算子矩阵的形式，假设 { }\ 0kc∈ 满足(2)，记

{ }min ,t p r= ， 

( ) ( ) ( )1 1 20
j

j j k j k j
a P

B c c c a b I
b

λ
− + − +

 
= − + + 

 
， 

1, ,j t= � ，则 ( )c A ε=W 或者 ( )int ε ， 

( ) ( )1 1
k t

t jj tB B cε γ −

= +
= + + + ∑�W W ， 

其中等式 ( )c A ε=W 成立的充分必要条件是 1 1:P H H→ 有一个对角形式 ( ) ( )( )1diag , , tP Pλ λ� 。 

命题 2.5 [19]对于二阶复矩阵 11 12

21 22

c c
C

c c
 

=  
 

，它的特征值为 1 2,λ λ ，那么 

1) ( )CW 是一个焦点为特征值 1 2,λ λ ，短轴为 ( )2 2 2
1 2, 1,2 iji j c λ λ

=
− −∑ 的椭圆。 

2) 当 ( ) { }2
1 2, \ 0c c c= ∈ 时，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1 2 2 2c A c c A c A c c A c A I= − + = − +W W tr W tr 是一个焦

点为 1 1 2 2c cλ λ+ 和 1 2 2 1c cλ λ+ ，短轴长为 ( )( )2 2 2
1 2 1 2, 1,2 iji jc c c λ λ

=
− − −∑ 的椭圆盘。 

下列命题来自文献[20]，它对于定理的证明起着重要作用。 
命题 2.6 设 ( )nA M∈  且酉相似于 1 2A A⊕ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 21 2 1 2: , ,t t t
c c cA A A c c c P P= + =∪W conv W W 个是一 置换矩阵 。 

引理 2.7 设 ( )A B H∈ ， ( )1, , k
kc c c= ∈�  满足 1 0kc c+ ≠ ，则 [ ]( ),c A x x

ξ
⊗W 的水平和垂直支撑线形
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成的矩形中心是 ( )1 1 ,
2

kc c Ax xξ
+

−
�

。 

证明：取 H 中的单位向量 x，即 1x = ，令 [ ],T A x x Ax x x A x
ξ

ξ ∗= ⊗ = ⊗ − ⊗ 。 

如果 dim 2H = ，此时设 T 的两个特征值为 1 2,λ λ ，则 ( )c TW 是以
( )( )1 2 1 2

2
c c λ λ+ +

为中心的椭圆，因

此 ( )c TW 的中心是 ( )1 2 1 ,
2

c c Ax xξ
+

− 。 

如果 dim 2H > ，令 Ax x yα β= + ，A x x y zα γ µ∗ = + + ， , ,x y z 是两两正交的单位向量， , , ,α β γ µ∈，

则在空间分解 [ ] [ ], , , ,H x y z x y z ⊥= ⊕ 下，有 

( )1
0 0 0

0 0 0
T

ξ α ξγ ξµ
β
− − − 

 = ⊕ 
 
 

， 

因此， 

( )( )2Re e 1 e e e
e e 1Re e e 0 0 0

2 2
e 0 0

i i i i

i i
i i

i

T TT

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

θ

ξ α ξγ β ξµ

β ξγ
ξµ

−

− ∗
−

−

 − − + −
 +  = = − ⊕
 

− 
 

。 

就有 ( ) { }Re , ,0Tσ λ λ+ −=
，

其中 

( )( ) ( )( )( )2 2 21 1Re e 1 Re e 1 e e e
2 2

i i i i iθ θ θ θ θλ ξ α ξ α β ξγ ξµ−
± = − ± − + − + 。则 

( ) [ ]1 1Re ,c k kT c c c cλ λ λ λ+ − + −= + +� �W ，会有 ( )Rec TW 的中心是 ( ) ( )( )1
1 Re e 1
2

i
kc c θ ξ α+ −� 。同理，也有 

( )Imc TW 的中心是 ( ) ( )( )1
1 Im e 1
2

i
kc c θ ξ α+ −� 。由命题 2.1(7)，我们可以得到 [ ]( ),c A x x

ξ
⊗W 的中心是

( )1 1 ,
2

kc c Ax xξ
+

−
�

。 

引理 2.8 令 ( )2M  表示二阶复矩阵全体， ( ) { }2
1 2, \ 0c c c= ∈ 且 1 2c c≠ ，则存在矩阵 ( )2,A B M∈ 

使得 [ ]( ) [ ]( ), ,c cA B B A
ξ ξ
≠W W 。 

证明：反证法。假设对于任意 ( )2,A B M∈  ， [ ]( ) [ ]( ), ,c cA B B A
ξ ξ
=W W 均成立。取

1 1
0 1

A  
=  
 

，

2 0
1 1

B  
=  
 

，则 

[ ] 3 2 1 2
,

1 1 2
A B

ξ

ξ ξ
ξ ξ

− − 
=  − − 

， [ ] 2 3 2
,

1 2
B A

ξ

ξ ξ
ξ ξ

− − 
=  − − 

。 

由假设知 [ ]( ) [ ]( ), ,c cA B B A
ξ ξ
=W W 和命题 2.4 知二者的短轴长相等，故 

2 2 2 2 2 23 2 2 1 2 1 2 3 2 2 1ξ ξ ξ ξ ξ ξ− + − + − = − + − + − ， 

该式蕴涵 1ξ = 。 

另一方面，取
1

0 1
i

A  ′ =  
 

，由于 
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[ ] 2 1 2 1 2
,

1 1 2
i i

A B
iξ

ξ ξ
ξ ξ

+ − − 
=  − − 

， [ ] ( )2 2 1 2
,

2
i i

B A
iξ

ξ ξ
ξ ξ

− + − 
=  − − 

， 

利用假设 [ ]( ) [ ]( ), ,c cA B B A
ξ ξ

′ ′=W W ，同理可得 

( ) 22 2 2 2 22 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2i i i i i iξ ξ ξ ξ ξ ξ+ − + − + − = − + + − + − ， 

该式结合事实 1ξ = ，即蕴涵 ξ ∈ ，进而得到 { }1,1ξ ∈ − ，这与命题假设矛盾。因此定存在

( )2,A B M∈  使得 [ ]( ) [ ]( ), ,c cA B B A
ξ ξ
≠W W 。 

3. 保持 ξ-Lie 积的 c-数值域的映射刻画 

下面给出本文主要定理。 
定理  若 ( ) { }1, , \ 0n

nc c c= ∈�  满足 1 0nc c+ ≠ ，非零分量 ic 全不相等且 1 0n
ii c

=
≠∑ ，假设

( ) ( ): n nM Mφ →  是满射，则φ 保持算子ξ -Lie 积的 c-数值域，即满足 

[ ]( ) ( ) ( )( ), ,c cA B A B
ξ ξ

φ φ=   W W ， ( )( ), nA B M∈   

的充分必要条件是存在酉矩阵 ( )nU M∈  以及常数 { }1,1η∈ − 使得 ( )T UTUφ η ∗= 对所有 ( )nT M∈  成立。

可以看到，当 ( )1,0, ,0c = � 时，可以得到保持算子ξ -Lie 积的数值域的形式，有以下结论。 
推论 若 ( ) ( ): n nM Mφ →  是满射，则φ 保持算子ξ -Lie 积的数值域，即满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )AB BA A B B Aξ φ φ ξφ φ− = −W W ， ( )( ), nA B M∈   

的充分必要条件是存在酉算子 ( )nU M∈  以及常数 { }1,1η∈ − 使得 ( )T UTUφ η ∗= 对所有 ( )nT M∈  成立。 
下面给出定理的证明。 
证明：显然充分性成立，我们仅需要证明必要性，我们由以下 4 个断言完成必要性的证明。假设

( ) ( ): n nM Mφ →  是满射满足 [ ]( ) ( ) ( )( ), ,c cA B A B
ξ ξ

φ φ=   W W 对于任意 ( ), nA B M∈  成立。 
断言 1 φ 是单射。 
若 ( ), nA B M∈  满足 ( ) ( )A Bφ φ= ，则有 

[ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]( ), , , ,c c c cA x x A x x B x x B x x
ξ ξξ ξ

φ φ φ φ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗      W W W W ， 

对于任意向量 nx∈ 成立。 

由命题 2.1(7)和引理 2.7，有 ( ) ( )1 11 , 1 ,
2 2

n nc c c cAx x Bx xξ ξ
+ +

− = − ，因此，可以得到 , ,Ax x Bx x=

成立对于所有 nx∈ ，那么得 A B= 。 
断言 2 存在空间分解 ( )nM E F= + 使得 ( ) ( )2 3I I Iφ = + − 。 
由定义，我们有 

( ) [ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
11 , , 1n

i c c ci c I I I I I
ξ ξ

ξ φ φ ξ φ
=

− = = = −  ∑ W W W ， 

由于 1 0n
ii c

=
≠∑ ，可以得到 ( )2I Iφ = 。由[16]定理 1.1，存在空间分解 ( ) ( )nM N N E F= ⊕ ⊕ ⊕ 使得

( ) ( )1
2 3

10
I R

I I I
I

φ
 

= ⊕ ⊕ − − 
，其中 : , , 0R N N Rx x→ > 对于任意向量 x N∈ 成立。 

如果 dim 2N ≥ ，令 1 1 2Rx ax bx= + ，其中 1 2,x x 是 N 中相互正交的单位向量，则 0, 0a b> ≥ 。如果

[ ] [ ]1 2 1 2, \ ,N x x N x x = ⊕  ，则在空间分解 ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,nM x x x x x x x x E F⊥ ⊥= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ 下，有 
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( ) ( )2 3

1

1

1 0 0 0
0 1 * 0 *
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 * *
0 0 0 0 0

a b
b

I I I

I
I

φ

 
 
 
 −

= ⊕ ⊕ − 
− 

 ′−
  ′− 

， 

其中 [ ]1 21 1 \ ,|N x xI I′ = 。令 1 0
0 0

0 0
Y

Y  
= ⊕ ⊕ 
 

，其中 1 2
1

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

b b
Y

 
 
 =
 
 
 

， 1 2,b b ∈。由于φ 是满射，则存在

( )nX M∈  使得 ( )X Yφ = ，因此 

( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )( ) ( ), , , ,c c c c c cA I Y I X X I Y I B
ξξ ξξ

φ φ = = = = =    W W W W W W ，          (3) 

通过计算可得 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 1
1

0 0 0 0
0 1 0 1

, 0 0,
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

T b b ab bb
A I Y T

ξ

ξ ξ ξ ξ
φ

 
 − + − −   = = ⊕ ⊕ =         
 

， 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1
2

0 0 0 0
0 1 0 1

, 0 0,
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

T b ab b bb
B Y I T

ξ

ξ ξ
φ

 
 − − +   = = ⊕ ⊕ =         
 

。 

显然 1T 和 2T 都是秩一矩阵。由命题 2.3和等式(3)可知 ( )c AW 是一个中心为原点，短轴长为
( )1

2
nc c A−

的椭圆，同理 ( )c BW 也是一个中心为原点，短轴长为
( )1

2
nc c B−

的椭圆，所以 

A B= 。 

即 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2
1 2 1 1 1 1 2 11 1 1 1b b ab bb b ab b bbξ ξ ξ ξ ξ ξ− + + − + = − + − + + ， 

意味着有 

( ) ( )2 22 2
2 1 1 1 2 11 1b ab bb ab b bbξ ξ ξ ξ+ − + = − + +  

成立对于任意 1 2,b b ∈。 

由于 1ξ ≠ − ，令 1
2 1, 0

1
abb bξ
ξ

= ≠
+

，就有 

2 2 2 21b a bξ ξ= − + ，                                (4) 

令 1
2 1, 0

1
abb b
ξ

= ≠
+

，有 
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2 2 2 21 a b bξ ξ− + = ，                                   (5) 

合并等式(4)和等式(5)，我们有
2 21 0aξ− = ，与 0a > 和 1ξ ≠ 矛盾，因此 dim 1N ≤ 。 

如果 dim 1N = ，令 ( ) ( )2 3

1
, 0

0 1
a

I I I aφ
 

= ⊕ ⊕ − > − 
，取 ( )1

3

0
0 0

0 n

b
Y M

b
 

= ⊕ ⊕ ∈ 
 

 ，由于φ 是满

射，存在 ( )nX M∈  使得 ( )X Yφ = 和 ( )( ) ( )( ), ,c cI Y Y I
ξ ξ

φ φ=      W W ，记 

( ) ( )
( )

1 3 1
1

3 3

1
, 0 0

1
b ab ab

A I Y S
b abξ

ξ ξ
φ

ξ ξ
 − + − 

= = ⊕ = ⊕     − + − 
， 

和 

( ) ( )
( )

1 3 1
2

3 3

1
, 0 0

1
b ab ab

B Y I S
b abξ

ξ ξ
φ

ξ
 − − 

= = ⊕ = ⊕     + 
。 

注意到对于任意 ( )nT M∈  ，若 ( )1 1 20,T T T M= ⊕ ∈  ，由命题 2.5 和命题 2.6 知，存在 1 2c ∈ ，
2 2nc −∈ 和置换矩阵 P 满足 ( )1 2,

t tc c P c P= 使得 ( ) ( ) ( ){ } ( )1 2 11 10c c c c
T T T= + =∪W conv W W W 。应用该结

论到矩阵 ,A B 中，则存在 1 1 2,A Bc c ∈ 使得 ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2,A Bc cc c
A S B S= =W W W W ，其中 ( )1

1 2,A A Ac c c= 和

( )1
1 2,B B Bc c c= 的分量来自 c 的分量 1, , nc c� 。矩阵 1S 和 2S 的特征方程都为 

( )( ) ( )2
1 3 3 1 31 2 0b ab ab b abλ ξ λ ξ− − + − + = ， 

由命题 2.5 有，设 1S 和 2S 的特征值为 1 2,λ λ ， ( ) ( )1 1Ac c
A S=W W 是以 1 1 2 2

A Ac cλ λ+ 和 1 2 2 1
A Ac cλ λ+ 为焦点

的椭圆， ( ) ( )1 2Bc c
B S=W W 是以 1 1 2 2

B Bc cλ λ+ 和 1 2 2 1
B Bc cλ λ+ 为焦点的椭圆。由于 ( ) ( )c cA B=W W ，我们可

以得到 1 1 2 2,A B A Bc c c c= = ，记作 1 2,c c′ ′。由命题 2.5，有下面等式 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 22 2
1 3 1 3 3 1 3 1 3 31 1 1 1b ab ab b ab b ab ab b abξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− + + + + + = − − + + + + ， 

化简得 

( )( ) ( )( )2 22 2
1 3 1 1 3 12Re 1 2Re 1ab b a b ab b a bξ ξ ξ ξ− + = − − + ， 

其中 1 3,b b ∈。特别地，取 1 3
1 , 1b b
a

= = ，有 1ξ = ；取 1 3
1 1,b b
a ξ

= = ，再结合 1ξ = ，可得 1ξ = ，矛盾。 

因此 dim 0N = ，进而存在空间分解 ( )nM E F= + 使得 ( ) ( )2 3I I Iφ = ⊕ − 。 
断言 3 φ 双边保厄米特。 

由断言 2，存在空间分解 ( )nM E F= + 使得 ( ) 2

3

0
0
I

I
I

φ
 

=  − 
，如果 dim 0E = 或者 dim 0F = ，则

( )I Iφ = ± 。取 X 是厄米特矩阵满足 ( )X Yφ = 也是厄米特矩阵，因此 

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( )1 , , 1c c c cX X I Y I Y
ξ ξ

ξ ξ− = = ± = ± −W W W W ， 

可以得到 ( ) ( )c cX Y= ±W W 。由命题 2.1(5)知 Y 是厄米特矩阵，因此，φ 保持厄米特。由于φ 是双射，

所以φ 双边保厄米特。 

现在假设 dim 1E ≥ 且 dim 1F ≥ ，取 S 是厄米特矩阵满足 ( ) 1 2

3 4

R R
S R

R R
φ

 
= =  

 
，由 

[ ]( ) ( )( ), ,c cS I R I
ξ ξ

φ=   W W 得 
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( )
1 2

3 4

1
1

1
1

c c

R R
S

R R

ξ
ξ

ξ
ξ

+ − − =
 +

− − 

W W ， 

由命题 2.1(5)，知
1 2

3 4

1
1

1
1

R R

R R

ξ
ξ

ξ
ξ

+ − − 
 +

− − 

是厄米特矩阵，因此 1 1 4 4 2 3
1 1, ,
1 1

R R R R R Rξ ξ
ξ ξ

∗ ∗ ∗+ +
= = − =

− −
。 

另一方面，存在矩阵空间分解 ( ) [ ] [ ]1 2 1 2, ,nM e e e e ⊥= ⊕ 成立对于任意单位向量 1 2,e E e F∈ ∈ 。在该

分解下， ( )
1 0
0 1

I Tφ
 

= ⊕ − 
，其中

[ ]1 2

2
,

|
e e

T I ⊥= 。令
0 1
1 0

Y T 
= ⊕ 
 

，由于φ 是满射，那么存在矩阵 X 使

得 ( )X Yφ = ，利用 [ ]( ) [ ]( ), ,c cX X Y Y
ξ ξ
=W W ，可以得到 ( ) ( ) { }2 2

1
n

c c iiX Y c
=

= = ∑W W 。由于 1 0n
ii c

=
≠∑ ，

有 2X pI= ，那么 X 就是二次算子，它的特征值为
1
p
和

1
p

− 。沿用命题 2.4 的记号此时有
1 1,a b
p p

= = − ，

由此得出对于任意 { }1, ,j t∈ � ，由命题 2.5 ( )c XW 是 t 个焦点为 ( ) ( )1 1 2 1
1 1

j n j j n jc c c c c c
p p− + − +

 ′ ′− − − 
 

的椭

圆盘以及单点集{ }1
n t

jj t c−

= +∑ 的实数倍的和 { }( )1, ,j t∈ � 。 

此外，利用 [ ]( ) ( )( ), ,c cX I Y I
ξ ξ

φ=   W W ，有 

( ) ( )c cX T=W W ，                            (6)

 

其中，
[ ] ( )

1 2
1 2 1 2,

10
1

| ,
1 0
1

e e
T I T T T M

ξ
ξ

ξ
ξ

⊥

+ − − = ⊕ = ⊕ ∈
 +
 − 

 。 

由命题 2.5 和命题 2.6，有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
2

1 2 1 1
n

c iic c c
T T T T e−

=
= + = +∑W W W W ，其中 ( )1 2

1 2,c c c′ ′= ∈ ，

( )2 2
1 2, , n

nc c c −
−′′ ′′= ∈�  ， ( )1 2, tc c c P= ，P 是置换矩阵。易得 ( )1 1c

TW 是以 ( )1 2
1
1

c c i ξ
ξ

+′ ′± −
−

为端点的线段。

进而，利用命题 2.1(3)知， ( )c TW 也是包含端点为
2

i 1

1
1

n
ii cξ

ξ
−

=

 + ′′± + − 
∑ 的线段。结合(6)得， ( )c XW 退化为

实轴上的一条线段，从而使得
1
1

iξ
ξ

+
∈

−
。再由 2 3

1 1
1 1

R Rξ ξ
ξ ξ

∗+ +
− =

− −
，我们可以得到 2 3R R∗= ，因而φ 是双

边保厄米特的。 
断言 4 存在酉矩阵 ( )nU M∈  和常数 { }1,1η∈ − 使得 ( )A UAUφ η ∗= 对于任意 ( )nA M∈  成立。 
用 nH 表示 n 阶厄米特矩阵全体组成的集合，由断言 3 可知， : n nH Hφ → 是满射且对于任意 , nA B H∈  

有 [ ]( ) ( ) ( )( ), ,c cA B A B
ξ ξ

φ φ=   W W 成立，可得存在一个 n 阶酉矩阵或共轭酉矩阵 ( )nU M∈  和常数

{ }1,1η∈ − 使得 

( )A UAUφ η ∗=                                       (7) 

对于任意 nA H∈ 成立。其中共轭酉矩阵的情形只出现在 dim 2H = 的情形。现取 ( )nA M∈  ，若 U

是酉矩阵，由命题 2.1(1)可得，对于任意向量 nx∈ ，都有 
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[ ]( ) ( )( ) ( )( ), , ,c c cA x x A Ux xU U A U x x
ξ ξ ξ

φ η η φ∗ ∗   ⊗ = ⊗ = ⊗   W W W  

成立。再由引理 2.7 和 1ξ ≠ ，可以得到 ( ), ,Ax x U A Ux xη φ∗= 对于任意向量 nx∈ 成立，意味着

( )A U A Uη φ∗= ，因此 ( )A UAUφ η ∗= 对于任意 ( )nA M∈  成立。 
为了证明定理成立，仍需验证 U 是共轭酉矩阵的情形不发生。此时， dim 2H = 。此外，对任意

( )nA M∈  及任意向量 nx∈ ，再次利用命题 2.1(1)与等式(7)，得 

[ ]( ) ( )( ) ( ), , ,c c cA x x A Ux xU x x U A U
ξ ξ ξ

φ η η φ ∗∗ ∗   ⊗ = ⊗ = ⊗     
W W W 。 

注意到任意二阶矩阵 X 的数值域中心是 ( )1 2 1 ,
2

c c Ax xξ
+

− ，计算上面等式两边的数值域中心，可

得 

( ) ( ) ( )1 2 1 21 , 1 ,
2 2

c c c cAx x U A Ux xξ ξ η φ ∗∗+ +
− = −  

对任意 nx∈ 成立。此式蕴涵 ( )A U A Uη φ ∗∗= ，即 ( )A UA Uφ η ∗ ∗= 对任意 ( )nA M∈  成立。进而得到 

[ ]( ) ( ) [ ]( ), , ,c c cA B UA U UB U B A
ξ ξξ

η η∗ ∗ ∗ ∗ = = W W W  

对任意 ( ), nA B M∈  成立。这与引理 2.8矛盾，故此情形不发生，证毕。                          □ 

4. 总结 

本文所研究的问题属于算子代数上的保持问题，具体说来是对保持数值域以及广义数值域的各类映

射的刻画。本文主要结果是给出有限维 Hilbert 空间上有界线性算子全体组成的代数上一类保持算子 ξ-Lie
积的 c-数值域的满射形式。在主要定理的证明过程中，命题 2.6 起着非常重要的作用，但是在无限维情

形下，该定理是不成立的，因而本文只考虑有限维的情形。此外由于 c-数值域中 c 向量取值的任意性，

所以对于全部的 c，给出保持算子 ξ-Lie 积的 c-数值域的满射的完全刻画是很不容易的，而且猜想对于不

同类型的 c, 映射形式也是不统一的。所以在定理结论中对 c 向量加了一定的条件，这也是后面研究中考

虑改进的方面。之后我们会对无限维 Hilbert 空间上的算子的 c 数值域进行更多研究，获得更多的有关性

质，同时改进证明的方法，争取给出无限维情形下，相关保持问题的结论。 
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