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摘 要

对给定的边染色图 G，如果图 G 的每条边颜色都不一样，则称图 G 是彩虹的。Anti-Ramsey
数 AR(K,F ) 是最大的正整数 k，使得图 K 的任意 k-边染色中，图 K 不包含族 F 中任意的

彩虹图。近些年来，图的 anti-Ramsey 数吸引了很多图论学者的关注，其中平面图中图的 anti-
Ramsey 数得到了深入的研究。Jiang 和 West 研究了 k 条边的树在完全图上的 anti-Ramsey
数，而 k 条边的树在平面图中的 anti-Ramsey 数的结论不多。在本文中，我们研究了 k 条边的

树在极大外平面图中的 anti-Ramsey 数，得到了它的上下界。
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Abstract

Given a edge-colored graph G, if each edge of G is unique in color, then the graph G is
a rainbow graph. The Anti-Ramsey number AR(K,F ) is the largest positive integer
k such that in any k-edge-colored graph K, the graph K contains no rainbow graph
in the family F . In recent years, the anti-Ramsey number of graph has attracted the
attention of many scholars, and the anti-Ramsey numbers for graphs in planar graph
has been deeply studied. Jiang and West studied the anti-Ramsey number of trees
with k edges in complete graph, while few conclusions were drawn on the anti-Ramsey
number of trees with k edges in planar graph. In this paper, we study the anti-Ramsey
number of trees with k edges in maximal out-planar graph and get its upper and lower
bounds.
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1. 引言

如果一个边染色图 G 的每一条边的颜色是不同的, 那么我们称图 G 是彩虹的. 对于给定的图
K 和图族 F , 使得边染色图 G 中不存在族 F 中的彩虹子图的最大颜色数, 定义为 F 在图 G 中

的 anti-Ramsey 数, 记作 AR(K,F ).

Anti-Ramsey 数最早由 Erdős 等人 [1] 在 20 世纪 70 年代提出, 揭示了图在完全图中的
anti-Ramsey 数与图的 Turán 数密切相关, 并考虑了当 k ≤ 6 时, 圈在完全图中的 anti-Ramsey
数的结论. 后来, 该问题由 Montellano-Ballesteros 等人 [2] 完全解决. 之后, 以完全图为母图的
anti-Ramsey 数被广泛研究, 如路 [3], 团 [4], 圈 [5–7], 匹配 [4, 7–9], 森林 [10,11] 等图在完全图中的
anti-Ramsey 数. 近二十年来, 对于 anti-Ramsey 数的研究开始以一些特殊的图类作为母图, 比如:
完全二部图 [12–14], 平面图 [15–17] 等.

关于 k 条边的树的 anti-Ramsey 数的研究并不多. 最早出现在 Jiang 和 West [18] 的结论中,
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他们确定了 k 条边的树在完全图 Kn 中的 anti-Ramsey 数. 之后, Jin 和 Li [14] 考虑了其在完全二
部图中的 anti-Ramsey 数. 最近, Zhang 和 Dong [19] 给出了一个公式来刻画 k 条边的树在完全多

部图上的值. 同时给出了当 max{2, n− 3} ≤ k ≤ n− 1 以及 4n−2
5

≤ k ≤ n− 1 时具体的值, 当 k 很

小的时候, 很难计算出其具体的值. 在本文中, 我们考虑母图是极大外平面, 给出了 k 条边的树在其

上的 anti-Ramsey 数的范围.

为了方便叙述本文的主要结论, 下面给出需要用到的定义和符号. 给定一个图 G, V (G) 表示图

G 的顶点集, E(G) 表示图 G 的边集. 对于任意两个顶点 u, v ∈ V (G), 边 e ∈ E(G), 若 e = uv, 则
称顶点 u 和 v 是相邻的, 并称顶点 u 或 v 与边 e 是关联的. 对于图 G 和 H, 若满足 V (H) ⊆ V (G)

和 E(H) ⊆ E(G), 则称 H 是图 G 的一个子图, 记作 H ⊆ G. 若 V (H) = V (G), 则称 H 是 G 的生

成子图. 此外, 若 H 是图 G 的一个子图, F1, F2 分别是图 H 的两个分支, 其中点 x ∈ F1, y ∈ F2,
如果 xy ∈ G, 那么称 F1 与 F2 在 G 中是相邻的.

Tk 表示 k 条边的树, F 表示为所有 k 条边的树的集合. 图 G 的分支匹配是指: 令图 G 为

极大外平面图 Mn 的生成子图, 且 F1, F2, · · · , Fs 分别是 G 的分支. 构造图 G∗, 使得 V (G∗) =

{F1, F2, · · · , Fs}, 其中 FiFj ∈ E(G∗) 当且仅当存在点 u ∈ V (Fi), v ∈ V (Fj), 满足 uv ∈ E(Mn). 给
定图 G∗ 的最大匹配 I. 若 FiFj ∈ I, 称分支 Fi 与 Fj 匹配成功. 若 Fi 是 I 未饱和的, 则称分支 Fi

为孤立分支. 接着上述定义, 我们进一步给出如下定义. 假设 Fi 与 Fj 匹配成功. 若 Fi 与 Fj 在 G

中均为孤立点, 则称 Fi 与 Fj 为孤立点匹配分支. 否则称为非孤立点匹配分支.

2. 极大外平面图中 k 条边的数的范围

令 Mn 是一个阶数为 n 的极大外平面图.
Theorem 2.1. k ≥ 4, n ≡ c (mod k),

f(k) =

{
(2k − 5) ⌊n/k⌋+ 1, 0 ≤ c ≤ 2,

2n− 5 ⌊n/k⌋ − 4, 3 ≤ c ≤ k − 1.

f(k) ≤ AR(Mn,Fk) ≤ 2n− 6n
2k−1

.

证明: 首先我们证明下界. 令 Mn 是一个阶数为 n 的极大外平面图且对 Mn 进行如下边染色,

情形 1. c = 0.

令 Mn 是一个阶数为 n 的极大外平面图, 设边集 E(Mn) = E(Cn) ∪ {xixi+2,

xixi+3, · · · , xixi+k−2|i = (t− 1)k + 1, t ∈ [n/k]} ∪ {xnxj−1, xnxj , xnxj+1|j = tk, t ∈ [n/k − 1]}.

将 xixi+2, xixi+3, · · · , xixi+k−2染不同的颜色,其中 i = (t−1)k+1, t ∈ [n/k]. 将 xjxj+1 · · ·xj+k−2

染新的不同的颜色, 其中 j = (t − 1)k + 1, t ∈ [n/k]. 剩下的边用新的同一种颜色染. 以上构造
了 Mn 的 ((2k − 5)n/k + 1)-边染色, 且这种边染色不包含彩虹的 k 条边的树, 因此下界成立.

情形 2. 1 ≤ c ≤ 2.

令 Mn 是一个阶数为 n 的极大外平面图, 设边集 E(Mn) = E(Cn) ∪ {xixi+2,

xixi+3, · · · , xixi+k−2|i = (t− 1)k+1, t ∈ [⌊n/k⌋}]∪{xnxj−1, xnxj , xnxj+1|j = tk, t ∈ [⌊n/k⌋− 1]}∪
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{xnxk⌊n/k⌋−1, xnxk⌊n/k⌋}.

将 xixi+2, xixi+3, · · · , xixi+k−2 染不同的颜色, 其中 i = (t− 1)k+ 1, t ∈ [⌊n/k⌋]. 将 xjxj+1 · · ·
xj+k−2 染新的不同的颜色, 其中 j = (t− 1)k + 1, t ∈ [⌊n/k⌋]. 剩下的边用新的同一种颜色染. 以上
构造了 Mn 的 ((2k − 5) ⌊n/k⌋+ 1)-边染色, 且这种边染色不包含彩虹的 k 条边的树, 因此下界成
立.

情形 3. 3 ≤ c ≤ k − 1.

令 Mn 是一个阶数为 n 的极大外平面图, 设边集 E(Mn) = E(Cn) ∪ {xixi+2,

xixi+3, · · · , xixi+k−2|i = (t − 1)k + 1, t ∈ [⌊n/k⌋]} ∪ {xnxj−1, xnxj , xnxj+1|j = tk, t ∈ [⌊n/k⌋]} ∪
{xk⌊n/k⌋+1xk⌊n/k⌋+3, xk⌊n/k⌋+1xk⌊n/k⌋+4, · · · , xk⌊n/k⌋+1xn−1}.

将 xixi+2, xixi+3, · · · , xixi+k−2 染不同的颜色, 其中 i = (t− 1)k+1, t = [⌊n/k⌋]. 将 xjxj+1 · · ·
xj+k−2 染新的不同的颜色, 其中 j = (t− 1)k + 1, t = [⌊n/k⌋]. 同时将 xk⌊n/k⌋+1xk⌊n/k⌋+3,

xk⌊n/k⌋+1xk⌊n/k⌋+4, · · · , xk⌊n/k⌋+1xn−1 以及 xk⌊n/k⌋+1xk⌊n/k⌋+2···xn−1
染不同的颜色. 剩下的边用新

的同一种颜色染. 以上构造了 Mn 的 (2n− 5 ⌊n/k⌋ − 4)-边染色, 且这种边染色不包含彩虹的 k 条

边的树, 因此下界成立.

为了证明上界，我们只需证明 Mn 的任意
(
2n− 6n

2k−1
+ 1

)
-边染色都包含彩虹的 k 条边的树.

假设存在一个边染色 c 使得 Mn 不包含彩虹的 k 条边的树且 |c| = 2n− 6n
2k−1

+ 1. 设 G 是 Mn 的

一个代表子图, 显然 |V (G)| = n , |E(G)| = 2n− 6n
2k−1

+ 1.

我们令 F1, F2, · · · , Fs为G的分支, s为G的分支数. 因为G中不存在 k条边的树,则G的每一

个分支的阶数小于等于 k. 对于任意在Mn 中相邻的两个分支 Fi, Fj ,设 |V (Fi)| = n1, |V (Fj)| = n2.
假设 n1 = n2 = k. 由于 Fi, Fj 是两个在 Mn 中相邻的分支, 则存在 x′ ∈ V (Fi), y

′ ∈ V (Fj), 有
x′y′ ∈ E(Mn). 由于 x′y′ /∈ E(G), 那么一定存在一条边 e′ ∈ E(G) 且 c(x′y′) = c(e′). 我们发现
G− e′ + x′y′ 中存在 k 条边的树, 矛盾. 因此 n1 + n2 ≤ 2k − 1.

接下来我们将图 G 进行分支匹配. 假设: (1) 存在 m1 对是孤立点匹配分支. (2) 存在 m2 对非

孤立点匹配分支, 且每对匹配的分支的顶点数之和小于等于 k, 我们设 m2 对非孤立点匹配分支顶

点数之和是 n2. (3) 存在 m3 对非孤立点匹配分支, 且每对匹配的分支的顶点数之和大于等于 k+1,
我们设 m3 对非孤立点匹配分支顶点数之和是 n3. (4) 存在 m4 个孤立分支 Fi1, Fi2, · · · , Fil 没有匹

配, 且 |V (Fi1)|+ |Fi2|+ · · ·+ |Fil| = n4.

我们容易得到 s = 2m1 + 2m2 + 2m3 + m4, n = 2m1 + n2 + n3 + n4, m2 ≥ ⌈n2/k⌉, m3 ≥
⌈n3/(2k − 1)⌉.

Claim 1任意两个在Mn中相邻的分支 Fi, Fj ,令 |V (Fi)| = n1, |V (Fj)| = n2. 如果 3 ≤ n1+n2 ≤ k,
那么 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 5.

因为 Fi, Fj 是极大外平面图 Mn 的分支, 若 n1 = 1, 即 Fi 为孤立点分支, 则 |E(Fi)| =

2n1 − 2 = 0. 因为 3 ≤ n1 + n2 ≤ k, 所以 2 ≤ n2 ≤ k − 1. 由于 Fj 是极大外平面图上的分支, 我们
有 |E(Fj)| ≤ 2n2 − 3. 因此 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2n2 − 3 = 2(n1 + n2)− 5.

若 n1 ≥ 2, 由于 Fi 是极大外平面图 Mn 的分支, 则 |E(Fi)| ≤ 2n1 − 3. 假设 n2 = 1. 那么此时
与 n1 = 1 时的情况相同, 所以 n2 ≥ 2, 因此 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2n1 − 3+2n2 − 3 = 2(n1 +n2)− 6.
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综上, 我们有 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 5.

Claim 2 任意两个在 Mn 中相邻的分支 Fi, Fj , |V (Fi)| = n1, |V (Fj)| = n2. 如果 k+1 ≤ n1+n2 ≤
2k − 1, 那么 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 6.

由于 Fi, Fj 是两个在 Mn 中相邻的分支, 则存在 x ∈ V (Fi), y ∈ V (Fj), 有 xy ∈ E(Mn). 假设
Fi, Fj 中不存在割边. 由于 xy /∈ E(G), 那么一定存在一条边 e ∈ E(G) 且 c(xy) = c(e). 我们发现
在 G− e+ xy 中存在 k 条边的树, 矛盾. 因此 Fi, Fj 中至少存在一条割边.

假设 Fi, Fj 中存在一个孤立点分支 Fi. 因为 k + 1 ≤ n1 + n2 ≤ 2k − 1 且 |V (Fj)| ≤ k, 所
以 |V (Fj)| = n2 = k. 根据断言 1, 我们可以得到 |E(Fj)| ≤ 2k − 4. 因此 |E(Fi)| + |E(Fj)| ≤
2(n1 + n2)− 6 = 2k − 4.

假设 Fi, Fj 中不存在一个孤立点分支. 假设 n1 = 2. 因为 k + 1 ≤ n1 + n2 ≤ 2k − 1, 所以
k − 1 ≤ n2 ≤ k. 假设 n2 = k. 假设 Fj 中不存在割边. 由于 Fi, Fj 是两个在 Mn 中相邻的分支, 存
在 x1 ∈ V (Fi), y1 ∈ V (Fj), 有 x1y1 ∈ E(Mn). 由于 x1y1 /∈ E(G), 那么一定存在一条边 e1 ∈ E(G)

且 c(x1y1) = c(e1). 我们发现在 G− e1 + x1y1 中存在 k 条边的树, 矛盾. 所以 Fj 中至少存在一条

割边. 根据断言 1, 我们有 |E(Fj)| ≤ 2k − 4. 因此 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 7 = 2k − 3. 当
n2 = k − 1 时, 我们可以得到 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 6 = 2k − 4.

假设 3 ≤ n1 ≤ k. 因为 k + 1 ≤ n1 + n2 ≤ 2k − 1, 所以 3 ≤ n2 ≤ k. 由于 Fi, Fj 中至少存

在一条割边. 假设割边在 Fi 中. 我们得到 |E(Fi)| ≤ 2n1 − 4, |E(Fj)| ≤ 2n2 − 3. 因此我们有
|E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 7.

综上所述, 我们有 |E(Fi)|+ |E(Fj)| ≤ 2(n1 + n2)− 6.

根据上述的分析, 我们可以知道

|E(G)| ≤2n2 − 5m2 + 2n3 − 6m3 + 2n4 − 2m4

≤2n2 − 5 ⌈n2/k⌉+ 2n3 − 6 ⌈n3/(2k − 1)⌉+ 2n4 − 2m4

=2(n− 2m1)− 5 ⌈n2/k⌉ − 6 ⌈n3/(2k − 1)⌉ − 2m4

≤2n− 5 ⌈n2/k⌉ − 6 ⌈n3/(2k − 1)⌉

≤2n− 6n/(2k − 1) < 2n− 6n/(2k − 1) + 1,

矛盾. 因此上界成立.

综上所述, 定理 2.1 证明完毕.

3. 总结

本论文在 [14, 19] 的基础上深入研究了边染色图中 k 条边的树的 anti-Ramsey 数的问题, 考虑
了其在极大外平面图中的 anti-Ramsey 数. 本论文先通过极值染色的方法得到以极大外平面图为母
图的 k 条边的树的 anti-Ramsey 数的上界, 接着采用一种方法对图的分支进行配对, 通过分支的配
对以及极大外平面图的性质来计算图的边数, 从而得到矛盾证明上界, 最终得到定理成立. 由于 k
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条边的树在不同母图上的 anti-Ramsey 数的结论较少, 本论文的研究也为今后继续研究其它母图中
k 条边的树的 anti-Ramsey 数提供思路. 对于今后的研究方向主要是继续缩小 k 条边的树在极大外

平面图中 anti-Ramsey 数的范围, 以及其它母图中 k 条边的树的 anti-Ramsey 数.
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