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摘  要 

本文讨论一类具有规定信号浓度的趋化–流体耦合方程组解的性质。利用二维有界区域上的插值不等式

和边界上的逐点不等式，得到细胞密度和化学信号浓度梯度的联合估计，并结合算子半群理论，最终证

得该方程组的初边值问题存在整体有界的经典解。 
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Abstract 
In this paper, the properties of solutions to the chemotaxis-fluid system with prescribed signal 
concentration on the boundary are considered. By using the interpolation inequality in a two- 
dimensional bounded domain and a pointwise inequality on the boundary, the joint estimates to 
cell density and chemical signal concentration gradient are obtained, and combined with the op-
erator semigroup theory, it is shown that the initial boundary value problem of the chemotax-
is-fluid system exists a global and bounded classical solution. 
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1. 引言 

在自然界中，细菌种群的运动与其生存环境密切相关。特别地，周围环境中化学物质的代谢、液体

的流动以及空气–液体接触面的物质交换等对细菌种群运动的方向、速率和稳态行为有相当复杂的影响。

通过细致观察和分析悬浮液中好氧细菌的趋化运动现象，Tuval 等[1] 2005 年报告了一种有趣的“趋化抵

制效应”(chemotactic Boycott effect)机制，该机制说明悬浮液中细菌的集体运动可以提高种群的生存能

力，并得到如下趋化–流体耦合方程组 

( )
( )

( )

Δ , ,  0,
Δ , ,  0,

Δ ,      0, ,  0,

t

t

t

n n n nS c x t
c c c nf c x t

P n x tκ φ

+ ∇ = −∇ ∇ ∈Ω >
 + ∇ = − ∈Ω >
 + ∇ +∇ = + ∇ ∇ = ∈Ω >

u
u

u u u uu

⋅ ⋅
⋅

⋅ ⋅
            (1) 

其中 NΩ⊂  ，未知函数 n 表示细菌种群密度，c 表示化学信号浓度，u 和 P 分别表示流体速度场和相应

的标量压力，参数κ ∈刻画了非线性对流项的强度，S 表示趋化灵敏度函数并且可能依赖于变量 n，c
和 x 的取值。φ 和 ( )f c 分别表示给定的重力势函数和氧气消耗率。 

由于生物背景的多样性和重要性，许多学者致力于结合不同的生物背景研究方程组(1)在不同的初

边值条件下解的性质，并且已经取得了重大的进展。当 NΩ⊂  是一个边界光滑的有界区域，考虑方程

组(1)在 Neumann-Neumann-Dirichlet 边界条件下的初边值问题，即未知函数满足(υ 为边界 ∂Ω上的单位

外法向量) 
0, ,  0,0cn x t∇ ⋅ = = = ∈⋅ ∂Ω∇ >uυ υ .                         (2) 

当 1S ≡ 时，Winkler [2]已经证明 2N = 时方程组(1)经典解整体存在且唯一； 3N = 且 0κ = 时，方程

组(1)弱解整体存在。之后，模型(1)~(2)及其变体解的整体有界性、最终光滑性和大时间渐近行为等被广

泛研究[3] [4] [5] [6]。特别地，Painter 和 Hillen [7]发现细菌的趋化运动存在“体积填充”效应

(volume-filling effect)，此时趋化灵敏度函数 ( ), ,S S n c x= 满足代数衰减条件 ( ) ( ), , 1S n c x C n α−≤ + 。文献 

[8]基于该衰减条件证明得到 3N = 时，对任意的
1
6

α > ，模型(1)~(2)存在整体经典解。进一步地，文献[9] 

将文献[8]的指标范围提升到 0α > 。另外，当 2N = ，灵敏度函数 S 为矩阵值函数时，Cao [10]证得小初

值条件下，模型(1)~(2)有整体经典解。 
上述研究均是在 Neumann 信号边界条件下进行。然而，某些情况下，Dirichlet 信号边界条件更能反映

客观实际。由于氧气在空气中的扩散速率比在水中强，所以文献[1]的理论和数值分析都假定在空气–液体

接触面 (区域边界部分 )有一个固定的氧气浓度。因此，学者们开始考虑方程组 (1)在 Neumann- 
Dirichlet-Dirichlet 型边界条件 

( ) 0, , 0, ,  0n xS c cn c t∗∇ ⋅ = = = ∈∂Ω− >∇ uυ                      (3) 
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下解的性质。Wang 等[11] 2021 年证明 3N = 且 0κ = 时，方程组(1)在条件(3)下存在整体广义解。之后，

Tian 和 Xiang [12]在 2023 年讨论方程组(1)中 n∆ 被 ( )1mn n−∇ ∇⋅ 替换时，弱解的整体存在性。此外，文献

[13]中证明 2N = 时，若 ( ) ( )1
2

0 0 ∞Ω ΩL Ln c 足够小，则方程组(1)存在整体经典解。受上述工作的启发，本文

考虑如下一类边界上具有规定化学信号浓度的趋化–流体耦合模型 

( )( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0

Δ 1 , ,  0,
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Δ ,           0, ,

0      
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0
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−

−
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
 + ⋅∇ = − ∈Ω >
 = +∇ + ∇ ∇ ⋅ = ∈Ω >


+∇ − ∈∂Ω >


= = = ∈Ω

∇ ⋅ = =



=



u
u u

u

u

u u

uυ

            (4) 

解的整体存在性和有界性，其中 2Ω⊂  是一个具有光滑边界的有界区域，c∗ 是固定的非负常数，α 为大

于零的数，重力势函数φ 满足 ( )2,Wφ ∞∈ Ω 。另外，假定初始函数 ( )0 0 0, ,n c u 满足 

( )
( )
( )

0
0 0 0

1,
0 0 0

2, 2
0 0 0

, 0 0,

, 0 ,

; , 0 0.

n C n n

c W c c c

W

∞
∂Ω ∗

∞
∂Ω

 ∈ Ω ≥ ≡/
 ∈ Ω ≥ =
 ∈ Ω ∇ ⋅ = =u u u

且

且

且

                          (5) 

2. 局部存在性和预备引理 

为了处理模型(4)的非线性边界条件 ( )( ) 01 nn n cα−∇ ∇+− ⋅ =υ ，根据文献[14]中正则化处理方式 14]，
我们定义截断函数族 ( ) ( )0,1ε ε

ρ
∈

和函数 ( ) ( )0,1ε ε
χ

∈
分别满足 ( ) ( ) ( )00,1ε ε

ρ ∞
∈

⊂ ΩC ，0 1ερ≤ ≤ ， 1ερ →  ( 0ε → )
和 ( ) ( ) [ )( )00,1

0,ε ε
χ ∞

∈
⊂ ∞C ， 0 1εχ≤ ≤ ， 1εχ →  ( 0ε → )。令 

( ) ( ) ( ) ( ), : 1F x n x n n α
εε ερ χ −⋅ ⋅ += ， 

那么对任意的 ( )0,1ε ∈ ，模型(4)相应的正则化模型为 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

Δ , , ,  0,

Δ , ,  0,

0,     ,    0,
Δ ,              0, ,  0,
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φ

∗
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

+ ⋅∇ = − ∈Ω >

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∇ ⋅ = = =
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u

u
u u u

u
u u

υ
             (6) 

引理 1 [13] 假设(5)式成立， ( )2,Wφ ∞∈ Ω ，那么对任意的 ( )0,1ε ∈ ，模型(6)存在经典解 ( ), , ,n c Pε ε ε εu
使得 

)( ) ( )( )
) ( )( ) ( )( )

( ) ) ( )( ) ( )( )
)( )

1
2

0 2,1
max, max,

0 1, 2,1
1 max, max,

0 2,1 2
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1 0
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0, 0, ,
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q
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u



 

  

，

 

成立，其中 nε 和 cε 在 ( )max,0,T εΩ× 上均是非负的， ( )D A 的定义参见文献[15]。此外，如果 max,T ε < ∞ ，那 
么当 max,t T ε→ 时，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,, , ,ε ε ε∞ ∞ ∞Ω Ω Ω

⋅ + ⋅ + ⋅ → ∞u
L W L

n t c t t 成立。并且对任意的 ( )0,1ε ∈ 和 

( )max,0t T ε∈ , 有 
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( ) 0,n t nεΩ Ω
⋅ =∫ ∫ ， ( ) ( ) ( ){ }0, : max ,LL

c t M c cε ∞∞ ∗ΩΩ
⋅ ≤ =  

成立。 
引理 2 [16] 设 ( ), , ,n c Pε ε ε εu 是正则化模型(6)的经典解。对任意的 1p > 和 ( )max,0, ε∈t T ，存在常数

0C > ，有 ( ) ( )
,ε Ω
⋅ ≤u pL

t C 成立。 

引理 3 假设 2Ω⊂  是一个具有光滑边界的有界区域， 1q > ， 1γ > ， ( )2 1
2 1

qγθ
γ

≥ +
−

。则存在正常 

数 C 和 M，只要 ( )2Cϕ∈ Ω 且满足 0ϕ
∂Ω
= 和 ( )L Mϕ ∞ Ω

≤ ，那么不等式 

( ) ( )

( )
( )

2

2 1 2
1 2 2 1

θ

γ θ γ
θ γϕ ϕ ϕ

− −
− −

Ω Ω
∇ ≤ ∇ +q q

L L
C D C  

成立，其中 2D ϕ 表示ϕ 的 Hessian 矩阵。 
证明 根据文献[16]中的引理 2.7 和条件 ( )ϕ ∞ Ω

≤L M 可得结论成立。 

3. 经典解的整体存在性和有界性 

为证得模型(6)存在整体有界的经典解，还需要建立 nε 和 cε 更高的正则性估计。 
引理 4 设 ( ), , ,n c Pε ε ε εu 是正则化模型(6)的经典解。对任意的 0α > ， 1p > ， 1q > ， ( )0,1ε ∈ 和

( )max,0,t T ε∈ ，存在常数 0C > ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2, ,p qL L
n t c t Cε εΩ Ω

⋅ + ∇ ⋅ ≤  

成立。 
证明 在模型(6)第一个方程两端同乘 1pnε

− 并在Ω上积分，利用分部积分公式和条件 0uε∇ ⋅ = 有等式 

( ) ( )22 11 d 1 1
d

p p pn p n n n n c n
p t

α
ε ε ε ε ε ε ε ε ερ χ −− −

Ω Ω Ω
= − − ∇ + + ∇ ∇∫ ∫ ∫ ⋅  

成立，再由截断函数的性质和 Young 不等式可得 

( ) ( )2

2
223 1d 1

d

p
p pp

n n p p n c
t p

α
ε ε ε ε

−

Ω Ω Ω

−
+ ∇ ≤ − ∇∫ ∫ ∫ .                     (7) 

根据 Hölder 不等式，存在 1θ > 和 ( )1θ θ θ′ = − 使得当 

( )2 1p α θ ′− >                                       (8) 

时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
11

2 2221 1 ppp p n c p p n c θα θα θθ
ε ε ε ε

′−− ′
Ω Ω Ω

− ∇ ≤ − ∇∫ ∫ ∫                   (9) 

成立。应用 Gagliardo-Nirenberg 不等式和引理 1 的质量守恒式 ( ) 0,n t nεΩ Ω
⋅ =∫ ∫ ，存在常数 1 0C > 使得 

( )( ) 2

2 1
1 2

2
1 1

p

p
p p

pn C n C

α
θ

α θ θ
ε ε

−
−

′
′− ′

Ω Ω

 
≤ ∇ +  

 
∫ ∫                          (10) 

成立。接下来处理(9)式中 cε∇ 项，做变换 ĉ c cε ε ∗= − ，则 ˆ 0ε ∂Ω
=c 且满足 ( )ĉ c c cε ε ε∗∇ = ∇ − = ∇ ，

( )2 2 2ˆD c D c c D cε ε ε∗= − = ，根据引理 1 和引理 3 可得当 

( )1

1

1
2 1

qγ
θ

γ
≥ +

−
                                    (11) 
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时，有 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1 11 1
11

2

2 12 1 2 21
22 1 2 2 2 12 22 1

2 2 2 2
q q qq

L
c C c D c C C c D c C

γ θ γγ θ γ
θ θ γθ θ γ

ε ε ε ε ε

− −− −
− − −−

Ω ΩΩ
∇ ≤ ∇ + = ∇ +∫ ∫ ，   (12) 

其中 1q > ， 1 1γ > 和 2 0C > 。结合(9)，(10)和(12)式以及 Young 不等式可得当 

( )
( )

1 1

1

2 12 1 11 1
2 1

p
p p q

γ θ γα
θ θ γ

− −−  − − + <  − 
                       (13) 

时，对任意的 0 0η > 有 

( ) 2

2
22 2 22 2

0 01
p qpp p n c n c D c Cα

ε ε ε ε εη −−

Ω Ω Ω

 
− ∇ ≤ ∇ + ∇ +  

 
∫ ∫ ∫               (14) 

成立，其中常数 0 0C > 。由文献[17]中引理 5.7 可得对任意的 1q > 有 

( )

( )

2 22 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 2 3 4

2 1d
d

4 4 2

: .

q q q

q q q q

q
c c q c D c

t q

c cq c q c n c q c q c n c
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ε ε ε ε

ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ευ υ

−

Ω Ω Ω

− − −
∗Ω Ω ∂Ω ∂Ω

−
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∂ ∇ ∂
≤ ∇ + ∇ + ∇ − ∇

∂ ∂
= + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫u   (15) 

利用引理 2 和 Hölder 不等式，Gagliardo-Nirenberg 不等式，Young 不等式可得当 2r > 时，对任意的

1 0η > 有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

2
2 2

2 2 2 24

2 2 2

2 2

2 222 2
1

3 4 4

2 2

1 5 5

4 4 rr
r

r r
r r r

q q

LL L

q q q

L L L

q q

L L
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−
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Ω Ω

= ∇ ≤ ∇

 
≤ ∇ ∇ ∇ + ∇  

 

≤ ∇ ∇ + ∇ +

u u

                  (16) 

成立，其中常数 3C ， 4C 和 5 0C > 。再结合文献[17]中引理 5.9，做变换 ĉ c cε ε ∗= − 可得对任意的 2 0η >

有 

( )
( )

2

2 22 2 22
5 2 5 2

q q q

L
C c c D c C c cε ε ε εη η−

∗Ω ΩΩ
′∇ ≤ ∇ + −∫ ∫                 (17) 

成立，其中常数 ( )5 2 0C η′ > 。将(17)式代入(16)式并结合引理 2.1，存在常数 6 0C > 使得 
2 22 2 2

1 1 2 6
q qI c c D c Cε ε εη η −

Ω Ω
≤ ∇ ∇ + ∇ +∫ ∫                      (18) 

成立。之后，类似(14)式的构造，由 Hölder 不等式，Gagliardo-Nirenberg 不等式，引理 1，引理 3 和

Young 不等式可得当 

( ) ( )2

2

2 1 1
2 1

q qγ
µ

γ
− ≥ +

−
和

( )( )
( )

2 2

2

2 1 12 1 11 1
2 1
qp

p p q
γ µ γα

µ µ γ
− − − −

− − + <  − 
          (19) 

时，存在常数 7C ， 8C ， 9C 和 10 0C > 使得对任意的 3 0η > 有 
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   
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 

≤ ∇ + ∇ +  
 

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

               (20) 

其中 1µ > ，
1

µµ
µ

′ =
−

， 1p > ， 1q > ， 2 1γ > 。 

由文献[17]中边界上的逐点不等式(引理 5.8)和引理 5.10，结合引理 1 可得对任意的 4 0η > 有 
2 22 2 2

3 4 4 4 11
q qI I c c D c Cε ε εη η −

Ω Ω
+ ≤ ∇ ∇ + ∇ +∫ ∫ ，                 (21) 

其中常数 11 0C > 。利用文献[16]中的引理 2.8 可知存在满足(8)，(11)，(13)和(19)式的参数，因此联立(7)，
(14)，(15)，(18)，(20)和(21)式，存在常数 12 0C > 使得 

{ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 2 22 2 2 2

2 2 22 2 2
0 3 1 4 0 2 3 4 12

3 1 2 1d
d

p

p

q q qp

q q

p q
n c n c q c D c

t p q

n c c D c C

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε εη η η η η η η η

−

Ω Ω Ω Ω Ω

−

Ω Ω Ω

− −
+ ∇ + ∇ + ∇ ∇ + ∇

≤ + ∇ + + ∇ ∇ + + + + ∇ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
       (22) 

成立。由 ( )0,1,2,3,4i iη = 的任意性，可取
( )

0 1 2 3 4
2 1 1: min , ,

2
p q q
p q

η η η η η η
− −

= + + + + =  
 

，故整理

(22)式可得 

{ } 2

2 2 22 2 2 2
12

d 1 1
d 2

pq q qp p q qn c n c c D c C
t p qε ε ε ε ε ε

−

Ω Ω Ω Ω Ω

− −
+ ∇ + ∇ + ∇ ∇ + ∇ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .      (23) 

由 Gagliardo-Nirenberg 不等式和引理 1，存在常数 13 0C > ， 2

2

13
1

2

p
p pn n C

pε εΩ Ω

−
≤ ∇ +∫ ∫ 。再由文献[17]

中引理 5.9 和本文引理 1，存在常数 14 0C > ，
22 2 2 2

142
q qqc c D c Cε ε ε

−

Ω Ω
∇ ≤ ∇ +∫ ∫ 。因此整理(23)式可得 

( ) ( ) 2

2
2 2

15 12 13 14
d 1 :
d 2

pq qp p pn c n c n C C C C
t pε ε ε ε εΩ Ω Ω Ω Ω

−
+ ∇ + + ∇ + ∇ ≤ = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

令 ( ) 2: qpy t n cε εΩ Ω
= + ∇∫ ∫ ，则有 ( ) ( ) 15y t y t C′ + ≤ ，故 

( ){ }2 2
0 0 15max ,q qp pn c n c Cε εΩ Ω Ω Ω

+ ∇ ≤ + ∇∫ ∫ ∫ ∫ . 

引理 5 设 ( ), , ,n c Pε ε ε εu 是正则化模型(6)的经典解。对任意的 0α > ， ( )0,1ε ∈ 和 ( )max,0,t T ε∈ ，存在

常数 0C > ，有不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,, , ,
L W L

n t c t t Cε ε ε∞ ∞ ∞Ω Ω Ω
⋅ + ⋅ + ⋅ ≤u  

成立。 
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证明 结合引理 1 和引理 4，存在常数 1 0C > ，对任意的 1q > ， ( )0,1ε ∈ 和 ( )max,0,t T ε∈ 有 

( ) ( )1, 1,ε Ω
⋅ ≤qW

c t C 。若引理 4 中选取 3p > ，根据文献[14]的推论 3.4，存在常数 2 0C > ，使得 

( ) ( ) 2,
L

t Cε ∞ Ω
⋅ ≤u 。再由文献[18]引理 A.1 中 Moser 迭代方法，可得 ( ) ( )

,
L

n tε ∞ Ω
⋅ 有界。最后，根据文献[19]

中引理 3.7，可得 ( ) ( )1,,
W

c tε ∞ Ω
⋅ 有界。 

定理 1 假设 2Ω⊂  是具有光滑边界的有界区域， 0c∗ ≥ ，重力势函数 ( )2,Wφ ∞∈ Ω 和初值函数

( )0 0 0, ,n c u 满足(5)式。则对任意的 0α > ，模型(4)存在整体经典解 ( ), , ,n c Pu ，并且存在常数 0C > ，使得

对任意的 0t > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,, , ,
L W L

n t c t t C∞ ∞ ∞Ω Ω Ω
⋅ + ⋅ + ⋅ ≤u . 

证明 由引理 1 和引理 5，正则化模型(6)的经典解整体有界。根据文献[9]的引理 6.3，该经典解收敛

到原模型(4)的弱解，再由抛物型方程的 Schauder 理论，存在 ( )0,1β ∈ ，使得 

( )( )22 ,1 0,locn C
ββ+ +

∈ Ω× ∞ ， ( )( )22 ,1 0,locc C
ββ+ +

∈ Ω× ∞ ， ( )( )22 ,1 20, ;locC
ββ+ +

∈ Ω× ∞u   

成立。上述 n，c 和 u是模型(4)的整体有界的经典解。详细的证明过程请参见文献[19]中引理 4.2 和

文献[20]中引理 10.1。 

4. 结论 

本文讨论一类边界上具有规定信号浓度的趋化–流体耦合方程组解的性质。此前，当方程组中信号

浓度满足齐次 Neumann 边界条件时，通常采用构造能量泛函的方法进行一系列的先验估计。但由于本文

中信号浓度满足非齐次 Dirichlet 边界条件，处理边界项时会产生困难。因此，需要引入边界上的逐点不

等式，即文献[17]引理 5.8，获得所需的先验估计。进一步，借助 Moser 迭代方法、逼近理论和抛物型方

程的 Schauder 理论，证得二维情形下，边界上具有规定信号浓度的趋化–流体耦合方程组存在整体有界

的经典解。 
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