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Abstract 
The monotone bounded sequence has a limit, and it will be more helpful to master the knowledge 
if the examples given are easy to understand and accept. In this paper, we give a monotone in-
creasing sequence with upper bound consisting of the area and perimeter of a regular polygon 
within a unit circle and two monotone decreasing sequences with lower bound, and give a strict 
proof of monotone and boundedness of each sequence. 
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摘  要 

单调有界数列存在极限，如果给出的单调有界数列的例子容易理解和接受对大家掌握知识更有帮助。我
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们给出了单位圆内接正多边形的面积和周长组成的单调递增有上界数列，两个单调递减有下界的数列，

并给出了每个数列单调性和有界性的严格证明。 
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1. 引言 

在数学分析或高等数学中，单调有界数列是一类极限存在的数列，在给出单调有界定理后，课本上

给出的例子都是构造出来的数列，这些例子不容易被学生理解，如果能从学生已知且相对熟悉的实际问

题引出单调有界的数列，更容易使得学生理解和掌握定理的内容。文献[1] 36 页第 3 节中给出了数列极限

存在的条件，其中单调有界定理后面给出了三个例子，这三个例子中的数列均为单调递增有上界的。例

1 利用定理的结果判断出数列是收敛的，例子为， 

1 11 , 1.
2na

nα α α= + + + >
 

证明： na 收敛。例 2 除了判断出数列收敛以外还给出了数列的极限。即为，证明数列 

2 2 2 ,na = + + +  

收敛，并求其极限。第三个例子为，证明数列 

11 ,
n

nx
n

 = + 
 

                                       (1) 

极限存在。文献[2]第 68 页以公理的形式给出：单调有界数列存在极限。公理后面给了四个例子，其中一

个数列单调增加有上界，三个例子中的数列为单调减少有下界的情况。文献[3] [4]中都以准则 II 的形式

给出的，准则后面分别有两个例子和一个例子，其中有一个共同的例子和(1)相同。 
以上文献中的例子非常恰当，但由于例子没有给出现实的直观背景，难度似乎大了些，学生不好理

解。如果我们给出学生已知且熟悉的单调有界数列的例子，学生学习起来更加有兴趣，也会给学生一种

学以致用的感觉，并且会给学生信心，在后面的学习中再判断数列极限存在性的时候，就会快速想到单

调有界定理或准则 II。 

2. 四个单调有界数列 

为了使学生便于理解和接受单调有界数列存在极限这一定理，我们从四个大家熟悉的案例中找出了

四个单调有界的数列，并对数列的单调性和有界性给出了严格地证明。其中对第一和第二个引例的单调

性的证明用到了一定的不等式放缩技巧，也为大家学习和利用不等式放缩提供了一定的方法。 
引例 1 我国古代数学家刘徽利用圆内接正多边形来推算圆的面积–割圆术，我们给出了单位圆内接

正多边形的面积构成的数列 nS ，并证明了 nS 为单调增加有上界的数列，则可利用单调有界定理判断出数
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列存在极限。 
图 1 给出了圆内接正三角形和圆内接正四边形，其中正三角形 ABC∆ 的面积为三角形 AOB∆ 的面积的三 

倍，且圆心角 AOB∠ 弧度为
2
3
π
，则可得三角形 ABC∆ 的面积 3S 为 

3
3 2sin ,
2 3

S π =  
 

                                       (2) 

 

 
Figure 1. The circle is inscribed with an equilateral triangle and an equilateral quadrilateral  
图 1. 圆内接正三角形和圆内接正四边形 

 

图 1 正四边形的面积为三角形 AOB∆ 面积的四倍，且圆心角 AOB∠ 弧度为
2
4
π
，可求得正四边形的面

积为 

4
4 2sin .
2 4

S π =  
 

                                     (3) 

由(2)，(3)式和数学归纳法，可以得到圆内接正 n 边形的面积为 
2sin , 3,

2n
nS n

n
π = ≥ 

 
                                   (4) 

由(4)可得 

1
1 1sin sin sin .

2 1 2 1 2 1n
n nS

n n n+
+ 2π 2π 2π     = = +     + + +     

                      (5) 

方法 1 证明数列 nS 单调递增 
由(4)和(5)可得 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( )
( )

1
1sin sin sin

2 1 2 1

2 1 12cos sin sin
2 1 1 2 1

2 1 1cos sin
1 1 2 1

2 1 1cos sin
1 1 2 1

1cos sin ,
1 1 2 1

n n
nS S

n n n

nn
n n n n n

n
n

n n n n n

n
n n n n

n n n

+
 2π 2π  2π     − = − +      + +      
 + π −π 2π

= +  + + + 
 + π −π 2π

> +  + + + 
π +−π 2π

= +
+ + +

−π 2π 2π
> +

+ + +

                     (6) 
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要使得(6)式大于零，即为 

1 sin cos 0,
2 1 1 1n n n

2π π 2π
− >

+ + +
                             (7) 

(7)式可变形为 

sin1 1 11 tan 1,
1 1cos

1

n n nn
n n

n

2π
+ + 2π + 2π+ = > ⋅ =

2π2π 2π + 2π +
+

                      (8) 

由(6)，(8)可得 

1 0.n nS S+ − >                                      (9) 

由(9)可得数列 nS 为单调增加数列，且 sin
2 2n
n nS

n n
2π 2π

= < = π，所以 nS 单调增加有上界，可得数列 nS

存在极限。由重要极限
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，可求得 nS 极限为 

sin
lim sin lim .

22n n

n n
n

n
→∞ →∞

2π
2π

= π = π
π  

方法 2 证明数列 nS 单调递增 

令 ( ) sin , 3
2
xf x x

x
2π

= ≥ 。则 

( )

( )
2

3

1 sin cos ,
2

2 sin 0,

f x
x x x

f x
xx

2π π 2π′ = −

π 2π′′ = − <

                             (10) 

由(10)得 ( )f x′ 为单调递减函数，且由 

( ) 1 2 33 sin cos ,
2 3 3 3 4 6

f 2π π π π′ = − = +                           (11) 

( )lim 0,
x

f x
→∞

′ =                                    (12) 

由(11) (12)可得 ( ) [ )0, 3,f x x′ > ∈ +∞ 。所以， ( ) [ ), 3,f x x∈ +∞ 为单调递增的函数，即 nS 为单调递增

的数列。 
方法 3 证明数列 nS 单调递增 

令 ( ) [ ]sin , , 1 , 3
2
xf x x n n n

x
2π

= ∈ + ≥ 。则 ( )f x 满足拉格朗日(微分)中值定理的条件，可得 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 sin cos , , 1 ,
2

n nS S f n f n

f n nξ ξ
ξ ξ ξ

+ − = + −

2π π 2π′= = − ∈ +
                (13) 

而 ( )
2

3

2 sin 0f ξ
ξξ

π 2π′′ = − < ，所以 
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( ) ( ) 11 sin cos ,
2 1 1 1

f f n
n n n

ξ 2π π 2π′ ′≥ + = −
+ + +

                     (14) 

则(14)化为(6)，所以由方法 1 可得 1 0n nS S+ − > ，即 nS 为单调递增数列。 
方法 4 证明数列 nS 单调递增 

令 ( ) sin , 3
2
xf x x

x
2π

= ≥ 。则 

( ) 1 sin cos ,
2

f x
x x x
2π π 2π′ = −                             (15) 

当 [ ]3,4x∈ 时，由于 sin 0,cos 0
x x
2π 2π

> < ，则可得 ( ) 0f x′ > 。而 

1 sin
2 tan ,

cos

xx
x

x x

2π
2π

=
π 2π 2π

                                (16) 

当 ( )4,x∈ +∞ 时， 0,
2x

2π π ∈ 
 

，则可得 

2tan , 0, ,
2x x x

2π 2π π π > ∈ 
 

                              (17) 

由(15)，(16)，(17)可得 ( ) 0f x′ > 。 
所以当 3x ≥ ， nS 为单调递增数列。 
引例 2 圆内接正 ( )3n n ≥ 边形的周长所组成的数列 nl 为单调递增有上界的数列。我们可以求得 

2 sinnl n
n
π

= ，则 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( )
( )

1 2 sin sin 2sin
1 1

2 1
2 2cos sin 2sin

2 1 2 1 1

2 1
2 cos 2sin

2 1 2 1 1

2 12 cos 2sin
1 2 1 1

2 cos 2sin ,
1 1 1

n nl l n
n n n

n
n

n n n n n

n
n

n n n n n

n
n n n n

n n n

+
π π π − = − + + + 

 π + −π π
= +  + + + 

 π + π π
> − +  + + + 

π +π π
= − +

+ + +

π π π
> − +

+ + +

               (18) 

要使(18)大于零，即为 

2sin cos 0,
1 1 1n n n

π 2π π
− >

+ + +
                           (19) 

而 

2sin 1 11 tan 1.
2 1 1cos

1 1

n nn
n n

n n

π
+ π + π+ = > ⋅ =

π π π + π +
+ +

                    (20) 
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由(20)可得(19)成立.则可得数列{ }nl 为单调递增数列，而 

2 sin 2 2 ,n n
n n
π π
< = π                                   (21) 

由(21)可得数列{ }nl 为单调增加有上界的数列，可得极限为 

sin
lim 2 sin lim 2 2 .
n n

nn n
n

n
→∞ →∞

π
π
= = π

π  

引例 3 曲边三角形的面积。 
计算由曲线 2y x= 和直线 0, 1y x= = 围成的曲边三角形的面积 S，如图 2 所示。由于为曲边三角形， 

不能直接使用三角形面积公式计算其面积。我们用分点 ( )1 2 3 1, , , , , 1n n
n n n n

−
>

将区间 [ ]0,1 分为长度相等

的 n 个小段，以每个小段为底作矩形，包含在曲边三角形内，每个矩形宽为
1
n
，高分别为每个区间的右

端点对应的函数值，即为
2 2 2 21 2 3 1, , , , ,1n

n n n n
−       

       
       


，则这些小矩形面积之和，即台阶形面积为 

 

 
Figure 2. The relationship between the area of a curved triangle 
and the area of a stepped rectangle 
图 2. 曲边三角形的面积与台阶形矩形的面积之间的关系 

 

( )

( )

( )( )

22

2 2 2

22 2 2
3

3

11 1 2 1 1 11

1 1 2 3 1

1 2 1
,

6

n

n
s

n n n nn n n

n n
n
n n n

n

−
= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅

 = + + + + − + 

+ +
=




                            (22) 

即 

2

1 1 1 ,
3 2 6ns

n n
= + +                                         (23) 

则 1ns + 为 
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( ) ( )1 2

1 1 1 ,
3 2 1 6 1

ns
n n

+ = + +
+ +

                                (24) 

由(23) (24)可得 

( ) ( ) ( )

2

1 2 2 22

1 1 1 1 3 1 0,
2 1 2 66 1 1

n n
n ns s

n n nn n n
+

− − −
− = − + − = <

+ + +
                  (25) 

由(25)可得{ }ns 为单调递减数列，且满足
1
3ns > ， ns 即为单调减少有下界的数列，可以求得其极限

为 

2

1 1 1 1lim .
3 2 36n n n→∞

 + + = 
 

 

引例 4《庄子·天下篇》引用过一句话：“一尺之棰，日取其半，万世不竭”，其含义是：一根长

为一尺的木棒，每天截下一半，这样的过程可以无限制地进行下去，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. A foot of wood is cut in half 
图 3. 一尺之棰截取二分之一后的图形 

 

把每天截下部分的长度列出，可得数列为
1
2n nA = ，由 

1
1

1
1 12, ,

1 22
2

n
n

n n
n

n

A
A

A
+

+= = =  

可得， nA 为单调递减的数列，且由 0nA > ，得 nA 为有下界的数列，所以 nA 的极限存在，可以求得其极限

为 

1lim lim 0.
2n nn n

A
→∞ →∞

= =  

以上四个例子大家中学时都已经接触到，但中学时并没有给出相应的数列，但我们从直观上很容易

判断随着圆内接正多边形的边数不断增加，面积会不断增加，且面积越来越接近圆的面积，但不会超过

圆的面积。我们从中找到了单调增加有上界数列的情况。其中第三个例子，当高分别取每个区间左端点 
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的时候对应单调增加有上界的数列 2

1 1 1
3 2 6nA

n n
 = − − 
 

。同学们通过这些实际的例子更容易学以致用，同 

时，这些例子也增加了学习的趣味性，使得定理的应用不那么单调，也使得教学内容真正为培养应用型

人才转变。 
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