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摘  要 

本文主要讨论了多元函数在驻点处利用充分定理判别极值失效时的一些问题，借用一元函数或二元泰勒

公式进行推广探讨极值的存在性，并利用结论解决一些实例。 
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Abstract 
The second derivative test for local extreme values of a function with two variables may be incon-
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clusive. In this paper, the author mainly considers above case and discusses the existence of local 
extremum based on univariate functions and Taylor’s formula for functions of two variables. Ac-
cording to the conclusion of this paper, the author also analyzes the behavior of several specific 
functions at the stationary point. 
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1. 引言 

二元函数极值是高等数学课程中一个重要的数学问题，它广泛应用于长度、面积、体积及部分物理，

经济问题最值，运筹学最优化问题等的讨论。而讨论二元函数极值时，其判别方法远比一元函数麻烦，

下面就二元函数极值判别的充分定理失效后，极值是否存在作一些探讨。 

2. 二元函数极值讨论 

二元函数极值的充分定理是：当 ( ),z f x y= 在 ( )0 0,x y 的邻域内具有二阶连续偏导数，当 ( )0 0,x y 为

驻点，记 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,xx xy yyA f x y B f x y C f x y′′ ′′ ′′= = = ，则 2 0AC B− > 取得极值， 2 0AC B− < 不取得极

值[1]。 
那么当 2 0AC B− = 如何讨论，本文解决一些特殊情形下的极值讨论。 
1、当 ( ),z f x y= 在 ( )0 0,x y 的邻域内具有三阶连续偏导数，当 ( )0 0,x y 为驻点，记 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,xx xy yyA f x y B f x y C f x y′′ ′′ ′′= = = ，且满足 2 0AC B− = ， 0A = 或 0C = ,显然 0B = ，如果 0A =

但 ( )0 0, 0xxxf x y′′′ ≠ ，则 ( )0 0,x y 不是极值点。 

证明：不妨设 ( )0 0, 0xxxf x y′′′ > ， ( ) ( )0 0
0 0 0

,
, lim xx

xxx h

f x h y A
f x y

h→

′′ + −
′′′ = ，则有保号性定理存在 ( )0 0,x y 的

某个邻域，使得
( )0 0,

0xxf x h y
h

′′ +
≥ ，在 0y y= 平面上曲线

( )
0

,z f x y
y y
=


=

，( )0 0,x y 为曲线的拐点且可导，所

以不是极值点[2]，即曲线上在该点邻域内既有比该点函数值大的点，也有小的点，所以二元函数 
( ),z f x y= 在 ( )0 0,x y 不取极值。 

例 1.讨论 3 4z x y= + 的极值 

解：由
2

3

3 0

4 0
x

y

z x

z y

 ′ = =

′ = =

 ( )0,0 得为驻点，且 20, 0, 0, 0A B C AC B= = = − = ， ( )0 0, 6 0xxxf x y′′′ = ≠ ，故 ( )0,0

不是该函数的极值点。 
2、当 ( ),z f x y= 在 ( )0 0,x y 的邻域内具有二阶连续偏导数，当 ( )0 0,x y 为驻点，记 ( )0 0,xxA f x y′′= ， 

( )0 0,xyB f x y′′= ， ( )0 0,yyC f x y′′= ，且满足 2 0AC B− = ， 0A ≠ 且 0C ≠ ,如果在 ( )0 0,x y 邻域内 

( ) ( ) ( ) 2
0 0 0 0 0 0, , , 0xx yy xyf x k y h f x k y h f x k y h′′ ′′ ′′ + + + + − + + ≥  ，则 ( )0 0,x y 是极值点。 
证明：在驻点 ( )0 0,x y 处，由二元函数泰勒公式得 
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22
0 0 0 0 0 0
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当 ,k h 不同时为 0 时， z∆ 与 ( )0 0,xxf x k y hθ θ′′ + + 同号，所以当 0A > 时，由保号性定理在驻点邻域内

( )0 0, 0xxf x k y hθ θ′′ + + > ,所以 0z∆ > ，函数值为极小值，同理， 0A < ，函数值为极大值，可推广到 0C ≠  
例 2.讨论

2 2
e 2x yz xy+= + 的极值 

解：由

2 2

2 2

2 e 2 0

2 e 2 0

x y
x

x y
y

z x y

z y x

+

+

 ′ = + =

′ = + =

得 ( )0,0 为驻点，

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2

2
yy

2 4 e

4 e 2
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x y
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x y
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x y
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+

+

 ′′ = +
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所以在 ( )0,0 点， 22, 2, 2, 0A B C AC B= = = − = ， 

( ) ( ) 2 22, 2 4 e 0k h
xxf k h k +′′ = + > ， ( ) ( ) 2 22, 2 4 ek h

yyf k h h +′′ = + ， 

( ) 2 2
, 4 e 2k h

xyf k h kh +′′ = + ，因为
2 2

e 1k h+ ≥ ，所以 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 22
2 24 e 4 8e e 2 0k h k h k h k h kh+ + +∆ = − + + − ≥  

故 ( )0,0 是该函数的极小值点 
3、添加辅助函数说明极值不存在，当 ( ) ( ), , ,z f x y g x y= = 在 ( )0 0,x y 取得极小（大）值，则 

( ) ( ), ,z f x y g x y= + 在 ( )0 0,x y 也取得极小（大）值。 
例 3.讨论函数 ( ) 4 4 2 2, 2 2 4f x y x y x y xy= + − − + 在 ( )0,0 是否取得极值? 

解：
3

3

4 4 4

4 4 4
x

y

f x x y

f y y x

 ′ = − +


′ = − +
，

2

2

12 4
4

12 4

xx

xy
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f x
f

f y

 ′′ = −
 ′′ =


′′ = −

 

在 ( )0,0 处， 24, 4, 0A C B AC B= = − = ∆ = − = ，无法判别。 
取 ( ) 4 4, , 0y x f x y x y= = + ≥ ，故 0 不可能是极大值，不妨设 ( )0,0 为 

( ) 4 4 2 2, 2 2 4f x y x y x y xy= + − − + 的极小点，构造函数 ( ) 2 2, 2 2g x y x y= + ，由充分定理判别得 ( )0,0 为 

( ) 2 2, 2 2g x y x y= + 极小点。 
令 ( ) ( ) ( ) 4 4, , , 4h x y f x y g x y x y xy= + = + + 所以得 ( )0,0 为 ( ),h x y 的极小点。 

但对于 ( ),h x y ，
3

3

4 4

4 4
x

y
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h y x

 ′ = +

′ = +

，
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所以在 ( )0,0 处 20, 4, 16 0A C B AC B= = = ∆ = − = − < 得到矛盾，( )0,0 不是极小点，从而不是极值点。 

3. 结论 

二元函数极值判别方法很多，但都没有完善的理论，本文也仅仅是判别法的一个补充。 
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