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摘  要 

求递推数列通项公式在高考及各类数学竞赛中既是重点又是难点，求通项公式的方法多、技巧强，利用

等差、等比数列公式很难直接求得结果。导致学生畏惧，不能准确求解。因此探讨求递推数列通项公式

的解题技巧和方法非常必要。基于此，利用同构转换思想，系统探讨了求解一类递推数列通项公式普遍

适用的方法，该方法思想可操作性强，既简单又易掌握。 
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Abstract 
It is not only the key but also the difficult point to find the general term formula of the recursive 
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sequence in the college entrance examination and all kinds of mathematics competitions. Many 
methods for solving the formula of the general term are presented, and its technique is strong. It is 
difficult to obtain the result directly by using arithmetic sequence and geometrical sequences. As a 
result, students are afraid and cannot accurately solve the problem. Therefore, it is very necessary 
to explore the technique and method of solving the general term formula of recursive sequence. 
Based on this, using the idea of isomorphic transformation, this paper systematically discusses the 
general method of solving the general term formula of a kind of recursive sequence, which has 
strong operability and is simple and easy to master. 
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1. 引言 

已知 1 2,a a ，求由递推式 

( )2 1 1 2 ,n
n n na A a A a f n q+ += + +                               (1) 

确定数列的通项公式，其中 1 2, ,A A q 为常数， ( )f n 是关于自然数 n 的多项式。 
众所周知，数列是高中数学教学的重要内容，是进一步学习高等数学的基础，因此是历年高考

必考内容，求递推数列通项在高考及各类数学竞赛中既是重点又是难点，成为难点的原因就是求通

项的方法多、技巧性强，利用等差、等比数列公式很难直接求得结果，导致学生不能准确求解。因

此探讨问题(1)的一种统一的解题技巧和方法非常必要。针对问题(1)的某些特殊情况，许多专家学者

对此进行了广泛的研究，并给出了许多有效的求解方法。例如：利用累加法、累乘法和构造法求解

数列通项公式[1] [2] [3] [4]，利用待定系数法和辅助数列求解递推数列的通项公式[5] [6] [7] [8]。孔

令霞[9]介绍了求数列通项的归纳–猜想–证明、逐差法、积商法、构造法。黄耿跃[10]给出了一种求

二阶线型递推数列通项公式的可行性解法。王峰[11]概括归纳数列通项公式求解的叠加法、累积法、

迭代法、辅助数列法。吴启明[12]根据数列的前 n 项和 nS 和通项 na 的关系，结合实例介绍了求通项

公式的方法。李玉中[13]建立了一阶线型递推数列的通项公式。王维山[14]给出了一类线型递推数列

通项公式的一些求解方法。王小彦[15]阐述了三种线型递推数列通项公式的求解策略。赵伟[16]介绍

一种利用不动点求通项的方法。钱立凯[17]给出了二阶齐次线性递推数列通项公式的一种行列式求

法。汪伟[18]借助矩阵理论介绍了一般二阶线性递推数列通项公式的求法。易斌[19]运用化归与转化

的思想，简述了递推数列通项公式的九种求法。本文所探讨的问题是对以上专家所讨论问题的概括

和补充，通过分析数列(1)的特点，系统给出了数列(1)求通项公式的一种普遍使用的方法，同时结合

相应例题的叙述，使学生能快速掌握该类递推数列求通项公式的方法技巧。 
本文组织结构如下。第二节给出了 ( ) 0nf n q = 时问题(1)的求解方法以及应用实例，第三节给出了

( ) 0nf n q ≠ 时问题(1)的求解方法以及应用实例，第四节给出了可转化为(1)的三种类型的递推数列以及应

用。 
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2. ( ) 0nf n q = 时，问题(1)的求解方法 

2.1. 求解方法的思路 

在(1)中，令 ( ) 0nf n q = ，则(1)变为 

2 1 1 2n n na A a A a+ += +                                    (2) 

将(2)两边构造成结构相同的形式，再借助等比数列的通项公式求解。 
第1步. 在(2)两边加上 1 1nB a + ，其中 1B 为待定常数，有 

( )

( )

2 1 1 1 1 1 2

2
1 1 1

1 1

n n n n

n n

a B a A B a A a

AA B a a
A B

+ + +

+

+ = + +

 
= + + + 

                        (3) 

要使(3)式两边结构相同，令 2
1

1 1

A B
A B

=
+

，即 2 2
1 1 1 2 0B A B A+ − = ，从而有 

2 2
1 1 2 1 1 2

1 2

4 4
, .

2 2
A A A A A A

B B
− + + − − +

= =  

第2步. 若 1 2B B≠ ，由(3)知 

( )( )2 1 1 2 1 1 1 1 ,n
n na B a a B a A B+ ++ = + +                            (4) 

( )( )2 2 1 2 2 1 1 2 ,n
n na B a a B a A B+ ++ = + +                            (5) 

联立(4)和(5)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2 2 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 ,n n

na B B B a B a A B B B B a B a A B− −
+ = − + + − − + +  

即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
2 1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 2 2 1 1 2 .n n

na B B B a B a A B B B B a B a A B− − − −= − + + − − + +          (6) 

第3步. 若 1 2B B= ，则 2
1 24 0A A+ = ， 1

1 2
AB = − 。由(4)知 

( )( )2 1 1 2 1 1 1 1 ,n
n na B a a B a A B+ += − + + +  

两边加上 ( )( ) 1
1 1 11 nc n A B ++ + ，其中 1c 是待定常数，有 

( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

1
2 1 1 1

1
1 1 2 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1

1

1

  ,

n
n

n n
n

n n
n

n
n

n

a c n A B

B a a B a A B c n A B

B a a B a c A B A B c A B n A B

B a B a B a c A B A B

c B A B n A B

+
+

+
+

+

−
+

−

+ + +

= − + + + + + +

= − + + + + + + + +  

= − + − + + + +  

+ − + +

            (7) 

把 1
1 2

AB = − 代入(7)，有 
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( )

( ) ( )

( )

1

2 1 1

1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1

11
2

1 1 1 1 1 12 2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 12  ,
2 2 2 2 2

n

n

n n

n

n n

n

a c n A

A a A a A a c A A c A A n A

A a A a A a c A A c n A

+

+

− −
+

−
+

 + +  
 

          = + − + +                   
        = + − + +               

        (8) 

在(8)中，令 ( ) 1
1 2 1 1 1 1

1 12 0
2 2

A a A a c A−   − + =    
，有 

( ) 1
1 1 2 1 1

12 .
2

c A a A a−  = − − 
 

                               (9) 

再由(8)知数列 ( )
1

2 1 1
11
2

n

na c n A
+

+
 + +  
 

是公比为 1
1
2

A 的等比数列，且有 

( )
1

2 1 1 2 1 1 1
1 1 11 ,
2 2 2

n n

na c n A a c A A
+

+
      + + = +            

 

即 ( )
1

2 1 1 2 1 1 1
1 1 11
2 2 2

n n

na c n A a c A A
+

+
      = − + + +            

，从而有 

( )
1 2

1 1 2 1 1 1
1 1 11 ,
2 2 2

n n

na c n A a c A A
− −      = − − + +            

 

其中 1c 定义在(9)中。 

2.2. 方法应用举例 

例 1 若 1 21, 2a a= = ，当 2n ≥ 时， 1 12 2n n na a a+ −= − ，求数列{ }na 的通项公式。 
解：在 1 12 2n n na a a+ −= − 的两边加上 1 nB a ，其中 1B 为待定常数，有 

( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 ,n n n n n na B a B a a B a B a−
+ − −+ = + − = + − +  

令 ( ) 1
1 12 2 B B−− + = ，解得 1 1B i= − ± ，代入上式，有 ( ) ( )1 1 1 n

n na i a i+ + − + = + ， 

( ) ( )1 1 1 ,n
n na i a i+ + − − = −  

进一步计算得 ( ) ( )1 1
1

1 1 1
2

n n
na i i

i
+ +

+
 = + − − ，即有 ( ) ( )1 1 1

2
n n

na i i
i
 = + − −  。 

例 2 数列{ }na 满足 1
4
3

a = , 2
3

9
a = , ( )1 2

2 3 1 3
3 3n n na a a n− −= − ≥ ，求 na 。 

解：在 1 2
2 3 1

3 3n n na a a− −= − 两边加上 1 1nB a − ，其中 1B 为待定常数，有 

( )
( ) ( )

1 1 1 1 2

1

1 1 1 2

2 3 3 1 3

2 3 3 1 3 2 3 3

n n n n

n n

a B a B a a

B a B a

− − −

−

− −

+ = + −

 = + − +  

 

https://doi.org/10.12677/ae.2021.115218


郑作奎 等 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2021.115218 1432 教育进展 
 

令

1

1 1
1 2 3
3 3

B B
−

 
− + =  

 
，化简得 2

1 13 2 3 1 0B B+ + = ，该方程有两个相同的解，即 1
3

3
B = − ，进一步有 

( )
2 1

1 2 1
3 3 3 3  , 2

3 3 3 3

n n

n na a a a n
− −

−

    
− = − = − ≥        

    
 

在上式两边加上 ( )
1

31
3

n

c n
−

 
−   

 
，有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1

2 1

1

2 1

1

3 3 3 31 1
3 3 3 3

3 3 3 32 1
3 3 3 3

3 3 32 3 1
3 3 3

n n n

n n

n n

n

n n

n

a c n a c n

a c n c

a c n c

− − −

−

− −

−

− −

−

     
+ − = + − −          

     

     
= + − + −          

     
     = + − + −       
      

 

令 1 0c − = ，得 1c = ，由上式得 ( )
1 1 1

1
3 3 4 31

3 3 3 3

n n n

na n a
− − −

     
+ − = =          

     
，即 

1
7 3 .
3 3

n

na n
−

  = −      
 

3. ( ) 0nf n q ≠ 时，问题(1)的求解方法 

在(1)式两边同除以 nq ，有 ( )2
2 1 1 22 1

1 1 1
n n nn n nq a A q a A a f n

q q q+ ++ += + + ，并令
1

n nnb a
q

= ，则有 

( )2
2 1 1 2 ,n n nq b A qb A b f n+ += + +  

为叙述方便，记为 ( )2 1 1 2n n nb C b C b f n+ += + + ，其中 

1 1 2 2 2

1 1,C A C A
q q

= = .                               (10) 

在下面的讨论中，还要应用到多项式相等的定义。 
定义 2.1 假设 ( ) ( )2 2

0 1 2 0 1 2,k l
k lf n a a n a n a n g n b b n b n b n= + + + ⋅⋅⋅ + = + + + ⋅⋅⋅ + 是关于自然数 n 的多项

式( ,k l 为自然数)， ( ) ( )f n g n= 当且仅当 , , 0,1, ,i ik l a b i k= = = ⋅⋅⋅ 。 

3.1. 求解方法的思路 

第1步. 确定非负整数m和多项式 ( )p n 。 
在(10)的两边加上 ( )( )1 1 1 1 m

nx b p n n+ + + + ，其中 1x 为待定常数，m为待定非负整数， ( )p n 和 ( )f n 的

次数相同的多项式，不妨设为 

( ) ( )2 2
0 1 2 0 1 2, ,k k

k kf n a a n a n a n p n c c n c n c n= + + + ⋅⋅⋅ + = + + + ⋅⋅⋅ +  

有 
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( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 1 1

1 1 2 1 1

1 1 1 2

2
1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 ,

m
n n

m
n n n

m
n n

m
n n

b x b p n n

C b C b f n x b p n n

C x b C b f n p n n

CC x b b f n p n n
C x C x

+ +

+ +

+

+

+ + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

  = + + + + + +  + + 

               (11) 

要使(11)式两边的结构相同，令 

2
1

1 1

,
Cx

C x
=

+
                                     (12) 

并使得 ( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 1 1 1 m mC x f n p n n p n n−  + + + + =  ，也就是 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 ,m mp n n C x p n n f n+ + − + = −                       (13) 

由(13)，首先确定非负整数 m 的取值。若已知 m 的值，然后根据多项式相等的定义可由(13)确定多项式

( )p n ，因此，下面只讨论 m 的取值。 
考察等式(13)左边的最高次数项 ( ) ( )1 1 1 11m k m k m k

k k kc n C x c n C x c n+ + +− + = − − 。 
若 1 11 0C x− − ≠ ，由(13)和 0kc ≠ ，有m k k+ = ，所以， 0m = 。 
若 1 11 0C x− − = ，考察(13)式左边的 1m k+ − ，有 

( )

( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1
1 1 1 1 1

1
1 1

1

,

m k m k m k m k
k k k m k

m k m k
k k k m k

m k
k k

m k
k

c n C x c n c C n

c C x c c C n

C x c C x c m k n

C x c m k n

+ − + − + − + −
− − +

+ − + −
− − +

+ −
−

+ −

 − + + 

 = − + + 

= − − − + +

= − + +

                      (14) 

由(13)和(14)，有 1m k k+ − = ，所以， 1m = 。 
第2步. 若 2

1 24 0C C+ ≠ ，则(12)有两个不同的解，即 

2 2
1 1 2 1 1 2

1 2

4 4
, .

2 2
C C C C C C

x x
− + + − − +

= =  

由(11)知 ( )( ) ( )( )( )2 1 1 2 1 1 1 11 1 1 ,m n
n nb x b p n n b x b p C x+ ++ + + + = + + +                           (15) 

( )( ) ( )( )( )2 2 1 2 2 1 1 21 1 1 ,m n
n nb x b p n n b x b p C x+ ++ + + + = + + +                 (16) 

联立(15)和(16)，有 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

1
2 2 1 2 2 1 1 1 1

1
2 1 1 2 1 1 1 1

1

         1 1 1 ,

n
n

n m

b x x x b x b p C x

x x x b x b p C x p n n

−
+

−

= − + + +

− − + + + − + +
 

即 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

1 2
2 1 2 2 1 1 1 1

1 2
2 1 1 2 1 1 1 1

1

       1 1 1 ,

n
n

n m

b x x x b x b p C x

x x x b x b p C x p n n

− −

− −

= − + + +

− − + + + − − −
              (17) 

第3步 . 若 2
1 24 0C C+ = ，则 (12)有两个相同的解，即 1

1 2
Cx = − ，再由 (11)、 (12)和 (13)知数列
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( )( )1
2 1 1 1

2
m

n n
Cb b p n n+ +− + + + 是以公比为 1

2
C

的等比数列，且有 

( ) ( )( )1 1 1
2 1 2 1 1 1 1 ,

2 2 2

n
m

n n
C C Cb b b b p p n n+ +

  = + − + − + +  
  

                (18) 

利用与第一步相同的方法，在(18)的两边加上 ( ) ( )( )
1

11 1 1
2

n
lCc n d n nψ

+
 + + + + 
 

，其中 ,c d 是待定常数，l

为待定非负整数， ( )nψ 待定多项式， ( )nψ 是和 ( ) ( )( )1 1 mn p n nϕ = + + 次数相同的多项式，有 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1
1

2

1
1 1 1 1

1 2 1

1 1 1 1 1 1
1 2 1

1 1 1
1 2 1

1

1 1 1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

n
l

n

n n
l

n

n n
l

n

n

Cb c n d n n

C C C Cb c n b b p n d n n

C C C C C Cb c b b p c n n d n n

C C Cb c b b p
C

ψ

ϕ ψ

ϕ ψ

+

+

+

+

+

+

 + + + + + 
 

    = + + + − + − + + +    
    

      = + + − + + − + + +      
      

= + + − + ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

1

1 1
1

21
2 2

2 1 1

,
2 2

n n
l

l l

n
l

n

C Ccn d n n
C

d n n d n n n
C

C Cb cn d n n

ψ

ψ ψ ϕ

ψ+

        + +       
        

 + + + − − 

   = + +  
   

      (19) 

最后一个等式是为使(19)两边的结构相似，在此令 

( )1 1
2 1 1 0,

2 2
C Cc b b p + − + = 

 
                            (20) 

( )( ) ( ) ( )1 1 0.l ld n n d n n nψ ψ ϕ+ + − − =                        (21) 

由(20)，有 ( )1
2 1

1

2 1
2

Cc b b p
C

 = − − + 
 

。对于(21)，本节第1步同样的方法，可以确定待定常数d、非

负整数l的取值和多项式 ( )nψ 。 

由(19)，得 

( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1
2 21 1 1 1 ,

2 2 2

n n
l

n
C C Cb c n d n n b c dψ ψ

+

+
      + + + + + = + +      

      
 

即有 ( ) ( ) ( )( )
2 1

1 1 1
2 1 1 1 1

2 2 2

n n
l

n
C C Cb b c d c n d n nψ ψ

− −      = + + − − + − −      
      

。 

3.2. 方法应用举例 

例 3 数列{ }na 中， 1 4a = , ( ) 1
1 3 2 1 3n

n na a n +
+ = + + ，求通项 na 。 

解：在 ( ) 1
1 3 2 1 3n

n na a n +
+ = + + 的两边同除以 13n+ ，我们有 ( )11

1 1 2 1
3 3n nn na a n++ = + + ，并且令

1
3n nnb a= ， 
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则有 ( )1 2 1n nb b n+ = + + ，在此式两边加上 ( )( )1 1 mp n n+ + ，其中m为待定非负整数， ( )p n 和 2 1n + 的次数

相同的多项式，不妨设为 ( ) 0 1p n c c n= + ，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 1m mm m
n nb p n n b p n n p n n p n n n+ + + + = + + + + − + + ， 

要使得上式结构相似，令 ( )( ) ( )1 1 2 1m mp n n p n n n+ + − = − − ，用以确定 ( )p n 。将 ( ) 0 1p n c c n= + 代入上

式，考察上式左边 n 的最高次数项为 ( ) 11 mm c n+ ，有多项式相等的定义，有 11, 1m c= = − ，进而有 

0 0c = 。因此，有 ( )2
1 1 1

1 11 1 1
3 3nb n b a+ − + = − = − = ，即 21

3nb n= + ，也就是 

( )2 2 11 3 1 3 3 .
3

n n
na n n − = + = + 

 
 

例 4 数列{ }na 中， 1 4a = , ( )4 1
1 3 2 1 3n

n na a n +
+ = + + ，求通项 na 。 

解：在 ( ) 1
1 3 2 1 3n

n na a n +
+ = + + 的两边同除以 13n+ ，我们有 

( )4
11

1 1 2 1 ,
3 3n nn na a n++ = + +  

并且令
1
3n nnb a= ，则有 ( )4

1 2 1n nb b n+ = + + ，在此式两边加上 ( )( )1 1 mp n n+ + ，其中m为待定非负整 

数， ( )p n 和 42 1n + 的次数相同的多项式，不妨设为 ( ) 2 3 4
0 1 2 3 4p n c c n c n c n c n= + + + + ，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )4
1 1 1 1 1 2 1 ,m mm m

n nb p n n b p n n p n n p n n n+ + + + = + + + + − + +  

要使的上式结构相似，令 ( )( ) ( ) 41 1 2 1m mp n n p n n n+ + − = − − ，并将 

( ) 2 3 4
0 1 2 3 4 ,p n c c n c n c n c n= + + + +  

代入上式，有多项式相等的定义，我们有 

0 1 2 3 4
11 5 2 21, , , , 1, .
15 3 3 5

m c c c c c= = = − = − = = −  

因此，有 ( )( ) ( )1 1
11 1 1
3nb p n n b p+ + + + = + = ，即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4
1

1 2 5 2 21 1 1 1 1 1 ,
3 5 3 3 5nb p n n n n n n+ = − + + + = − + + + + − + + +  

也就是 2 3 42 5 2 2 3
5 3 3 5

n
na n n n n = − + + − + 

 
。 

4. 可转化为(1)的几种类型 

4.1. 形如 ( )2 1 1 2
n

n na A a A f n+ += + +µ 递推式  

已知 1 2, ,A A µ为非零常数， ( )f n 是关于自然数 n 的多项式。若已知递推关系形如 

( )2 1 1 2 .n
n na A a A f nµ+ += + +                                 (22) 

将(22)的两边同时除以 nµ ，有 ( )2
2 1 1 22 1

1 1 1
n

n nn na A a A f nµ µ
µµ µ+ ++ +

 
= + +  

 
，令

1 1,n nnb a q
µµ

= = ，则 

有 ( )2
2 1 1 2

n
n nb A b A f n qµ µ+ += + + ，即 
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( )1 2 2
2 1 1 2 ,n

n nb A b f n q Aµ µ µ− − −
+ += + +                             (23) 

( )1 2 1 2
1 1 21 ,n

n nb A b q f n q Aµ µ µ− − − −
+ = + − +                           (24) 

由(23)和(24)，有 ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1
2 1 1 11 1 n

n n nb A b A b f n q f n qµ µ µ− − − −
+ += + − + − − 。即为(1)的形式。 

4.2. 形如 ( ) ( )1n n na aa b ca d+ = + + 递推式 

已知 , ,a b c 为非零常数，若已知递推关系形如 

( ) ( )1n n na aa b ca d+ = + +                                 (25) 

令 n na b x= + ，并代入(25)，有 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1

2

,

n n n

n n

n

n

n

b a b x b c b x d x

a b x b xc b x dx
c b x d

a xc b cx a d x b
c b x d

+    = + + + + −   
+ + − + −

=
+ +

− − + − +
=

+ +

                      (26) 

在(26)中，令 ( )2 0, 0cx a d x b a xc− − − = − ≠ ，不妨设其解为 µ ，则(26)变为 

( )
1 ,n

n
n

a c b
b

cb c d
µ
µ+

−
=

+ +
 

进而有
1

1 1

n n

c d c
b a c b a c

µ
µ µ+

+
= +

− −
，令

1
n

n

c
b

= ，则 1n n
c d cc c
a c a c
µ
µ µ+
+

= +
− −

，即为(1)的形式。 

4.3. 形如 1 1
r s t

n n na a a a+ −= 递推式 

已知 0a > 为常数， , ,r s t 为常数， 1 0a > 。若已知递推关系形如 

1 1
r s t

n n na a a a+ −=                                        (27) 

将(27)两边取对数，有 1 1lg lg lg lgn n na s a t a r a+ −= + + ，即转化为(20)，进而可以化为(1)的形式。 
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