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摘  要 

课堂教学中不但要注重基本理论的论述及推导，更应注重理论部分的引入和应用展示。在课堂教学中通

过对实际应用案例的讲解，不但能够有效激发学生的学习热情，更能帮助他们进一步理解相关知识要点。 
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Abstract 
In the classroom teaching, we should not only pay attention to the discussion and deduction of the 
basic theory, but also pay attention to the introduction and application of the theoretical part and 
the ideological. In the classroom teaching, the explanation of practical application cases can not 
only effectively stimulate students’ enthusiasm for learning, but also help them to understand the 
key points of relevant knowledge. 
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1. 引言 

在《概率论与数理统计》中，最大似然估计法是在学生已经学习了点估计中的矩估计法之后学习的

知识点。矩估计法的优点非常突出：它简单易行，事先并不需要知道总体服从什么分布，就可以求出未

知参数的矩估计。但对应的缺点也很明显：当总体类型已知时，不能充分利用总体分布所提供的信息，

因而对某些总体的未知参数，矩估计并不合理[1] [2] [3] [4]。对此，研究其它进行点估计的方法是很有必

要的。最大似然估计法是求解参数点估计的一个重要方法，该方法具有很多优良的统计性质，因而是统

计学中一种重要且应用广泛的方法，但同时也是学生较难理解的概念之一。 

2. 最大似然原理 

最大似然估计法源于人们的习惯思维。如果我们遇到这样一个问题：“飞将军李广一日无事，与一

副将外出狩猎。忽闻雁叫声声，两人同时弯弓射雁，应声而落。副将纵马视之，雁唯中一箭，惑之：吾

中呼？将中呼？”大家觉得是谁射中的呢？分析：我们都知道飞将军李广是西汉赫赫有名的边塞英雄，

以箭术高超著称，这一点从唐代诗人卢纶的《塞下曲》：“平明寻白羽，没在石棱中”可窥一斑。因此，

我们一般会认为这只雁是飞将军的射中的，这样更符合情理。 
又如当机器发生故障，有经验的修理工总先从易损部件、薄弱环节查起；公安人员在侦破案件时，

也总先将与受害者来往密切且又有作案可能性的人列为重点怀疑对象等等。这些例子尽管千差万别，但

他们具有一个共同的规律，那就是对于不确定性的事件，在一次试验中，人们更愿意相信“概率最大”

的事件会发生，这种想法非常自然。 
但对有些问题，仅从直观上并不容易做出判断，例如这一战士打靶问题。 
战士打靶问题：已知战士甲和战士乙命中靶心的概率分别为 0.9 及 0.4。今有一张靶纸上的弹着点表

明 10 枪 6 中，已知这张靶纸肯定是甲或乙之一所射，问最有可能是谁射的呢？ 
从直观上看，战士甲命中靶心的概率为 0.9，枪法属上乘，不至于打得那么差；而以战士乙的枪法又

似乎尚不足以打出这么好的成绩。但这张靶纸的确是甲或乙射出来的，二者中取其一，更像谁射的呢？

直观上不好判断，我们就来定量地分析一下。这里的定量分析，其实其底层思维方式与之前的问题实质

是一样的，那就是通过计算比较二人分别射出这样成绩的概率。 
分析：根据已知条件，这张靶纸为甲所射的概率为 

( ) ( )6 4
1 0.9 1 0.9 0.00005.P = − ≈  

这张靶纸为乙所射的概率为 

( ) ( )6 4
2 0.4 1 0.4 0.0005.P = − ≈  

显然 1 2P P< ，甲的概率小于乙的概率，乙射出这个成绩的概率为甲的十倍，即认为这张靶纸为乙所

射的可能性更大。 
不论从直观上判断，还是根据数据进行定量地分析，我们得到这些结论在概率论中都是有理论依据

的，那就是人们在长期的实践中总结得到的“实际推断原理”，即：概率很小的事件在一次试验中实际

上几乎是不发生的。也就是说，在一次试验中就发生的事件是大概率事件。这也是最大似然原理的基础：
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在一次试验中，概率大的事件比概率小的事件易于发生。 
基于此就诞生了最大似然估计法。 
下面我们就离散型总体的情形和连续型总体的情形分别做一下讨论。 

3. 离散型总体的情形 

定义 1 若总体 X 属离散型，其分布律 { } ( );P X x p x θ= = ，θ ∈Θ的形式为已知，其中θ 为待估参数，

Θ是θ 可能取值的范围。设 1 2, , , nX X X 是来自总体 X 的样本，则 1 2, , , nX X X 的联合分布律为 

( )
1

;
n

i
i

p x θ
=
∏ 。 

又设 1 2, , , nx x x 是相应于样本 1 2, , , nX X X 的一个样本值。易知样本 1 2, , , nX X X 取到观察值

1 2, , , nx x x 的概率，即事件{ }1 1 2 2, , , n nX x X x X x= = =
发生的概率为 

( ) ( ) ( )1 2
1

, , ; ., ; ,
n

n i
i

L L x x x p xθ θ θ θ
=

= = Θ∈∏  

这一概率随θ 的取值而变化，它是θ 的函数， ( )L θ 称为样本的似然函数。 
取 θ̂ ，使得 

( ) ( )1 2 1 2
ˆ, , , ; max , , , ;n nL x x x L x x x

θ
θ θ

∈Θ
=  ， 

这样得到的 θ̂ 与样本值 1 2, , , nx x x 有关，常记为 ( )1 2
ˆ , , , nx x xθ  ，称为参数θ 的最大似然估计值，而

相应的统计量 ( )1 2
ˆ , , , nX X Xθ  称为参数θ 的最大似然估计量[1]。 

定义 1 说明： 
1) 定义中的 1 2, , , nX X X 是来自总体 X 的样本，这里的样本全称为“简单随机样本”，其定义告诉

我们它具有两条重要的性质。其一：独立性，即 1 2, , , nX X X 是相互独立的，故积事件 

{ }1 1 2 2, , , n nX x X x X x= = =
发生的概率就等于它们的概率之积 

{ } { } { } { }1 1 2 2 1 1 2 2, , , .n n n nP X x X x X x P X x P X x P X x= = = = = = = 
 

其二：代表性，即样本 1 2, , , nX X X 的分布律与总体是一致的，故可用总体分布律的值来表示相应

的概率 
{ } ( ); , 1,2, , .i i iP X x p x i nθ= = = 

 

因此 
{ } { } { } { }

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

1

, , ,

; ; ;

; .

n n n n

n

n

i
i

P X x X x X x P X x P X x P X x

p x p x p x

p x

θ θ θ

θ
=

= = = = = = =

=

=∏

 

  

可见，为表示这一积事件的概率，我们充分地使用到了总体的分布律，在利用已知的总体分布信息

方面较矩估计有了很大改善。 
2) 上述积事件的概率能够表示“样本 1 2, , , nX X X 取到观察值 1 2, , , nx x x 的概率”，并且这一概率

只随θ 的取值而变化，它是θ 的函数，我们把这个能够反映试验结果发生概率大小，且可由未知参数表

示的函数定义为样本的似然函数 

( ) { } ( )1 1 2 2
1

, , , ; .,
n

n n i
i

L P X x X x X x p xθ θ θ
=

= = = Θ= = ∈∏  
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样本取到其观察值这一事件已经发生了，基于最大似然原理，则必然认为这一事件发生的概率是各

种情况中概率最大的。接下来只需在未知参数θ 的可能取值范围Θ内，挑选使得似然函数取得最大值的

参数值θ ，就可作为未知参数的估计值了，相应的统计量则为θ 的最大似然估计量。 
3) 最大似然估计法是由“Maximum likelihood estimation”翻译而来的，有的资料中也翻译成“极大

似然估计法”。“似然”是对“likelihood”的一种较为贴近文言文的翻译，似然函数的记法“L”就来源

于其首字母。“likelihood”用现代的中文翻译就是“可能性”“看起来像”的意思，因此若称之为“最

大可能性估计”则更为通俗易懂。 
最大似然估计法首先由德国数学家 Gauss 在 1821 年提出，但是这个方法通常归功于英国的统计学家

Fisher。Fisher 是经典数理统计学派的集大成者，他在 1912 年再次提出了这个思想，并且首先探讨了这

种方法的一些性质，使得最大似然估计法得到了广泛的应用，“最大似然估计”这一名称也是 Fisher 给
出的。当年 Fisher 正是凭借这一方法彻底颠覆了矩估计法提出者皮尔逊在统计学界的统治地位，也正是

从这一时期开始，统计学进入了 Fisher 时代，由此可见最大似然估计法的提出在统计学界具有重要的理

论意义。 
最大似然估计法是在总体分布类型已知的条件下，充分利用这一已知条件，根据最大似然原理，由

样本的观测值，对总体分布的未知参数作出估计的方法，是一类完全基于统计数据来确定分布情况的代

表方法。因此，要进行未知参数的最大似然估计，前提条件是：总体分布已知；样本观测值已知。 
4) 由定义不难总结出使用最大似然估计法的关键两步。第一步写出待估参数的函数——似然函数。

这里的待估参数可能是一个，也可能是多个，无论是一个还是多个，构造似然函数的原理和方法都是一

样的。第二步就是求似然函数的最大值点。由最大似然原理知，求出的最大值点就是待估参数的最大似

然估计值。 
下面使用离散型总体的最大似然估计法求解“紧急呼叫问题”。 
例 1 某应急部门一天内接到的呼叫次数 ( )X π λ

，现有 42 天的数据如下表 1，试估计参数 λ 的值用

于应急方案的制定。 
 

Table 1. Number of calls and their frequency 
表 1. 呼叫次数及其频数 

呼叫次数 0 1 2 3 4 5 >5 

出现的频数 7 10 12 8 3 2 0 

 
分析：在这一问题中，总体的分布形式已知，为 Poisson 分布；样本的观测值也已经在上表 1 中给出；

要进行估计的参数只有一个 λ 。由最大似然估计法步骤：首先写出似然函数；然后求解似然函数的最大

值点。在求解最值点时，可借助“取对数”的运算技巧来简化计算。 
解：由已知，总体 ( )X π λ

， X 的分布律为： 

{ } e , 0,1,
!

x

P X x x
x

λλ −= = =   

设 1 2, , , nx x x 为来自总体的样本值，则似然函数 

( )
1

e
!

ixn

i i

L
x

λλλ −

=

=∏ ， 
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而 ( ) ( ) ( )
1 1 1

ln ln e ln ln ln !
!

ixn n n

i i
i i ii

L x x n
x

λλλ λ λ−

= = =

 
= = − − 

 
∑ ∑ ∑ 。 

令
( ) 1

d ln
0

d

n

i
i

xL
n

λ
λ λ

=
   = − =

∑
， 

解得 λ 的最大似然估计值为
1

1ˆ
n

i
i

x x
n

λ
=

= =∑ 。 

代入数值得 ˆ 1.905λ = 。 
到这里研究的问题都是针对离散型总体而言的，若总体的分布是连续型的又该如何呢？ 

4. 连续型总体的情形 

定义 2 若总体 X 属连续型，其概率密度 ( );f x θ ，θ ∈Θ的形式已知，其中θ 为待估参数，Θ是θ 可

能取值的范围。设 1 2, , , nX X X 是来自 X 的样本， 1 2, , , nx x x 是相应于样本 1 2, , , nX X X 的一个样本值，

样本的似然函数 

( ) ( )
1

; , .
n

i
i

L f xθ θ θ
=

= ∈Θ∏  

取 θ̂ ，使得 

( ) ( )1 2 1 2
ˆ, , , ; max , , , ;n nL x x x L x x x

θ
θ θ

∈Θ
=  ， 

则称 ( )1 2
ˆ , , , nx x xθ  为参数θ 的最大似然估计值，称 ( )1 2

ˆ , , , nX X Xθ  为θ 的最大似然估计量[1]。 
定义 2 说明： 
 

 
Figure 1. Probability analysis 
图 1. 概率分析 

 
1) 当总体 X 属连续型时，谈所谓样本 1 2, , , nX X X 取样本值 1 2, , , nx x x 的概率是没有意义的，因为连

续型随机变量取任意确定值的概率均为 0，即任何具体样本值出现的概率都是 0。因此这里需利用极限的

思想，考虑样本在包含样本值的任意小的邻域中出现的概率(图 1)，即用 ( );i if x dxθ 来反映相应样本值出

现的可能性大小，再由样本的独立同总体分布的性质可得：随机点 ( )1 2, , , nX X X
落在含点 ( )1 2, , , nx x x

的边长分别为 1 2, , , ndx dx dx 的 n 维立方体内的概率近似为 

( ) ( )
1 1 1

; ;
n n n

i i i i
i i i

f x dx f x dxθ θ
= = =

=∏ ∏ ∏ ， 

其值随θ 的取值而变化。与离散型的情况类似，只需取θ 的估计值 θ̂ 使这个概率取到最大值即可。注

意到，因子
1

n

i
i

dx
=
∏ 不随θ 而变，因此选取θ 的估计值，使得 ( )

1
;

n

i i
i

f x dxθ
=
∏ 最大，就等价于使 ( )

1
;

n

i
i

f x θ
=
∏ 最
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大，而后一式子显然更简单一些。 
因此在连续型总体的情况下，样本的似然函数可取作这样 n 个概率密度函数值的乘积 

( ) ( )
1

; , .
n

i
i

L f xθ θ θ
=

= ∈Θ∏  

接下来就是在θ 的可能取值范围内，挑选使得似然函数取得最大值的参数值作为未知参数的估计值，

而相应的统计量则为参数的最大似然估计量。这些就与离散型总体一致了。 
2) 通过比较不难发现，连续型总体与离散型总体的最大似然估计法的关键步骤是相同的：首先写出

似然函数；然后求解似然函数的最大值点。不同点就在于似然函数的形式：离散型对应的是分布律的乘

积；连续型是概率密度的乘积。但它们都充分利用了已知的总体分布信息。 
3) 最大似然估计的性质(不变性)：设θ 的函数 ( )u u θ= ，θ ∈Θ具有单值反函数 ( )uθ θ= ， u U∈ 。

又设 θ̂ 是 X 的概率分布中参数θ 的最大似然估计，则 ( )u u θ= ，θ ∈Θ是 ( )u θ 的最大似然估计。当总体分

布中含有多个未知参数时，也具有上述性质[1]。 
最大似然估计法是目前应用最为广泛的一种点估计法，基于最大似然估计的算法在雷达探测领域、

数字信号处理方面，以及遥控水下航行器的目标跟踪等技术中都起着无可取代的作用，现以较简单的水

雷对目标的判断识别为例进行讨论。 
水雷是布设在水中的爆炸性武器，现代水雷多采用利用目标自身产生的辐射噪声工作的被动声引信，

这种引信不需暴露雷位，更符合水雷隐蔽打击的特点。水雷上通常装有声接收器，相当于水雷的耳朵，

当接收器接受到目标的噪声后，会将声波变成电信号，通过识别系统判断有没有超出预先设置的电信号

阈值，若超过就会引爆水雷攻击目标。因此，设置电信号阈值非常关键。而在这一过程中，首先得对测

得的噪声进行分析和识别。 
舰船航行时，由于其机械的运转和航行时与水流的接触，不可避免的会产生噪声。在水下环境中，

噪声的产生和组成是及其复杂的，工程上一般认为，在一段时间内测量得到的舰船噪声服从正态分布，

只不过不同型号的舰船对应的参数是有区别的。因此，就需要根据已知样本的统计特征，采用适当有效

的估计目标参数的方法，来对未知类别的样本进行分类。 
例 2 工程上一般认为，一段时间内测量得到的舰船噪声 ( )2~ ,X N µ σ ，不同型号的舰船所对应的参

数是不同的。现水下测量系统测得某舰船的噪声值(dB)如下表 2，试估计其参数。 
 

Table 2. Noise value of a ship (dB) 
表 2. 某舰船的噪声值(dB) 

152 151 152 155 151 155 151 158 157 157 

150 156 156 157 153 151 152 150 155 150 

 
设置水雷声引信动作参数(水雷声引信动作所需的最小噪声值) L 时，需考虑目标漏检(目标噪声小于

L)的情况，若要求漏检的概率不超过 0.005，试利用估计出的参数确定 L 的最大似然估计值。 
解： ( )2~ ,X N µ σ ， µ ， 2σ 均未知，设 1 2, , , nx x x 是测量得到的一个样本值，则似然函数 

( ) ( )
( )

2 2( ) 1
22 2 22 12 2

1

1, e 2 e
2

n
xi n i

i
n x

i
L

µ
σσ

µ
µ σ πσ

πσ

−

=
− −− −

=

∑
= =∏ ， 

又 ( ) ( ) ( )22 2
2

1

1ln , ln 2 ln .
2 2

n

i
i

nL xµ σ π σ µ
σ =

= − + − −∑  
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令

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2
2 2 4

1

1ln 0ˆ

1ln 0ˆ
2 2

n

i
i

n

i
i

L x

nL x

µ
µ σ

µ
σ σ σ

=

=

∂ = − =∂


∂ = − + − =∂

∑

∑
 

解得
1

1 n

i
i

x x
n

µ
=

= =∑ ， ( ) ( )2 22

1 1

1 1n n

i i
i i

x x x
n n

σ µ
= =

= − = −∑ ∑ 。 

带入数值得 µ ， 2σ 的最大似然估计值分别为： 

( )ˆ 153.45 dBµ = ； ( )2 2ˆ 7.25 dBσ = 。 

进一步，根据设计要求，应有 { } 0.005P X L< ≤ ，即 

{ } 0.005X LP µ µ
σ σ
− −

< ≤ ，其中 ( )~ 0,1X Nµ
σ
−

。 

由分位点定义有 0.005
L uµ
σ
−

≤ − ，故 0.005L uµ σ≤ − 。 

取 0.005L uµ σ= − ，根据最大似然估计的不变性 2
0.005

ˆ ˆ ˆL uµ σ= − 。 
代入数据计算得 ( )ˆ 146.5L dB= 。 

5. 小结与思考 

在本次课的教学环节设计中，针对最大似然估计法计算复杂、学生理解较为困难的问题，根据人们

思维习惯由直观到抽象的特点，首先给出两个简单的例子让学生从直观上去使用最大似然估计原理做出

判断，这样对于接下来较为抽象的理论有较好的引导作用，不仅可以激发学生的学习兴趣，而且还避免

因直接给出抽象复杂的理论给学生带来困惑。接下来分别从“离散型总体”和“连续型总体”两方面介

绍最大似然估计法的基本思想、原则和解题步骤，并在其中融入基本的统计思想，引导学生建立统计模

型，从而归纳出最大似然估计法的基本步骤。最后，联系军事实际问题，并对其详细求解。例题的设计

非常关键，规范解题步骤的同时融入基本思想，通过两个例题让学生能够进一步理解最大似然估计法这

一概念。在案例选择的时候要看是否能说明问题，而不是越复杂越好。由对统计模型的求解过程完成从

理论到案例的过渡，使学生明确学有所用，培养学生运用数学方法分析和解决实际问题的能力。 
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