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摘  要 

全概率公式是通过“取条件”求概率问题的一个非常实用的方法，其“取条件”本质上是对影响该事件

的样本空间进行划分，而样本空间划分选取的合适与否直接影响到概率的计算。对于多次试验中可重复

出现的某随机事件，其出现与其前出现事件有内在联系，那其前出现事件的所有可能结果就是样本空间

的划分。对于这样的问题，如果能准确给出样本空间的划分就可以运用全概率公式解决，其可能涉及到

通过等式求解，通过递推关系求解，通过差分方程求解。本文给出了这三种方式求解全概率公式的分析

过程，并通过具体例子给出了其求解过程，帮助学生深刻理解全概率公式的求法并加强其在生活中的应

用。 
 
关键词 

全概率公式，构建等式，递推关系，差分方程，教学效果 

 
 

Solving Probability Problems of the Total 
Probability Formula by Three Different 
Ways 

Feng Cheng 
School of Mathematics, Southwest Jiaotong University, Chengdu Sichuan 
 
Received: Nov. 1st, 2022; accepted: Nov. 29th, 2022; published: Dec. 6th, 2022  

 
 

 
Abstract 
The total probability formula is very practical to solve probability problems through “taking con-
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ditions”. The “taking condition” is to divide the sample space and whether it can be divided ap-
propriately will affect the probability calculation. For a random event that can be repeated in mul-
tiple tests, its occurrence is inherently related to its previous events, so all possible results of the 
previous events are the division of sample space. In such a case, if the division of sample space can 
be accurately given, the total probability formula can be used to solve it, which may involve solv-
ing by equation, through recursive relation and difference equations. In this paper, the analysis of 
solving the total probability formula in these three ways is presented through the specific exam-
ples to help students deeply understand the total probability formula method and strengthen its 
application in life. 
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1. 引言 

概率论与数理统计是一门研究随机现象及其统计规律的数学学科，它是高等院校理工科各专业学生

的必修课程。几乎所有的概率论与数理统计的教材都有全概率公式[1]，这里全概率公式的应用中试验一

般只涉及两个阶段或步骤，样本空间的划分相对容易找到。当试验可多次进行时，样本空间的划分显得

复杂，如果不能选取合适的样本空间的划分，那么不容易利用全概率公式计算概率。此时，最后一次试

验的结果受到前面试验结果的影响，如果选取合适的样本空间的划分，那么利用全概率公式时可能会出

现下面三种情况：通过等式求解概率，通过递推关系(一阶递推型)求解概率，通过差分方程(二阶递推型)
求解概率。 

通过等式求解概率问题的研究和例子很少。关于随机事件的递推算法已有不少作者研究，例如，童

广鹏[2]给出了概率计算中的两类递推关系，分别为一阶递推型和二阶递推型；熊德之[3]利用递推关系计

算事件概率的方法，并给出了具体的计算过程；沈春林[4]通过几个例子说明了递推思想在概率问题中的

应用。本文拟在全面给出全概率公式在试验可多次进行时所使用的方法，并给出其具体例子。 

本文首先介绍全概率公式，然后给出了通过三种方式计算全概率公式中的概率问题，最后给出本文

的结论。 

2. 全概率公式 

全概率公式是概率论的基本公式之一，它把一个未知的复杂事件分解为若干个已知的简单事件求解，

使一些难求的事件的概率变得简单易算。概率论与数理统计的教材都给出全概率公式的如下具体形式。 
定理 1 [1]设随机试验 E 的样本空间为 S，事件 1 2, , , nA A A 是 S 的一个划分，且 ( ) 0iP A > ，则对任

意的随机事件 B S⊂ ,有 

( ) ( ) ( )
1

|
n

i i
i

P B P B A P A
=

= ∑ , 

上式称为全概率公式。 
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2.1. 通过等式求解概率问题 

我们在用全概率公式求解概率问题，会碰到将样本空间进行划分成几种情况时正好碰到其中一种情

况中含有所求的概率，这样只需要通过等式计算出所求的概率即可。 
例 1 假设甲、乙两人打乒乓球，每个球比赛获胜者得 1 分，目前他们处于局末平分的状态，比赛规

定谁先领先 2 分就可以赢得此场比赛。假设每个球甲获胜的概率为 3/5，那么他最终赢得这场比赛的概率

是多少？ 
分析：甲要赢得这场比赛有很多种情况，他可能连得 2 分，他可能先赢 1 分后输 1 分再连赢 2 分，

他可能先赢后输，再赢再输，……最后连赢 2 分，等等。这样就有无数种情况了，不便于利用全概率公

式计算概率。 
此时，比赛的得分情况较为复杂，必须把其中的关系梳理清楚，将比赛结果分为更加简洁的方式，

方便利用全概率公式。因此，考虑以下的三种情况：甲连赢 2 分；乙连赢 2 分；甲、乙各赢 1 分，不分

先后顺序。然后分别计算这三种情况的概率并应用全概率公式就可以算出最后的概率问题了。 
解：设事件 B 为甲最终赢得这场比赛，事件 1A 为甲连赢 2 分，事件 2A 为乙连赢 2 分，事件 3A 为甲、

乙各赢 1 分且不分先后顺序。 
据题并通过简单计算得， 

( )1 3 5 3 5 9 25P A = × = , ( )1| 1P B A = , 

( ) ( ) ( )2 1 3 5 1 3 5 4 25P A = − × − = , ( )2| 0P B A = , 

( )3 1 9 25 4 25 12 25P A = − − = , ( ) ( )3|P B A P B= . 

( ) ( )3|P B A P B= 是因为甲、乙又重新回到了局末平分的状态，其概率正是需要计算的概率 ( )P B 。 
根据全概率公式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 2 3 3| | |

9 25 1 4 25 0 12 25

P B P B A P A P B A P A P B A P A

P B

= × + × + ×

= × + × + ×
, 

这样得到一个关于 ( )P B 的等式，求解得， 

( ) 9 13P B = . 

因此，甲最终赢得比赛的概率是是 9/13。 
例 2 假设甲、乙两人轮流抛掷一枚正面朝上的概率为 p 的硬币，且第一次是甲抛。第一个得到正面

的人是赢家。试求甲是赢家的概率 ( )f p 。 
分析：甲要是赢家，他可能第一次抛是正面；他可能第一次抛是反面且乙接着抛也是反面，他再抛

是正面，等等。这样就有无数种情况了，不便于利用全概率公式计算概率。 
此时，抛掷的情况较为复杂，必须把其中的关系梳理清楚，将抛掷情况分为更加简洁的方式，方便

利用全概率公式。因此，考虑以下的两种情况：甲第一次抛是正面，则甲直接赢；甲第一次抛是反面，

则乙接着抛，这相当于是乙第一次抛，那么乙赢的概率也是 ( )f p ，这样甲赢的概率就为 ( )1 f p− 。经过

这样分析后就可以应用全概率公式算出最后的概率了。 
解：设事件 B 为甲是赢家，事件 A 为甲第一次抛是正面，则 A 甲第一次抛是反面。 
据题并通过简单计算得， 

( )P A p= , ( )| 1P B A = , 
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( ) 1P A p= − , ( ) ( )| 1P B A f p= − . 

根据全概率公式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )| | 1 1f p P B P B A P A P B A P A p f p p= = × + × = + − − , 

这样得到一个关于 ( )f p 的等式，求解得， 

( ) 1
2

f p
p

=
−

. 

因此，如果
1
2

p = ，则甲赢的概率为
2
3
，这是因为甲第一次抛占有优势。 

2.2. 通过递推关系求解概率问题 

用全概率公式解题时会碰到概率的递推关系式 1 , 1, 2,n nP aP b n−= + = ，这样根据递推关系式和初始

条件就可以求出概率。 
例 3 假设袋中有 1 个白球，2 个黑球，每次摸出一球后就放入 1 个白球。这样进行了 n 次后，再从

袋中摸出一球，求摸出的球是白球的概率。 
分析：因为第 1i + ( )1,2, ,i n=  次摸出白球的事件由 i 次摸出球的颜色决定，而第 i 次摸球结果分为

摸出白球和摸出黑球，因此可以根据全概率公式得出第 1i + 次摸出白球的概率与第 i 次摸出球的概率的关

系。 
解：设事件 iA ( )1,2, ,i n=  为第 i 次摸到白球，则根据全概率公式有， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1| |i i i i i i iP A P A A P A P A A P A+ + += + , 

据题并通过分析得， 

( ) ( )1 |i i iP A A P A+ = , 

( ) ( )1i iP A P A= − , 

( ) ( )1 | 1 3i i iP A A P A+ = + . 

其中， ( )1 |i iP A A+ 表示第 i 次摸到黑球的条件下，再在袋中放入 1 个白球，则第 1i + 次取到白球的概率。

假设第 i 次摸球时袋中有 x 个白球，y 个黑球 ( )1,2; 0,1,2; 3x y x y= = + = ，则 

( )i
xP A

x y
=

+
, ( )1

1 1|i i
x xP A A
x y x y x y+
+

= = +
+ + +

, 

因此， ( ) ( )1 | 1 3i i iP A A P A+ = + 。 
将上述关系代入全概率公式， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
2 11 1
3 3

3i i i i i iP A P A P A P A P A P A+ = × + + × − = + , 

这样得到一个关于 ( )1iP A + 和 ( )iP A 之间的递推关系，且又有 ( )1 1 3P A = ，因此， 

( )
1

1
21
3

n

nP A
+

+
 = −  
 

, 

即第 1n + 次摸出白球的概率为 ( ) 11 2 3 n+− 。可以看出，随着摸球次数的增多，摸出白球的概率增加，

当 n →∞时， ( )1 1nP A + → 。 
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2.3. 通过差分方程求解概率问题 

用全概率公式解题时会碰到概率的递推关系式 0 1 1 2 2 0, 2,3,n n na P a P a P n− −+ + = = ，这样根据递推关

系式和初始条件就可以求出概率。 
例 4 连续抛掷一枚均匀硬币，出现正面朝上得 1 分，出现反面向上得 2 分。求得分为 n 分的概率 nP 。 
分析：事件得分为 2n + 分由两个互斥事件组成：一是“得分已经为 1n + 分，且下次抛掷出现一次正 

面朝上得 1 分”，这个事件发生的概率为 1
1
2 nP + ；另一个是“得分已经为 n 分，且下次抛掷出现一次反面

朝上得 2 分”，这个事件发生的概率为
1
2 nP 。 

解：设事件 B 为得分为 2n + 分，事件 1A 为得分已经为 1n + 分，事件 2A 为得分已经为 n 分。据题并

通过简单计算得， 

( )1 1nP A P += , ( )2 nP A P= , 

( )1
1|
2

P B A = , ( )2
1|
2

P B A = . 

根据全概率公式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2| |P B P B A P A P B A P A= × + × , 

即， 

2 1
1 1
2 2n n nP P P+ += +  

这样得到一个关于 nP 的差分方程，即， 

( )2 1 1
1
2n n n nP P P P+ + +− = − − . 

又根据初值， 1
1
2

P = ， 2
3
4

P = ，则解此方程得， 

11 14
6 2

n

nP
−  = − −  

   
, 

因此，得分为 n 分的概率 nP 为
11 14

6 2

n−  − −  
   

。 

3. 结论 

在有关概率和随机模型的研究中，凡是涉及到用概率分析的方法，全概率公式几乎都会被使用，那

么能够灵活使用全概率公式就会为解决问题提供很大的方便。但是学生在学习的过程中会碰到不知道如

何合理划分样本空间，导致无法使用全概率公式的情况。特别是试验可多次进行时，样本空间的划分显

得复杂，一不小心就使得问题变得难以解决。本文给出可能出现这种情况的例子，并对其进行了分析，

说明通过等式、递推关系、差分方程就能很好的解决这些问题。同时，这些方法能加深学生对全概率公

式的理解和应用，培养学生的知识扩展能力。 
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