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Abstract 
In order to solve the problems of complex and difficult implementation for calculating gradients of 
cost function in variational data assimilation, optimization techniques for the discrete adjoint 
sensitivity calculation are studied. Firstly, by comparing with the direct method of gradient com-
putation, the important role of adjoint equation in variational data assimilation is illustrated. 
Through theoretical derivation and detailed analysis, it is shown that the adjoint sensitivity calcu-
lation method has significant advantages in terms of computational efficiency when the dimension 
of the analysis vector is very large. Secondly, because the Jacobian matrix is an important factor in 
the adjoint sensitivity calculation, the sparse and non-zero element distribution characteristics of 
it are analyzed in combination with the numerical discrete schemes in atmospheric prediction 
models. Thirdly, a compression strategy is given to store Jacobian matrix in variational data assi-
milation using its sparsity. Finally, different directed acyclic graphs are used to represent the 
function calculation, its tangent linear and adjoint calculation processes. A fast algorithm is pro-
posed based on graph vertex elimination to accelerate adjoint sensitivity computation demon-
strated by an example. By using the graph vertex elimination method, the hotspot programs called 
during the minimization of the four-dimensional variational data assimilation can be optimized 
and improved, which will greatly reduce the cost of computation. 

 
Keywords 
Data Assimilation, Discrete Adjoint Method, Optimization, Sensitivity Computation, Jacobian Matrix 

 
 

变分资料同化中伴随敏感度计算优化技术 

曹小群1，赵艳玲2，全育阳3，刘柏年1，郭亚楠1 
1国防科技大学气象海洋学院，湖南 长沙 

http://www.hanspub.org/journal/ag
https://doi.org/10.12677/ag.2020.108067
https://doi.org/10.12677/ag.2020.108067
http://www.hanspub.org


曹小群 等 
 

 

DOI: 10.12677/ag.2020.108067 676 地球科学前沿 
 

2中国人民解放军31010部队，北京 
3中国人民解放军92962部队，广东 广州 

 
 
收稿日期：2020年7月20日；录用日期：2020年8月3日；发布日期：2020年8月10日 

 
 

 
摘  要 

针对变分资料同化中目标泛函梯度计算复杂和实现困难等问题，研究了离散伴随敏感度计算优化技术。

首先通过与梯度直接计算方法的比较，说明了伴随方程在变分资料同化中的重要作用，通过理论推导和

分析展示了当分析变量维数特别巨大时伴随敏感度计算方法在计算效率方面的显著优势；其次考虑到在

伴随敏感度计算中Jacobian矩阵是重要影响因素，结合大气预报方程组离散格式分析了伴随方程中

Jacobian矩阵的稀疏性及非零元素分布特征；再次，针对变分资料同化中Jacobian矩阵的稀疏性给出了

一种压缩存储策略；最后利用有向无环图对函数计算、切线性和伴随计算过程进行了表示，通过示例说

明了基于计算图顶点消除的伴随代码优化技术，采用顶点消除方法对四维变分资料同化极小化过程中调

用的热点伴随程序进行优化改进后，将大大减小计算量。 
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1. 引言 

资料同化的目标是通过融合时空分布不规则的多源观测信息，为数值预报模式提供最优初值条件[1] 
[2] [3] [4]。资料同化在大气、海洋、电离层、非线性动力系统和流体力学等众多领域已有广泛应用，对

其计算技术的研究具有重要价值[5] [6] [7] [8] [9]。四维变分资料同化方法(4D-Var)是目前国际上气象和海

洋预报业务部门所使用的先进同化方法之一，在提高数值预报准确度方面已取得巨大成功。4D-Var 本质

上是一个以地球物理流体运动方程为约束条件的大规模最优化问题，解算结果是大气或海洋数值预报模

式需要的初始条件以及其它参数(例如：模式误差、卫星观测偏差参数等) [10] [11] [12] [13] [14]。一方面，

随着大气、海洋科学和高性能计算机的快速发展，数值预报模式分辨率不断提高，同化系统分析变量规

模已增长到 109 量级甚至更大；另一方面，物理和化学过程参数化方案、各种非线性观测算子的引入增

加了目标泛函的复杂性。上述原因导致在变分资料同化中敏感度信息(即目标泛函关于控制变量的梯度)
计算成为一个具有挑战性的科学难题。虽然基于伴随方程的敏感度计算方法在理论上具有优势，但是在

实际具体应用中存在一系列问题。首先，伴随方程方法主要分为两类：连续和离散方法，两者各有优缺

点，在变分资料同化中是选择使用连续伴随方程方法还是离散伴随方法或是两者的混合？目前还无确定

性结论，需要进一步研究；其次，目前利用自动微分工具或手工编码方法都无法开发出完美的伴随模式

[15] [16] [17]；再次，在构造伴随模式时常常遇到不可微或“开关”问题，不存在统一的处理方法，需要

针对不同情况研究特殊方法[18]；最后，伴随模式在时间上是逆向积分的，需要将预报模式状态正向演化

量作为伴随模式的系数，因此在伴随模式积分过程中存储和计算代价都非常巨大。 
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本文主要针对上面的问题，研究了变分资料同化中的伴随敏感度计算优化技术。首先通过与梯度直接

计算方法的比较，说明离散伴随方程在变分资料同化中的重要价值，通过理论推导和分析证明了在分析变

量维数特别巨大的情况下离散伴随敏感度计算方法在计算代价方面的显著优势；其次考虑到在敏感度计算

中 Jacobian 矩阵是影响计算性能的重要因素，结合大气预报方程组离散格式分析了伴随方程中 Jacobian 矩

阵的稀疏性及非零元素分布特征；最后通过示例，给出了 Jacobian 矩阵存储优化策略和基于计算图顶点消

除的伴随模式优化计算技术，从而为伴随方程求解优化奠定基础，最终加速变分资料同化计算过程。 

2. 变分资料同化 

下面主要通过与梯度直接计算方法的比较，证明离散伴随方程方法在计算目标泛函敏感度(或梯度)
信息方面的显著优势，从而说明伴随方程在变分资料同化中的重要作用。在数值预报的变分资料同化问

题中，目标泛函 J 可以表示为地球物理流体(主要是大气和海洋流体，下面以大气为例)运动状态变量 x 和

分析变量 u的泛函[1] [2] [3] [4] [5] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2T 1
0

1 1, d
2 2

T
b b oJ t H t t−≡ − − + −   ∫x u u x B u x y x             (1) 

其中 H 表示非线性观测算子，u和 N
b R∈x 分别代表初始状态和背景场向量，同时在 [ ]0,T 时间段内分布

有一系列观测资料 M
o R∈y 。而定量描述大气流体运动的离散偏微分方程组(Navier-Stokes 方程)在形式上

可表示为 

( )( ), 0=F x u u                                  (2) 

其中，三维大气流体运动状态变量 ( )T
, , , , ,x y zT p q v v v=x 是随时间和空间变化的，公式(2)中的 ( )x u 表示

运动状态向量是分析变量的函数，即分析变量 ( )T
1 2, , , Nu u u=u  控制了同化窗口内的大气状态轨迹的变

化。一般情况下，分析变量维数远远大于观测资料数量，即 N M 。变分资料同化问题利用数学公式可

表示为 

( )min ,J J= x u , s.t. ( ), 0=F x u                          (3) 

当以大气运动离散方程组(2)式为约束条件的目标泛函 J 达到极小值时，则得到最优分析量。对(3)式表示

的最优化问题，其数值求解需要向特定的优化算法提供准确梯度向量值。为了说明离散伴随方程的重要

作用及其计算敏感度的显著优势，首先给出传统的梯度直接计算方法。采用微分链式法则，目标泛函(1)
式对分析变量的导数可以写为[15] [16]： 

d
d i i i

J J J
u u u

∂ ∂ ∂
= + ⋅
∂ ∂ ∂

x
x

, ( 1, 2, ,i N=  )                      (4) 

在(4)式中 iJ u∂ ∂ 与 J∂ ∂x 的计算相对较容易，而 iu∂ ∂x 的计算存在较大难度。考虑数值离散后的大气运

动控制方程(2)式，将其线性化得到， 

i iu u
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂
F x F
x

, ( 1, 2, ,i N=  )                        (5) 

其中，∂ ∂F x 是 N N× 维 Jacobian 矩阵[15] [16]。梯度直接计算方法首先需要通过求解大规模线性代数方

程组(5)式后得到 iu∂ ∂x ，然后将其代入(4)式中计算梯度值。由(5)式易知，对于每个控制变量 iu 都需要

单独求解一个大规模线性代数方程组，最终必须求解 N 个线性方程组后才可以计算出目标泛函 J 对所有

控制变量 u的敏感度。当 N 值较小时，可以利用梯度直接计算方法获得梯度向量；但是，当 310N ≥ 时，

梯度直接计算方法由于计算量太大而无法实现。下面继续讨论基于离散伴随方程的敏感度计算方法。 
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首先，引入离散伴随向量 λ 将(4)式中的梯度表达式改写成下面形式， 

Td
d i i i

J J
u u u

∂ ∂
= + ⋅
∂ ∂

Fλ , ( 1, 2, ,i N=  )                          (6) 

而伴随向量 λ 是通过下面的离散伴随方程表达式求得， 
T TJ∂ ∂   = −   ∂ ∂   

F
x x

λ ,                                (7) 

由上面(6)和(7)两个公式可以看出，欲求得目标泛函 J 对 N 维分析变量 u的导数，只需要求解一个大规模

线性代数方程组(7)式[15] [16]。剩下的唯一问题是梯度直接计算和离散伴随方法是否具有一致性，下面

证明两种不同方法计算敏感度的结果是相同的。 
首先将(5)式代入(6)式，得到 

Td
d i i i

J J
u u u

∂ ∂ ∂
= − ⋅
∂ ∂ ∂

F x
x

λ                               (8) 

而(8)式可以改写为 
TTd

d i i i

J J
u u u

 ∂ ∂ ∂ = − ⋅  ∂ ∂ ∂   

F x
x

λ                            (9) 

将离散伴随方程(7)式代入(9)式后得到 

d
d i i i

J J J
u u u

∂ ∂ ∂
= + ⋅
∂ ∂ ∂

x
x

                              (10) 

(10)式与(4)式是完全相同的，从而证明了对于变分资料同化中的敏感度计算问题，分别利用离散伴随方

法和梯度直接计算方法求解的结果是相同的。但前者只需要求解一个 N N× 规模的线性代数方程组(伴随

方程(7)式)，而后者需求解 N 个类似规模的线性代数方程组，从而说明伴随方法的计算代价大大减小。(6)
式和(7)式一起构成了计算目标泛函关于控制变量敏感度的离散伴随方法。主要优点是：因为消除了目标

泛函梯度对状态量的敏感度依赖关系，而且在伴随方程中也不存在对控制变量 u的敏感度依赖关系，所

以在最优化过程中具有迭代计算代价不依赖于控制变量规模的优点。总之，基于离散伴随方法计算梯度

向量在理论上具有显著优势：针对以离散偏微分方程为约束条件的变分资料同化问题，无论控制变量数

量是多么巨大，在最优化每次迭代过程中只需要求解一套离散的大气运动控制方程和伴随方程，即计算

量在理论上是数值预报模式积分运算量的二倍。另外，与连续伴随方法相比，离散伴随方法具有伴随模

式建立过程清晰规范、易于扩展到大气/海洋多尺度和高分辨率数值预报模式等优点，能够有效克服连续

伴随方法的某些不足。 

3. Jacobian 矩阵结构特征分析 

离散伴随方法是从离散的大气运动控制方程(2)式出发，通过一定的处理和推导后得到离散伴随方程

和目标泛函关于控制变量敏感度的计算公式，因此其最终结果将高度依赖数值预报模式所采用的离散格

式[15] [16]。从(6)式可知，目标泛函关于控制变量的敏感度是伴随状态量 λ 的线性函数，而伴随状态量

可以通过求解大规模线性代数方程组(7)式得到。从(7)式易知，作为变分资料同化的非线性约束条件，离

散偏微分方程 ( )( ),F x u u 的 Jacobian 矩阵 ∂ ∂F x 的结构特征将对伴随方程数值求解有巨大影响。为了优

化伴随方程和目标泛函敏感度计算，下面对 Jacobian 矩阵的特征进行重点分析。因为大气运动控制方程

一般都属于时间演变(或发展)偏微分方程组，所以能够依据预报时间步对状态向量和约束方程进行分离和

排序，即： 
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( )T
1 2, , , , ,i m=  x x x x x , ( )T

1 2, , , , ,i m=  F F F F F                  (11) 

其中 m 是预报时间步数量， ix 和 iF 是第 i 个时间步的状态向量和非线性约束方程。Jacobian 矩阵描述了

非线性约束方程关于大气运动状态向量的敏感度信息，例如，第 i 个时间步的非线性约束 iF 关于状态向

量 jx 的敏感度信息分布通过 Jacobian 矩阵的子块可表示如下： 

i
ij

j

∂
=
∂

F
J

x
                                   (12) 

利用上面的表示方法，下面将说明伴随方程(7)式中的 Jacobian 矩阵 ∂ ∂F x 具有良好的稀疏结构特征。众

所周知，大气和海洋等流体运动变化只受过去状态值影响，而与未来状态无关，即 iF 只依赖于第 i 个时

间步之前状态向量的部分元素。换言之，当 j i> 时，所有的 Jacobian 矩阵块都是零矩阵块，即 0ij =J 。

因此完整 Jacobian 矩阵呈现出下面的块下三角形式。 

11

21 22

1 2

1 2 1

i i ii

m m mm mm−

 
 
 
 ∂

=  
∂  

 
 
  

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0

0

  



    

 

J
J J

F
J J Jx

J J J J

                      (13) 

将(13)式代入(7)式后，则离散伴随方程将转化成下面的新线性代数方程组： 
T T T T

1 111 21 1 1
T T T

2 222 2 2

T

T
1

T

i m

i m

i iii

mm

m mmm

−

     
     
     
     

=     
     
     
     

         

0
0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

 

 

 
   

 

 


bJ J J J
bJ J J

bJ
J

bJ

λ
λ

λ

λ

                    (14) 

其中 ( )T
i iJ= − ∂ ∂b x 。在(14)式中，依据不同时间步将离散伴随状态向量 λ 分割成 m 个部分，即 iλ 表示

第 i 个时间步的伴随状态向量。根据所采用的离散格式， iF 只依赖于第 i 个时间步附近状态变量 x 的部

分元素，只有当时间步 j 在时间步 i 附近时才有 0ij ≠J ，即在(14)式中 Jacobian 矩阵上三角部分中将有许

多零矩阵块。在大多数情形下，Jacobian 矩阵一般呈现块带状，具有依赖于时间离散格式的块带宽值。

例如，当采用单时间步格式离散大气运动控制方程时，那么 iF 只依赖于 ix 和 1i−x ，在此情形下 Jacobian
矩阵的块带宽值是 2；类似地，如果采用双时间步离散格式，则块带宽值将是 3，等等。特别地，如果采

用显式时间差分格式离散大气运动控制方程，则有 ( )1,i i i i−= −F x f x  ，那么 Jacobian 矩阵的对角块将是

单位矩阵： 

i
ii

i

∂
= =
∂
F

J I
x

                                 (15) 

在此情形下，完整 Jacobian 矩阵不但是块下三角结构，而且呈现对角阵结构。 
通过上面的分析可知，如果采用局部化时间离散格式构造数值预报模式，那么伴随方程中的 Jacobian

矩阵将是块对角阵且具有固定块带宽值。下面通过对空间差分格式的分析，将进一步说明每个 Jacobian
矩阵块也具有稀疏特征。在对大气运动控制方程进行数值离散时，通常所有空间差分格式都是局部性的，

即每个网格点上的非线性约束方程 F 只依赖于该网格点附近的状态量。表示为： 
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( )T
1, 2, , ,, , , , ,i i i k i n i=  x x x x x , ( )T

1, 2, , ,, , , , ,i i i k i n i=  F F F F F             (16) 

其中 ,k iF 和 ,k ix 是网格点 k 和时间步 i 处的非线性约束方程和状态向量。因为采用的是局部化空间差分格

式，所以只有当格点 j 在格点 k 附近时才有 , ,k i j i∂ ∂ ≠F x 0，所以即使是 Jacobian 矩阵中 n n× 规模的非零

矩阵块 

1, 1, 1,

1, , ,

, , ,

1, , ,

, , ,

1, , ,

i i i

i k i n i

k i k i k i
ii

i k i n i

n i n i n i

i k i n i

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 
 
∂ ∂ ∂ 

=  ∂ ∂ ∂ 
 
 
∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

 

    

 

    

 

F F F
x x x

F F F
J

x x x

F F F
x x x

                      (17) 

也将具有稀疏特征，其中 n 是空间中网格点数量。如果采用的是空间中心差分格式，则只有 
, , ,
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，非零矩阵块 iiJ 将呈现出三对角结构，表示如下： 
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总之，上面通过对四维变分资料同化中离散伴随方程的详细分析，可以归纳出如下主要结论。首先

离散伴随方程是一个大规模线性方程组，该线性方程组的求解高度依赖于四维变分资料同化中非线性约

束方程(即数值预报模式)的 Jacobian 矩阵；其次，由于针对大气运动控制方程通常采用时间和空间局部化

差分格式构造数值预报模式，所以导致 Jacobian 矩阵成为一个稀疏矩阵，从而使得离散伴随方程成为一

个具有良好结构的典型稀疏线性代数方程组；最后，通过利用(14)式中的块上三角结构可以实现离散伴随

方程的逐步求解策略：基于块后向代入方法首先求得 mλ ，然后依次计算得到 1m−λ 、 2m−λ 、，最终求

得 1λ ，即离散伴随方程的求解与数值预报模式积分方向不同，需要采用时间逆向算法。 

4. Jacobian 矩阵压缩技术 

在四维变分资料同化中伴随方程区别于其它线性系统的是其大规模特征[16] [17]。一个数值预报模式

所对应线性伴随系统的维数大小是 N m n= × ，其中 m 是时间预报总步数，而 n 与空间网格点数量(达到

109 量级甚至更大)成正比例。对于典型高分辨率数值预报中的四维变分资料同化问题，伴随方程的维数

大小可能是数十万亿计。因此，相对于一般线性系统伴随方程的求解需要采用不同的策略和技术。如此

巨大维数的一个直接后果是无法获得存储整个线性系统所需要的计算机内存。一方面有必要使用逐步计
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算方法每次求解伴随方程的一部分，即根据时间逆向顺序和基于后面时间步 ( )1i + 的伴随状态量信息，求

解前一个时间步 i 的伴随方程状态量，即每次只求解一个时间步上的子线性伴随系统；另一方面，可以

利用第 2 部分中分析得到的 Jacobian 矩阵良好的稀疏结构特征，实现 Jacobian 矩阵的压缩存储，从而减

小存储空间需求。 
图 1 给出了稀疏 Jacobian 矩阵的压缩示意图，从图中易知：通过适当调整非零元素的分布位置，可

以实现稀疏 Jacobian 矩阵的压缩存储，从而减小计算机存储空间需求。因为在数值预报模式中当所采用

的时间和空间离散格式固定后，其相应伴随方程的 Jacobian 矩阵稀疏结构就不再发生变化，例如：大规

模三对角矩阵，所以可以采用固定不变的压缩存储方案。从图 1 的表示可知：采用压缩存储技术后，存

储空间需求减小为原来的三分之一；对于具有相同稀疏结构的 Jacobian 矩阵，随着矩阵规模增大，存储

压缩率将快速提高。因此，在四维变分资料同化系统求解中，考虑到分析变量的大规模特征和 Jacobian
矩阵特定不变的稀疏结构，通过采用压缩存储技术将可以大大降低存储代价。 
 

 
Figure 1. Diagram of Jacobian matrix compressing 
图 1. Jacobian 矩阵压缩示意图 

5. 基于计算图顶点消除的伴随计算优化技术 

业务变分资料同化系统一般应用梯度类算法进行求解，因此如何快速、准确、高效地计算梯度信息，

对于变分资料同化求解具有重要意义。计算梯度需要求解目标函数相对于每一个控制变量的导数。计算

导数方法主要有：有限差分法、直接计算法以及伴随方法，等等。若计算目标函数相对于一个控制变量

的导数，有限差分法必须至少计算两次目标函数，因此其计算量与设计变量数量成正比。此外，由于计

算机有效数字位数的限制，差分步长的选择将严重影响导数的计算精度。复变量差分法可以获得目标函

数相对于设计变量的精确导数，而且受差分步长影响较小，其计算目标函数相对于一个设计变量的导数

需要进行一次带复变量扰动的目标函数计算，因此其计算量也与设计变量个数成正比[5]。在典型变分资

料同化求解问题中，作为控制变量的初始场维数超过千万。在这种问题中，若采用限差分法或复变量差

分法，计算一次梯度将需要反复调用数值预报模式求解目标函数，产生极大的计算代价。伴随方法通过

求解原始数值预报模式的伴随方程，只需要经过一次方程求解过程，即可获得目标函数相对于所有设计

变量的导数。伴随方程求解梯度过程中，其计算量与控制变量个数之间基本可实现解耦合，并且精度较

高，在大规模最优化问题中具有显著优势。离散伴随方法可以计算得到机器精度的目标函数导数信息，

且计算代价合理，与其它方法相比具有明显优势。该方法的基本思想是在数值预报模式计算中，无论计

算过程或函数如何复杂，在本质上都是执行一系列的初等计算、初等函数及逻辑运算的有限次组合。对

这些初等运算迭代运用链式求导法则，然后将初等函数微分进行连续逆向累积得到复杂函数的微分信息，

最终可以精确地得到目标函数的导数信息。为了说明各种方法的优劣，以计算下面函数的梯度作为示例。

虽然用作实例说明的函数形式上简单，但具有典型代表性。 
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( ) ( ) 1 2
1 2 3 1 2 3 3, , cosy f x x x x x x x = = + + ⋅                              (19) 

首先定义独立变量 ix  ( 1, 2,3i = )和引入中间变量 iv  ( 1, 2,3, 4i = )，将函数计算过程分解成一系列的基

本运算序列，如表 1 中左栏所示。 
直接计算方法是按照从自变量(Independent Variable)到因变量(Dependent Variable)的方向将求导法则

应用到表 1 左栏所示的函数计算序列中。从自变量到最终函数传递中间变量关于自变量的梯度向量，同

时得到函数值以及具有机器精度的梯度值，具体如表 1 中栏所示。离散伴随方法与直接计算方法完全相

反，是按照从因变量到自变量反方向逐次计算梯度信息，如表 1 右栏所示，变量 iv 的伴随 iv 被定义为因

变量 y 关于 iv 的导数。在伴随方法中首先正向执行最左栏的函数计算序列，并记录中间变量，然后通过

传递因变量与自变量之间的导数关系，反向累积得到导数信息。 
 
Table 1. Computation sequence of the function (19) and its gradient calculation by the direct and adjoint method respectively 
表 1. 函数(19)式的计算序列、基于直接方法和伴随方法计算梯度的序列 

函数计算序列 直接计算方法 离散伴随方法 

1x  [ ]1 1 0 0x∇ =  0ix = ， 1,2,3i =  

2x  [ ]2 0 1 0x∇ =  0iv = ， 1,2,3,4i =  

3x  [ ]3 0 0 1x∇ =  1y =  

1 1 2v x x= +  1 1 2v x x∇ =∇ +∇  4 4 4sinv v y v= − ⋅  

2 1 3v v x= +  2 1 3v v x∇ =∇ +∇  2 2 3 4v v v v= + ⋅ ， 3 3 2 4v v v v= + ⋅  

3 3v x=  ( )3 3 32v x x∇ =∇  ( )3 3 3 32x x v x= +  

4 2 3v v v= ⋅  4 2 3 2 3v v v v v∇ =∇ ⋅ + ⋅∇  1 1 2v v v= + ， 3 3 2x x v= +  

4cosy v=  4 4siny v v∇ = −∇ ⋅  1 1 1x x v= + ， 2 2 1x x v= +  

 
图模型是在研究变量之间因果关系时被广泛应用的工具，对表 1 中的三种类型计算都可以通过计算

图表示。首先定义图 ( ),=G V E ，其中 { }| 1, 2, ,iv i= =V V 是图G 中顶点所代表的变量集合，表示数值

计算过程应用中所有计算子任务的集合； { }| 1, 2, ,ke k= =E E 是图G 的边集合，表示不同顶点代表的

变量之间的依赖关系。图模型中的边表示为 ( ),k i je v v= ，其中 iv 和 jv 分别表示边 ke 的起点和终点，只有

在 iv 执行完毕之后才可以执行 jv 。如果 ( ),i jv v 和 ( ),j iv v 都属于 E ，则在图G 中顶点 iv 和 jv 之间的边为

无向边，即只是一条简单的连线。如果只有 ( ),i jv v ∈E ，则在G 中表现为 i jv v→ ，即为有向边。如果G
中只存在有向边或无向边，则分别称为有向图和无向图。表 1 左栏计算过程可以通过计算图表示，具体

如图 2 所示。图中的顶点包含了函数(19)式中间变量的所有计算过程，在计算中每一个顶点只有当它的所

有前驱顶点成功执行之后才被执行。在计算图顶点集合中存在两类特殊顶点：无任何前驱的顶点为输入

顶点，无任何后继的顶点为输出顶点。因为在图中不存在任何回路，所以这种图一般被称为有向无环图

(Directed Acyclic Graph，简称 DAG)。如果计算出每一个顶点所定义的基本函数关于前驱顶点变量的局地

偏导数，并作为计算子任务放置在 DAG 图形边上，那么就产生了如图 3 所示的线性化 DAG (Linearizd 
DAG，简称 LDAG)。从图 3 可知，放置在图形边上的导数表达式与表 1 中间栏中的偏导数是相同的，因

此线性化 DAG 表示的是基于直接方法计算梯度的过程。因为直接方法的计算复杂性与独立变量数量成正

比，所以需要三次遍历图 3 才能计算出所有导数向量。 
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Figure 2. Directed acyclic graph of function f 
图 2. 函数 ( )1 2 3, ,f x x x 的有向无环图 
 

 
Figure 3. Linearized directed acyclic graph of function f 
图 3. f 的线性化有向无环图 

 
如果将图 3 线性化 DAG 中每一条有向边的方向设置为相反方向，并根据伴随关系(表 1 右栏所示)重

新设置顶点变量和每条边上的计算子任务，则得到如图 4 所示的伴随 DAG (Adjoint DAG，简称 ADAG)。
ADAG 和 LDAG 的计算顺序完全相反，在 ADAG 中伴随量将从依赖输出量(y)逆向传播到独立输入量(即
自变量 1x 、 2x 和 3x )，直到梯度被完全累积计算，即通过对 ADAG 的一次逆向遍历计算就能获得梯度向

量。从上到下依次计算这些操作产生了输入变量的伴随值 ( )1 2,x x ，即梯度量。伴随状态用零初始化。一

个变量的伴随可以通过计算 LDAG 中其所有后继变量伴随量的加权和得到，而权重就是局地导数。伴随

(信息)量的传播能够通过图 4 所示的伴随 DAG 图形显示出来。伴随方法一个明显的缺点是需要存储整个

计算图来完成导数计算，在解决大规模问题时需要相当大的内存。利用稀疏分布特征，可以实现 Jacobian
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矩阵的压缩存储，从而减小计算机内存需求。下面通过采用基于计算图顶点消除方法，进一步减小伴随

计算内存需求和计算代价。 
对比图 4 和图 5 可知，在伴随 DAG 中消除顶点 1v 和 2v 后，计算梯度所需要的计算初等函数次数将

由 8 次减小到 6 次，即减小的计算次数为消除的图顶点总数。说明通过消除伴随计算图中的顶点能够减

小计算代价，函数(19)式表示的只是某个子计算过程或伴随程序代码的运算情形，如果对变分资料同化中

每个伴随程序采用类似的方法进行改写，特别是针对某些反复调用的热点伴随程序进行优化改进，将大

大减小计算量。在变分资料同化中主要计算过程是迭代最优化过程中的切线性模式正向积分步程序和伴

随模式逆向积分步程序，在采用特定的时空离散格式后两者的结构是固定不变的，因此可以通过消除计

算图顶点的优化技术对程序进行改进后永久使用，而不需要每次调用之前都对伴随程序进行优化。 
 

 
Figure 4. Adjoint directed acyclic graph of function f 
图 4. f 的伴随有向无环图 
 

 
Figure 5. Improved ADAG of function f 
图 5. f 经过改进后的伴随 DAG 
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6. 结论与讨论 

6.1. 结论 

1) 通过理论推导和分析从整体方法的角度，展示了伴随方程在变分资料同化中的重要价值，证明了

在分析变量维数特别巨大的情况下伴随敏感度计算方法在计算代价方面相对直接计算方法具有明显优势。 
2) 结合数值预报模式中所采用的时间/空间离散格式分析了伴随方程中 Jacobian 矩阵的稀疏性及非

零元素分布特征：如果采用局部化时间离散格式构造数值预报模式，那么变分资料同化相应伴随方程中

的 Jacobian 矩阵将是块对角阵且具有固定块带宽值；采用局部化空间差分格式后，使得 Jacobian 矩阵中

的非零矩阵块进一步呈现稀疏特征，甚至呈现出三对角结构；块上三角结构可以实现离散伴随方程的逆

向逐步求解策略。 
3) 针对变分资料同化中 Jacobian 矩阵的稀疏性，提出了一种压缩存储策略。通过适当调整非零元素

的分布位置，可以实现稀疏 Jacobian 矩阵的压缩存储，从而减小存储空间需求。因为在数值预报模式中

所采用的时间和空间离散格式固定后，其相应伴随方程的 Jacobian 矩阵稀疏结构不再变化，所以可以采

用固定不变的压缩存储策略。 
4) 利用有向无环图(ADG)对函数计算过程进行了表示，在此基础上分别利用线性化和伴随 ADG 表

示了切线性和伴随计算过程，通过示例说明通过消除伴随计算图中的顶点能够减小计算代价，减少的初

等函数计算次数等于消除的顶点个数；采用顶点消除方法对四维变分资料同化极小化过程中调用的热点

伴随程序进行优化改进后，将大大减小计算量，从而为伴随方程求解优化奠定基础，最终加速资料同化

系统的计算过程。 

6.2. 讨论 

在增量变分资料同化框架中目标泛函及其梯度向量的计算是非常重要的组成部分，两者实质上都是

敏感度计算过程。尤其是伴随敏感度计算在时间上是逆向的，存储和计算代价都非常巨大，因此需要研

究伴随敏感度计算优化技术。本文结合大气预报方程组离散格式，分析了伴随敏感度计算中 Jacobian 矩

阵的稀疏性及非零元素分布特征，从而为伴随敏感度计算给出了优化的技术路径。但在实际业务同化系

统设计和实现过程中，还需要针对具体问题具体分析，在实际中伴随敏感度计算是一个非常复杂的问题。 
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