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Abstract 
In this work, the transmission properties of acoustic wave through a two dimensional isotropic 
zero-index metamaterial waveguide embedded with rectangular defects have been investigated. It 
is well known that total transmission and total reflection of acoustic wave can be achieved by em-
bedding a proper defect with positive parameters into zero-index metamaterial. We have also 
found that total transmission and total reflection of acoustic wave can also be achieved when mass 
density and bulk modulus of defects are proper negative values simultaneously. Our results have 
been verified by finite element simulations. In addition, the sound pressure field in the defect 
presents different mode distributions when total transmission or total reflection occurs. In dis-
cussing several defects embedded into zero-index metamaterial, abnormal transmission occurs if 
the parameters of each of the two defects are opposite to each other. Particularly, we make use of 
two defects to achieve total transmission, while total reflection occurs when these two defects are 
embedded into zero-index metamaterial individually. This interesting phenomenon can be poten-
tially applied in acoustic cloaking. 
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摘  要 

这个工作研究了声波在含矩形缺陷的二维各向同性零折射率超材料波导中的传播性质。我们知道在零折

射率超材料波导中嵌入合适的正参数缺陷能够实现声波的全透射和全反射，但我们发现当缺陷的质量密

度和体积弹性模量同时为合适的负数时，同样能够实现声波的全透射和全反射，并通过有限元模拟得到

了验证。此外，在全透射和全反射情形下，缺陷中的声压场呈现出了不同的模态分布。全透射发生时,
缺陷中的声压场呈现出的是很多个模态叠加的结果，而全反射发生时会呈现出某个模态的分布。在讨论

零折射率超材料波导中含有多个缺陷时，我们发现当波导中嵌有偶数个缺陷，并且每两个缺陷的参数互

为相反数时，会实现反常的透射现象。我们利用两个单独嵌入零折射率超材料中时导致声波全反射的缺

陷实现了声波的全透射，这一有趣的现象在声隐身上有着潜在的应用。 
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1. 引言 

声学零折射率超材料是指质量密度和体积弹性模量单一为零或者同时为零的超材料，实验上利

用具有狄拉克锥的声子晶体[1] [2] [3]或空间盘绕结构[4]能够有效的实现这种材料。由于声波在这种

零折射率超材料中的波长趋于无穷大，因此在一个有限大小的二维零折射率超材料中声波的相位变

化几乎为零，从而声压场在整个零折射率超材料中表现出均匀性。这是一种稳健的均匀场，在二维

零折射率超材料中嵌入缺陷并不会影响声压场的均匀性，但会在很大程度上影响零折射率超材料的

透射或辐射性质。基于此，通过改变缺陷的几何参数或声学参数可以有效的调节零折射率超材料的

透射或辐射性质。 
利用缺陷来调节二维声学零折射率超材料透射性质的想法最早是在 2013 年由 Wei 等人提出的，

他们在零折射率超材料中加入圆柱形的弹性缺陷，提出了声波在其中传播时能够实现全透射以及全反

射的多种方法[5]。接着，Wang 等人考虑了更一般的圆柱形固体缺陷，在保证缺陷的其它参数不变的

前提下，通过改变缺陷的半径实现了声波的全透射以及全反射[6]。然而，在实现声波全透射和全反射

的方法上，他们都忽视了缺陷的声学参数为负数的情形。近年来，随着对声学超材料的深入研究，实

现负质量密度[7] [8] [9]、负体积弹性模量[10] [11]以及质量密度和体积弹性模量同时为负数[12] [13] 
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[14] [15] [16]的局域共振结构越来越多的被提出来。例如橡胶包裹的铅球在环氧树脂基体中排列成的

面心立方结构在其共振频率附近可以实现负的有效质量密度[9]；沿一个方向周期排列的亥姆霍兹共振

器在其共振频率附近可以实现负的有效体积弹性模量[11]；含气泡的水粒和橡胶包裹的金球置于同一

环氧树脂基体中形成的具有复式点阵的闪锌矿类型结构可以实现有效质量密度和有效体积弹性模量

同时为负数[14]。此外，在他们的工作中，缺陷的形状都只局限在圆柱形，并且在做数值模拟时只讨

论了单个缺陷的情形。 
因此，在这项工作中，我们研究了声波在嵌有矩形缺陷的二维零折射率超材料波导结构中的透射性

质。通过选取合适的负参数缺陷，实现了声波的全透射和全反射。在对负参数缺陷中的模态进行深入分

析时，我们发现缺陷中的声压场仍是一种共振的驻波场，并在全透射和全反射情形下呈现出了不同的模

态分布。此外，在讨论零折射率超材料中嵌有多个缺陷的情形时，我们用两个单独嵌入时都会导致声波

全反射的缺陷实现了声波的全透射，这一新奇的现象只有当零折射率超材料中嵌入两个参数互为相反数

的缺陷时才会出现，对于两个缺陷的参数都为正参数或者负参数的情形是不会出现的。这为实现声隐身

提供了一种新的方法。 

2. 模型及理论推导 

图 1 所示的是一个二维声学波导，其中区域 0 和区域 3 填充着水，其材料参数为 3
0 1000 kg mρ = ，

0 2.22 GPaκ = ，区域 1 为零折射率超材料，其材料参数为 1 00.0001ρ ρ= ， 1 010000κ κ= ，区域 1 的宽度为

d ，高度为 h 。区域 2 为区域 1 内嵌入的 N 个任意放置的矩形缺陷，其材料参数分别为 2 jρ 和 2 jκ  ( ρ 是

质量密度，κ 是体积弹性模量， 1, 2, ,j N=  )，波导的上下边界为硬墙。 
假设一束平面声波 ( )0

0e
i k x tP ω−

从左边沿着 x 方向入射进此波导结构，由于声波在一种均匀介质中传播

时满足连续性方程和牛顿方程 

1 0, 0p vv p
t t

ρ
κ
∂ ∂

∇ ⋅ − = ∇ + =
∂ ∂

                                 (1) 

其中， p代表声压， v 代表质点振动速度。因此我们可以将区域 0 和区域 3 的声压和质点振动速度分别

表示为(我们忽略了 e i tω− 一项) 

( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0

0
0 0 0

0

0
3 0 3

0

e e , e e

e , e

ik x ik x ik x ik x

ik x d ik x d

P
p P r v r

z
tP

p tP v
z

− −

− −

 = + = − 

= =
                            (2) 

其中， 0P 为入射声波的幅值， 1
0 0 0k ω ρ κ −= 为声波在水中的波数， 0 0 0z ρ κ= 为水的阻抗， r 和 t 分别

为反射和透射系数， f 为入射声波的频率。 

根据(1)式，在区域 1 中有 1
1

1

i pv
ρ ω
∇

= − ，由于 1 0ρ → ，因此为保证 1v 为有限值， 1p 一定是常数，也就

是说区域 1 中的声压是一个均匀场。区域 2 中每个缺陷内的声压均满足声波方程 

2 2
2 2 2

2 1

0

j

j j j

j l

p k p

p p

∇ + =
 =

                                      (3) 

其中， 1
2 2 2j j jk ω ρ κ −= ， jl 表示第 j 个缺陷的边界。利用分离变量法解(3)式我们得到缺陷中的声压和质

点振动速度分别为 
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Figure 1. Schematic drawing of a 2D waveguide structure. 
图 1. 二维声学波导结构的示意图 
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∑                    (4) 

对零折射率超材料区域运用质量守恒定律的积分形式 d d
S l

p S l
t

ρ ρ
κ
∂

= − ⋅
∂∫ ∫ v n



，代入(2)和(4)式相应的

结果，最终得到透射系数的表达式为： 

( )0

1

1

1
2

N

j

t
iz L j
hω=

=
+∑

                                      (5) 

其中， ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2

1 1 1 1n mj jnm

nm j j j

ma nbCL j
nb maρ

 
   = − − − − −      

 
∑ ，我们称其为缺陷函数。 

3. 仿真及分析 

由(5)式可知，当满足 ( ) 0L j = 时， 1t = ，全透射便会发生， ( ) 0L j = 的一个可能解为m 、n 至少一个是

偶数并且 ( ) ( )2 22
2 2 2π πj j jk n a m b= + ；而当某一个缺陷的 ( )L j →∞时， 0t = ，全反射便会发生， ( )L j →∞

的一个可能解为m 、 n 同时是奇数并且 ( ) ( )2 22
2 2 2π πj j jk n a m b= + 。我们称 ( ) ( )2 22

2 2 2π πj j jk n a m b= + 为全

透射和全反射发生时需要共同满足的条件式。下面我们结合有限元仿真软件 COMSOL Multi-physics 的数值模

拟结果作进一步分析。在数值模拟中，选取入射声波的幅值 0 1 PaP = ，入射频率 3725 Hzf = 。 

先考虑单个缺陷的情形，选取矩形缺陷的宽度 2 0.1 ma = ，高度 2 0.2 mb = ，体积弹性模量 2 0κ κ= − 。

根据条件式我们得到缺陷的质量密度解为 

( )2 2
2 04n mρ ρ= − +                                      (6) 

将 2, 1m n= = 和 2, 2m n= = 代入(6)式，分别得到 2 08ρ ρ= − 和 2 020ρ ρ= − ，图 2(a)和图 2(c)分别给出了

此时的声压场分布图，可以看到，声波通过波导时发生了全透射；将 3, 1m n= = 和 1, 3m n= = 代入(6)式， 
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Figure 2. Snapshots of pressure field distributions in a zero-index acoustic metamaterial embedded with one rectangular de-
fect; (a) 2 08ρ ρ= − ; (b) 2 013ρ ρ= − ; (c) 2 020ρ ρ= − ; (d) 2 037ρ ρ= − ; (e) The boundary of the defect is ideal rigid; (f) 
The boundary of the defect is ideal soft 
图 2. 零折射率声学超材料中嵌入一个矩形缺陷时的声压场分布图；(a) 2 08ρ ρ= − ；(b) 2 013ρ ρ= − ； (c) 2 020ρ ρ= − ；

(d) 2 037ρ ρ= − ；(e)缺陷的边界是理想硬边界；(f)缺陷的边界是理想软边界 

 

分别得到 2 013ρ ρ= − 和 2 037ρ ρ= − ，相应的声压场分布如图 2(b)和图 2(d)所示，可以看到，声波通过波

导时发生了全反射，模拟结果与理论分析结果完全一致。 

图 2(e)和图 2(f)分别为缺陷的边界为理想硬边界和理想软边界时的声压场分布图。我们注意到缺陷中

存在比较强的共振，也正是这种共振使得缺陷的边界在全透射和全反射的情形下表现得分别像理想硬边

界和理想软边界。缺陷中因共振而产生了驻波，当驻波的某个波节点恰好落在缺陷的边界时，则整个缺

陷边界的声压为零(即为等效的理想软边界)。根据声压的边界连续性，零折射率超材料中的声压会强制

变成零，因此，入射的声波不能通过零折射率超材料，便发生了全反射。然而，一般来说，驻波的波节

点并不会恰好落在缺陷的边界上，在某些共振模式下，缺陷的边界可以看作是等效的理想硬边界，而具

有理想硬边界的缺陷并不会影响声波在零折射率超材料中的传播，全透射便会发生。 
下面我们对矩形缺陷中的模态进行深入分析。由(4)式我们可以发现缺陷中的声压场其实是很多个不

同模态的叠加，每个模态对应的系数为 nmC 。在全反射发生的情形下，缺陷中的声压场只会显现出对应

系数为无穷大的模态，而其它模态的系数与其相比由于非常小，因此对应的模态并不会显现出来。在图

2(b)中，由于此时 13C →∞，因此缺陷中只会显现出 13C 所对应模态的声压场分布，即声波在 x 方向的相

位有 1 个半波长的变化，在 y 方向上的相位有 3 个半波长的变化。同样地，在图 2(d)中，此时 31C →∞，

因此缺陷中只会显现出 31C 所对应模态的声压场分布，即声波在 x 方向的相位有 3 个半波长的变化，在 y
方向上的相位有 1 个半波长的变化。可以看到，缺陷中声波的相位呈现出一种规律性的变化。而对于全

透射的情形来说，由于任意的系数 nmC 都是一个有限大小的值，因此缺陷中显现出的是很多个模态叠加

的结果，如图 2(a)和图 2(c)所示。全反射和全透射的这种区别可以用(4)式来解释，不难发现，缺陷中的

声压其实是很多个余弦函数的叠加。全反射情形下，由于某一个系数 nmC 趋于无穷大，缺陷中的声压可

以近似看作只由一个余弦函数构成，因此会呈现出规律性的变化；而全透射情形下，由于任意的系数 nmC
都是一个有限大小的值，缺陷中的声压是很多个余弦函数的叠加，因此不会呈现出规律性的变化。 
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进一步考虑多个缺陷的情形，由前面对(5)式的分析可知，若零折射率超材料中嵌入的所有缺陷

都满足 ( ) 0L j = ，则全透射会发生；若其中某一个缺陷满足 ( )L j →∞，则不论其它缺陷的 ( )L j 为何

值，全反射都会发生。两个缺陷的模拟结果如图 3 所示，图 3 中所有的缺陷有着相同的体积弹性模

量 0κ− ，宽度 0.1 m 和高度 0.2 m。在图 3(a)中，嵌入的两个缺陷的质量密度分别为 21 08ρ ρ= − 和

22 020ρ ρ= − ，满足 ( ) 0L j = 的全透射条件，可以看到入射的声波全部通过了零折射率超材料；在图

3(b)中，嵌入的两个缺陷的质量密度分别为 21 013ρ ρ= − 和 22 020ρ ρ= − ，分别满足 ( )L j →∞的全反射

条件和 ( ) 0L j = 的全透射条件，可以看到入射的声波被零折射率超材料全部挡回，模拟结果与理论分

析结果完全一致。 
在(4)、(5)两式中，若选取缺陷的体积弹性模量为 0κ 并且几何大小保持不变，则(6)式的解变为

( )2 2
2 04n mρ ρ= + ，这意味着当图 2 和图 3 中所有缺陷的质量密度和体积弹性模量同时取其相反数时，

声波的透射情况仍然不变。以图 2(d)为例，若缺陷的质量密度取 037ρ ，体积弹性模量取 0κ ，则声波通过

含矩形缺陷的波导仍然会发生全反射，如图 4(a)所示。然而，当我们在图 4(a)中的零折射率超材料中继

续嵌入一个参数为 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= − = − 的缺陷时，声波通过波导时竟发生了全透射，如图 4(b)所示。这

意味着我们用两个单独嵌入时导致声波全反射的缺陷实现了声波的全透射，这是一个反常的现象。从缺

陷函数看，参数为 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= − = − 的缺陷满足 ( )L j →∞的条件，因此声波在通过波导时发生了全反

射，而图 4(a)中参数为 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= = 的缺陷满足的实际上是 ( )L j → −∞的条件，声波在通过波导时仍

会发生全反射。但是如果将这两个缺陷同时嵌入到零折射率超材料中时，由(5)式可知，此时两个缺陷的

缺陷函数会相互抵消，由于零折射率超材料本身并不会阻碍声波的传播，因此声波在通过波导时发生了

全透射。可见，当在零折射率超材料中嵌入两个缺陷，并且其中一个缺陷的质量密度和体积弹性模量分

别和另一个缺陷的质量密度和体积弹性模量互为相反数时，可以实现声波的全透射。需要注意的是，这

一新奇的实现声波全透射的方法只适用于两个缺陷的参数互为相反数的情形，对于两个缺陷的参数同为 
 

 

Figure 3. Snapshots of pressure field distributions in a zero-index acoustic metamaterial embedded with two rectangular de-
fects; (a) One defect with 2 08ρ ρ= −  and the other one with 2 020ρ ρ= − ; (b) One defect with 2 013ρ ρ= −  and the other 
one with 2 037ρ ρ= −  
图 3. 零折射率声学超材料中嵌入两个矩形缺陷时的声压场分布图；(a)一个缺陷的参数为 2 08ρ ρ= − ，另一个缺陷的

参数为 2 020ρ ρ= − ；(b)一个缺陷的参数为 2 013ρ ρ= − ，另一个缺陷的参数为 2 037ρ ρ= −  

 

 

Figure 4. Snapshots of pressure field distributions in a zero-index acoustic metamaterial embedded with; (a) one rectangular 
defect with 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= = ; (b) two rectangular defects, one defect with 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= =  and the other one with 

2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= − = −  
图 4. 零折射率声学超材料中的声压场分布图；(a)嵌入一个参数为 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= = 的矩形缺陷；(b)嵌入两个矩形缺

陷，其中一个缺陷的参数为 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= = ，另一个缺陷的参数为 2 0 2 037 ,ρ ρ κ κ= − = −  
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正数或者同为负数的情形，只有当这两个缺陷单独嵌入零折射率超材料中都导致声波全透射时才能实现

声波的全透射。因此，从零折射率超材料中嵌入两个缺陷实现声波全透射的方法的角度看，利用参数互

为相反数的两个缺陷比利用参数同为正数或者同为负数的两个缺陷更有优势，并且这个方法适用于零折

射率超材料中嵌入任意偶数个缺陷的情形。 

4. 结论 

我们研究了声波在嵌有矩形缺陷的二维各向同性零折射率波导中的传输性质，并发现当在零折射率

波导中嵌入负参数缺陷时，缺陷中的声压场和正参数缺陷中的声压场类似，是一个共振的驻波场。当缺

陷的质量密度和体积弹性模量同时为合适的负数时，同样能够实现声波的全透射和全反射。在对缺陷中

的模态进行深入分析时，我们发现在全透射和全反射发生时，缺陷中的声压场呈现出了不同的模态分布。

全透射发生时，缺陷中的声压场呈现出的是很多个模态叠加的结果，而全反射发生时，缺陷中的声压场

呈现出的是某个模态的分布，表现在缺陷中声波的相位会呈现出一种规律性的变化。在讨论零折射率超

材料波导中含有多个缺陷时，我们发现当波导中嵌有偶数个缺陷，并且每两个缺陷的参数互为相反数时，

会实现反常的透射现象。我们利用两个单独嵌入零折射率超材料中时导致声波全反射的缺陷实现了声波

的全透射，这一有趣的现象在声隐身上有着潜在的应用。 
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