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摘  要 

基于矢量光线追踪(VRT)模型，推导了高斯光束在液滴内部的传播过程，研究了高斯光束照射下不同粒

径大小的倾斜椭球形液滴在一阶彩虹区域内所产生的光学焦散结构(即彩虹条纹和双曲脐条纹)，计算了

不同椭球度的液滴彩虹条纹的曲率以及彩虹角的位置，建立了光学焦散特性(主要指彩虹条纹的曲率和彩

虹角的位置)与液滴信息的物理关联，为后续的实验测量提供理论支持。 
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Abstract 
Based on the vector ray tracing (VRT) model, the propagation process of Gaussian beam in the drop-
let was deduced. The optical caustic structure (i.e. rainbow fringe and hyperbolic umbilic fringe) gen-
erated by titled ellipsoidal droplet with different sizes in the first-order rainbow region under the ir-
radiation of Gaussian beam was studied. The curvature of rainbow fringe and the position of rainbow 
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angle of droplet with different ellipsoid were calculated. The physical correlation between the optical 
caustic properties (mainly referring to the curvature of the rainbow fringe and the position of the 
rainbow angle) and the droplet information is established, which provides theoretical support for the 
subsequent experimental measurement. 
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1. 引言 

彩虹散射方法是激光散射法的一种，是指光通过微小粒子时会发生的散射现象，通过观测散射光的

有关参量，可得到散射体本身结构的很多信息。例如根据几何光学彩虹角附近的光强分布，可以得到液

滴的折射率、温度或者粒径，这种方法被称为彩虹测量技术，由 roth 等首次提出[1]。目前人们所谓的彩

虹测量技术一般都指的是利用单色光源照射(一般为激光光源)下的彩虹强度分布测量单粒子的折射率和

尺寸，而不再是自然界中出现的复色光彩虹现象。基于单个球形液滴的散射，液滴的大小、折射率和温

度等信息可以被确定，这种方法被称为标准彩虹技术[2] [3]，可以被用来表征液滴信息。为了测量喷雾中

的液滴群的粒径分布和平均温度，van Beeck 提出了全场彩虹测温法(Global Rainbow Thermometry, GRT) 
[4] [5]。后来的学者们也基于不同的彩虹理论例如 Airy 理论，Lorenz-Mie 理论以及广义 Lorenz-Mie 理论

(GLMT)等对这种方法进行了进一步的探索和发展[6] [7] [8] [9] [10]。彩虹的 Airy 理论是指通过 Airy 峰的

角位置与粒子直径和折射率的关系，来测量均匀粒子的直径和折射率大小。是一种比较传统的彩虹测试

方法，由于其测量精度高且测量方法比较简单、易行，所以成为目前粒子尺度测量中常用的方法之一。

Lorenz-Mie 是基于严格电磁散射理论，但该数学解的数值计算过程(尤其是针对大粒子)十分困难。广义

Lorenz-Mie理论是Lorenz-Mie理论的扩展理论，可以给出波束照射下粒子(照射到粒子上的光为非均匀的)
的散射场分布。目前利用广义 Lorenz-Mie 理论不仅可以计算均匀球、柱的散射强度角分布，而且可以计

算非均匀球、柱的散射场，为数值模拟研究不同级次的彩虹提供了理论基础。例如在广义 Lorenz-Mie 理

论(GLMT)的框架下，使用了一种稳定的数值算法，模拟了高斯光束照射多层球时径向非均匀加热液滴的

彩虹分布[10]。角度的标定是彩虹技术中最重要的环节。吴迎春等人通过一维空间滤波器在傅里叶域提出

了一种可以准确提取彩虹散射角的光学设计[11]，称之为一维彩虹技术。通过一维彩虹技术，成功地测量

了正庚烷液滴的尺寸和折射率。然而标准彩虹技术和全场彩虹测温法都假设液滴为球形液滴，考虑到现

实中重力以及一些外力的作用，液滴并不完全为标准的球形液滴。对非球形液滴的参数测量技术进行研

究时，非球形液滴的形状通常被近似为椭球形液滴来进行光散射特性研究[12] [13]。 
上世纪八十年代，Marston [14]开展了椭球形液滴的彩虹散射测量，观测到了双曲脐条纹和尖点焦散。

Nye [15]在理论上给出了双曲脐条纹尖点的产生条件，同时也证明了双曲脐条纹与倾斜光线有关。随后给

出了尖点位置与椭球形液滴轴比关系函数[16]，并将理论计算值与实验数据进行了对比。当液滴椭球度改

变时，液滴在一阶和二阶彩虹区域中出现了许多焦散模式，如双曲脐焦散、E6突变等[17] [18] [19]。徐峰

[20]等基于德拜级数模拟分析了一系列光学焦散，其中包括彩虹焦散、横向尖点和双曲脐焦散。基于矢量
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光线追踪模型，于海涛等[21] [22]研究平行光照射下椭球形液滴的一阶和二阶彩虹区域的光学焦散结构，

定量分析了彩虹条纹曲率和尖点焦散位置的变化情况，建立了彩虹条纹曲率和尖点焦散位置与液滴椭球

度的物理关联，并且通过分析出射光线的边界[23]，提出了一种计算椭球形液滴彩虹散射中光学焦散结构

的模型。 
对于液滴数目浓度较高的雾化，则需要更高的空间分辨率，并且为了避免多液滴的复散射，高聚焦

的高斯光束可以实现更高的空间分辨率。然而，在高斯光束照射条件下，倾斜椭球形液滴所产生的光学

焦散结构的演变尚未得到研究。倾斜椭球形液滴信息与光学焦散结构特性(即彩虹条纹的曲率、彩虹角位

置)之间的关系是什么？因此需要研究高斯光束照射倾斜椭球形液滴光学焦散特性，通过研究高斯光束入

射倾斜椭球形液滴的光学焦散得到的结果，预计可以进一步分析倾斜椭球形液滴粒径与光学焦散的关系，

利用分析结果进一步探索测量椭球形液滴的方法，为液滴测量提供理论基础。本文将致力于研究在高斯

光束照射下，不同粒径大小的倾斜椭球形液滴所产生的光学焦散结构特性。 

2. 理论分析 

矢量光线追踪模型(VRT)，可以用于研究光线在球体或形状复杂的粒子内部的传播过程。首先，给出

了反射和折射的矢量公式，然后讨论了光线从光学密度较小的介质中传播到一个光学密度大的过程中，

对于给定条件入射光线、反射光线、折射光线，以及内部光线进行了详细的推导。 
 

 
Figure 1. Diagram of light passing through the interface of two media 
图 1. 光线穿过两种介质交界面时示意图 

 
假设光从介质 1 传播到介质 2 (见图 1)，其中介质 1 和介质 2 的折射率分别为 m1和 m2。当 m2 > m1

时意味着光线从光疏进入到光密介质，反之则亦然。本文主要研究高斯光束照射倾斜椭球形液滴时的折

射和反射情况，所以只考虑相对折射率 m (m = m2/m1)大于 1 的情况。设入射光线的单位矢量是 n0，反射

光线的单位矢量是 n1，折射光线的单位矢量是 n2，入射光线经过两介质交界面时接触点处的法线方向向

量为 n，则入射光线经过交界面后的反射光线矢量公式为： 

( )1 0 02= − ⋅n n n n n                                  (2.1) 

经过交界面后的折射光线矢量公式为： 

( ) ( )2
2 0 0 02 2

1 1 11
m m m
 = − ⋅ − − + ⋅ n n n n n n n n                      (2.2) 

利用上述光线穿过两种介质交界面时的折射和反射光线的矢量公式，可以模拟计算光束入射倾斜椭

球形液滴的光线追踪过程。 
根据矢量光线追踪原理可以计算光线进入液滴的光线追踪过程，主要推导了当高斯光束同心入射(即

高斯光束中心与液滴中心重合)倾斜椭球形液滴时光线路径的计算公式。 
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Figure 2. Schematic diagram of a tilted oblate droplet il-
luminated by a Gaussian beam 
图 2. 高斯光束入射倾斜椭球形液滴示意图 

 
假设倾斜椭球形液滴的中心(OP)在笛卡尔坐标轴的中心(OG)处，如图 2 所示，倾斜椭球形液滴的半轴

长分别为 a，b 和 c，a/c 为椭球度，折射率为 m，椭球液滴的标准方程为： 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + =                                   (2.3) 

绕 x 轴旋转ϕ 度后变为： 
2 2 2 1 0Ax By Cz Dyz+ + + − =                              (2.4) 

其中， 

2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1 ,

cos sin ,

sin cos ,

1 12sin cos .

A
a

B
b c

C
b c

D
b c

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

=

= +

= +

 = − 
 

                              (2.5) 

在上述方程中，如果液滴绕 x 轴逆时针旋转则ϕ 设为正值，反之则亦然。 
假设束腰半径为 ω0，波长为 λ的 TEM00高斯光束正入射到倾斜椭球形液滴，其中高斯光束沿着 x 轴

正方向传播，沿着 y 方向偏振，并且中心与液滴中心重合(即同心入射)，如图 2 所示。当高斯光束中的一

条光线 L0到达倾斜椭球形液滴表面的 A 点时，在一阶近似中，入射的高斯光束在 A 点的相位 φi符合[24]： 

( )
2 2

1, , tan
2i

R

x z yx y z k y
R y

ϕ −   +
= − + +   

   
                        (2.6) 

其中 k 为波数，等于
2
λ
π
；R 代表波阵面曲率 [ ]{ }21 RR y y y= + ；yR 为瑞利长度 2

0Ry ω λ= π ；任意位置

的高斯光束的光斑半径可以表示 [ ]{ }1 22
0 1 Ry yω ω= + 。 

入射光线的方向矢量是垂直于在这一点的波阵面的，此时 L0可以表示为： 

0 x y zL i L j L k= + +L


 

                                 (2.7) 
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其中 i


， j


和 k


分别为沿着 x 轴 y 轴以及 z 轴的方向矢量。Lx，Ly，和 Lz分别为： 

( )

2 2 2

2

2

0

2 2 2

2 22

0

2

2 2 2

2

2

i R
x

R

Ri R
y

R

i R

R

R

z

y xyL
x y y

k x z y y yL
y y yy

y zyL
z y y

k
y

ϕ
ω

ϕ

ϕ
ω

∂
= − =

∂  + 
 + −∂  = −

∂ ++

∂
=

= + −

− =
∂

 

+

 

  

                      (2.8) 

随后，入射光线 L0在 A 点折射后进入液滴内部，折射光线 L01在倾斜椭球形液滴内传播并与液滴相

较于 B 点，然后在 B 点发生一次反射，反射光线 L12与液滴相交于点 C，最后在 C 点折射后离开液滴，

如图 2 所示。根据矢量光线追踪模型我们可以得到上述折射、反射以及最后出射光线矢量公式为： 

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )

0 0

2
01 0 0 02 2

22 2
1 01 01 01

12 01 01

22 2
2 12 12 12

2 ,

1 1 11 ,

1 ,

2 ,

1 .

r A A

A A A A

B B B B

B B

C C C C

m m m

m m m

m m m

= − ⋅

= − ⋅ − − + ⋅

= − ⋅ + − + ⋅

= − ⋅

= − ⋅ + − + ⋅

L L L n n

L L L n n L n n

L L L n n L n n

L L L n n

L L L n n L n n

                   (2.9) 

其中 m 为相对折射率，nA,nB和 nC分别为点 A，B，C 处的法向量。 
通过上述矢量光线追踪模型，可以获得与一阶彩虹相关的折射光线矢量公式，即 L2。假设折射光线

的矢量公式为 L2 = (ax, ay, az)如图 3 所示，可以得到偏转角(off-axis angle)为： 

1

2 2
cos y

x y

a

a a
θ −

 
 =
 + 

                                (2.10) 

仰角(elevation angle)为： 
2 2

1
2 2 2cos x y

x y z

a a
a a a

φ −
 +
 =

+ +  
                              (2.11) 

 

 
Figure 3. Definition of the scattering angle of outgoing rays 
图 3. 出射光线散射角的定义示意图 

 
正如图 3 所示，出射光线 L2与 L2

’离开液滴时具有相同的偏转角，但仰角不同，这意味着两条出射光

线是在同一散射平面内的。同一散射平面中的出射光线，仰角相同，但离开液滴时的具体位置不同，这

https://doi.org/10.12677/app.2023.134015


王海楠 
 

 

DOI: 10.12677/app.2023.134015 131 应用物理 
 

意味着出射光线离开液滴后以相同的方向进行传播(即偏转角相同，仰角也相同)。通过计算特定散射平面

上的出射光线，可以得到与液滴信息有关的光学焦散结构。 
假设光线的方向矢量为(m0, n0, p0)，光线上任意一点的坐标为(x0, y0, z0)，其中这个光线可以是入射光

线、反射光线或者折射光线，则光线的方程可以表示为： 

0 0 0

0 0 0

x x y y z z
m n p
− − −

= =                                (2.12) 

其中 m0 ≠ 0，n0 ≠ 0，p0 ≠ 0。假设光线照射在液滴表面(x0, y0, z0)点上。点(x0, y0, z0)位于倾斜椭球形液滴上，

则有： 
2 2 2
0 0 0 0 0 1 0.Ax By Cz Dy z+ + + − =                            (2.13) 

光线进入液滴后会在其他点与液滴表面相交，光线与液滴表面的其他交点(x1, y1, z1)可通过以下方式

计算获得： 
1) 当 m0 ≠ 0，n0 ≠ 0，p0 ≠ 0 时，光线的方程可以表示为： 

( )

( )

0
0 0

0

0
0 0

0

,

.

n
y y x x

m
p

z z x x
m

= + −

= + −
                                (2.14) 

把(2.14)公式带入(2.4)得： 
2 2

20 0 0 0
2 2 2
0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 02 2 2
0 0 0 00 0 0

2 2
20 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02
0 0 0 00

2 2 2

n p n p
A B C D x

m m m

n n p p n p p n
B x y C x z D x y z x

m m m mm m m

n p n p n p
B x y C x z D x x z x y y z

m m m mm

 
+ + + 

 
      

+ − + + − + + − + +      
       

   
+ − + − + − − +   

    
1 0.


− =



      (2.15) 

设： 
2 2
0 0 0 0

1 2 2 2
0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 02 2 2
0 0 0 00 0 0

2 2
20 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 02
0 0 0 00

,

2 2 2 ,

c 1.

n p n p
a A B C D

m m m

n n p p n p p n
b B x y C x z D x y z

m m m mm m m

n p n p n p
B x y C x z D x x z x y y z

m m m mm

= + + +

     
= − + + − + + − + +     

     

    
= − + − + − − + −    

     

      (2.16) 

随后根据 
2

1 1 1 1

1

4
.

2
b b a c

x
a

− ± −
=                                (2.17) 

求解方程可得到另一点(x1, y1, z1)的坐标。 
综上所述，如果已知光线的方向向量(m0, n0, p0)、倾斜液滴的方程以及光线与液滴表面的一个交点(x0, 

y0, z0)，则另一个交点可根据式(2.12)和(2.4)解方程后获得。当 m0 ≠ 0，n0 ≠ 0，p0 ≠ 0 时，上述公式是有效
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的。其他情况也可以通过这种方法进行求解。但不同的是光线方程不同，不同情况下的光线方程及其物

理意义如下： 
2) 当 m0 = 0，n0 ≠ 0，p0 ≠ 0 时，光线的方程为： 

0

0 0

0 0

,

.

x x
y y z z

n p

=

− −
=

                                  (2.18) 

物理意义是光线垂直于 x 轴传播。按照第一种情况的步骤，将式(2.18)带入(2.4)后，通过解方程就可

以得到光线与液滴的另一个坐标。 
3) 当 m0 ≠ 0，n0 = 0，p0 ≠ 0 时，光线的方程为： 

0

0 0

0 0

,

.

y y
x x z z

m p

=

− −
=

                                  (2.19) 

物理意义是光线垂直于 y 轴传播。 
4) 当 m0 ≠ 0，n0 ≠ 0，p0 = 0 时，光线的方程为： 

0

0 0

0 0

,

.

z z
x x y y

m n

=

− −
=

                                  (2.20) 

此时代表光线垂直于 z 轴传播。 
5) 当 m0 ≠ 0，n0 = 0，p0 = 0 时，光线方程为： 

0

0

,
.

y y
z z
=

=
                                     (2.21) 

物理意义为光线垂直于 y 轴和 z 轴传播，也就是说，光线与 x 轴平行。 
6) 当 m0 = 0，n0 ≠ 0，p0 = 0 时，光线方程为： 

0

0

,
.

x x
z z
=

=
                                     (2.21) 

物理意义为光线平行于 y 轴传播。 
7) 当 m0 = 0，n0 = 0，p0 ≠ 0 时，光线方程为： 

0

0

,
.

x x
y y
=

=
                                     (2.23) 

物理意义为光线平行于 z 轴传播。 
8) 当 m0 = 0，n0 = 0，p0 = 0，数学上，这表示坐标中的一个点。所以对于这条光线没有物理意义。 
总之，给定由向量(m0, n0, p0)描述的光线方向与液滴表面的函数方程，以及光线与液滴的一个交点(x0, 

y0, z0)坐标，则其他交点可根据上述过程进行计算。 

3. 结果与分析 

根据所阐述的矢量光线追踪原理，利用“边界”方法，模拟高斯光束照射下不同倾斜椭球形液滴的

光学焦散结构。设高斯光束的波长为 0.6328 μm，束腰半径为 100 μm。研究了不同粒径大小的倾斜椭球

形液滴的光学焦散结构，分别研究了在粒径大小为 100 μm、200 μm 和 1000 μm (即 a = 100 μm、a = 200、
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a = 1000)时，椭球形液滴的椭球度为 1.05、1.12、1.18 和 1.24 (即 a/c = 1.05、a/c = 1.12、a/c = 1.18 和 a/c 
= 1.24)时的光学焦散结构。其中液滴的相对折射率为 m = 1.333，倾斜角度为 5˚。 
 

 

 
Figure 4. Optical caustic by tilted ellipsoidal droplets with different sizes 
图 4. 不同粒径的倾斜椭球形液滴形成的光学焦散结构 
 

图 4(a)高斯光束同心照射椭球度为 1.05，粒径大小分别为 100 μm、200 μm 和 1000 μm 时倾斜椭球形

液滴所产生的光学焦散结构，此时只有彩虹条纹，并没有双曲脐条纹。三种彩虹条纹弯曲程度都很小，

开口方向沿着偏转角增大的方向，也就是后向散射方向。粒径为 100 μm 时椭球形液滴所产生的彩虹条纹

与粒径为 200 μm 时椭球形液滴所产生的彩虹条纹几乎接近重合，只能在很小的散射角范围内看到两种彩

虹条纹的微小差异(见图 4(a)插图)。但粒径大小为 1000 μm 时椭球形液滴所产生的光学焦散结构却和粒径

为 100 μm 和 200 μm 时有明显的差异，主要表现为彩虹角的位置变化。 
图 4(b)为高斯光束同心照射椭球度为 1.12 时，粒径大小分别为 100 μm、200 μm 和 1000 μm 时倾斜

椭球形液滴所产生的光学焦散结构。从图中可以看出，彩虹条纹弯曲程度相较于 1.05 明显增大，开口方

向同样沿着偏转角增大的方向。粒径为 100 μm 时椭球形液滴所产生的彩虹条纹与粒径为 200 μm 时椭球

形液滴所产生的彩虹条纹同样几乎接近重合，粒径大小为 1000 μm 时和粒径为 100 μm 和 200 μm 时的彩

虹条纹有明显的差异，主要体现在彩虹角的位置差异。此时已经存在双曲脐条纹，开口方向沿着偏转角

增大的方向，即后向散射方向，且不同粒径下尖点焦散的位置几乎重合。 
高斯光束照射椭球度为 1.18，粒径大小不同的椭球形液滴所产生的光学焦散结构如图 4(c)所示，相
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较于椭球度为 1.05 和 1.12 时，彩虹条纹的弯曲程度更大。同等条件照射下，不同粒径大小的椭球形液滴

彩虹角的位置也有很大的差异。此时的双曲脐条纹相较于椭球度为 1.12 时开口程度明显变大，开口方向

沿着偏转角增大的方向，即后向散射方向，但三者仍几乎接近重合。当倾斜椭球形液滴椭球度为 1.24 时，

彩虹条纹的弯曲程度也变得更大，粒径大小为 100 μm 和 200 μm 时椭球形液滴所产生的彩虹条纹依旧几

乎重合。此时双曲脐条纹的开口程度也变得更大，开口方向沿着偏转角逐渐增大的方向，也就是后向散

射方向。 
通过图 4 的模拟结果可以看出，随着倾斜椭球形液滴的椭球度不断变化，彩虹条纹的曲率以及彩虹

角的位置也会不同，因此接下来主要计算了当倾斜椭球形液滴粒径大小不同时，不同椭球度的液滴所产

生的光学焦散结构特性(主要指彩虹条纹的曲率以及彩虹角的位置)。 
 

 
Figure 5. The curvature of rainbow fringes of tilted ellipsoidal droplet 
with different sizes varies with the evolution of ellipsoid 
图 5. 不同粒径大小的倾斜椭球形液滴所产生的彩虹条纹的曲率随

椭球度的演变过程 
 

图 5 为不同粒径的倾斜椭球形液滴在同等照射条件下所产生的彩虹条纹曲率随着椭球度的演变过

程。为了方便比较，同样只计算了彩虹条纹顶点处(即彩虹角)的曲率。由图可知，倾斜椭球形液滴椭球度

不同时，彩虹条纹的曲率也不同。当椭球形液滴的椭球度逐渐增大时，彩虹条纹的曲率呈现增大的趋势。

粒径为 100 μm 与粒径为 200 μm时椭球形液滴的彩虹条纹的曲率十分一致。当椭球形液滴粒径为 1000 μm
时，彩虹条纹的曲率与另外两种情况下的差异随着液滴的椭球度的增大，逐渐变得明显。因此可以通过

建立彩虹条纹曲率与椭球度的物理关联来获得液滴的信息。 
图 6 为粒径大小为 100 μm、200 μm、1000 μm 时，不同椭球度的倾斜椭球形液滴所形成的彩虹角位

置随着液滴椭球度的变化情况。从图中可以看出，在水平方向上(即偏转角方向)，彩虹角的偏转角随着椭

球度的增加逐渐减小(即彩虹角逐渐向前移动)，在垂直方向上(即仰角方向)，彩虹角的仰角随着椭球度的

增加逐渐增大，也就是说彩虹角向上偏移。 
通过上述分析可知，可以通过运用彩虹条纹曲率、彩虹角的位置与椭球形液滴的形状之间的物理关

联获得液滴的椭球度，可以为后续实验测量液滴信息打下理论基础。 
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Figure 6. The position of rainbow angle of tilted ellipsoidal droplet with different 
size varies with the evolution of ellipsoid 
图 6. 不同粒径大小的倾斜椭球形液滴所产生彩虹角的位置随椭球度的演变

过程 

4. 结论 

根据矢量光线追踪原理计算了高斯光束照射不同粒径大小的倾斜椭球形液滴时在一阶彩虹区域内形

成的光学焦散结构，其中椭球形液滴的折射率为 1.333，椭球度分别为 1.05、1.12、1.18和 1.24 (即 a/c = 1.05，
a/c = 1.12，a/c = 1.18 和 a/c = 1.24)，倾斜角度 5 度，并将椭球度相同但粒径大小不同的液滴所产生的光

学焦散结构进行了对比分析。结果表明，同等条件照射下，当同一椭球度的椭球形液滴粒径大小不同时，

会对光学焦散结构产生一定影响，主要表现在彩虹条纹的曲率和彩虹角的位置不同。随后，分别计算了

不同粒径大小的倾斜椭球形液滴彩虹条纹的曲率和彩虹角的位置，建立了光学焦散特性与液滴信息的物

理关联，为后续的实验测量提供理论支持。 
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