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摘  要 

在城市轨道交通中，地铁电客车受电弓与接触线之间所产生的磨耗(简称弓网磨耗)，是常见的设备问题。

而在弓网磨耗的类型中，机械磨耗占85%以上。本文以接触线的磨耗为研究对象，尝试将其机械磨耗现

象纳入数学模型当中，对其进行规范化，以此建立一个规范的量化的理论系统。结合一般的量纲分析、

分析力学、摩擦学理论，对弓网磨耗现象列出相关物理量，试推出量纲关系，揭示该磨耗类型的特征。

通过模型的构造，可以对弓网磨耗现象的本质做出更深入的了解，对磨耗量的变化采取更有可控性的监

测。 
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Abstract 
In urban rail transit, the wear between the pantograph and the contact wire, known as the bow- 
net wear, is a common equipment issue. Among the types of bow-net wear, mechanical wear con-
stitutes over 85%. This study focuses on the wear of the contact wire, aiming to integrate the me-
chanical wear phenomenon into a mathematical model, standardize it, and establish a standar-
dized and quantified theoretical system. By combining dimensional analysis, analytical mechanics, 
and the theory of friction, relevant physical quantities related to bow-net wear are identified, di-
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mensional relationships are derived, and the characteristics of this wear type are revealed. Through 
the construction of the model, a deeper understanding of the essence of bow-net wear phenome-
non can be achieved, and a more controllable monitoring of wear variation can be implemented. 
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1. 引言 

关于机械摩擦、接触磨损等理论的研究，现已取得了重要成果，尤其是摩擦学领域，被广泛应用于

地铁系统弓网关系问题的处理当中。磨耗的产生有其弓网自身及外部客观等复杂原因，如外部间接磨耗、

化学磨耗(环境因素)。现有的研究成果表明，直接属于弓网关系的磨耗主要分为两大类：机械磨耗与电气

磨耗，其中机械磨耗是最主要也是最典型的。从常识上看，机械磨耗与接触压力有关，压力过大，抬升

量会随之加大，摩擦导致的磨耗增加；而压力过小，电阻上升，接触点温度升高，二者之间产生电弧，

电气磨耗增加。 
传统的研究方法更多关注的是弓网关系，而忽略了磨耗现象的本身，考察范围未包含“磨耗”产生

的其他各种条件，虽已定性分析，但未定量描述，仍未很好地揭示其中的复杂性。磨耗出现的一瞬间，

到底发生了什么，如何去判定该现象的产生，磨耗变化的机理又是什么，从哪些侧面去反映该现象？如

何去描述这一现象，它与什么因素有关？由于弓网系统是动态运作的，机械磨耗下，各种因素相互影响

或作用，用数学语言去描述无疑是最直观的。 
现改变以往方式，从接触线这一本体出发，从根本上对磨耗进行考察。用数学语言去描述接触线的

“磨耗”现象，构建该行为的数学模型，使其直观化、计量化。运用数学语言，揭示磨耗的本质，为实

际的弓网机械磨耗的相关问题解决提供理论支持。 

2. 磨耗本质与量纲统一 

磨耗是什么，我们平时所说的长 1 m 的磨耗，或者宽 10 mm 的磨耗，这样的表述是否合理？传统的

认识，是将弓网关系不良看成是磨耗产生的根本原因，产生矛盾：几何学量纲无法对应弓网相互作用的

动力学意义！从该矛盾可见：线磨耗的量 L、面积磨耗的量 A (L2)以及体积磨耗的量 V (L3)皆为几何学量

纲，对应弓网关系的动力学意义这一模式是不可行的。所以，我们必须建立“动力学过程⇔ 动力学量纲”

这一联系。由动力学量纲可进一步推出以下两点： 
1) 磨耗的本质：接触线的变质量运动； 
2) 磨耗具有动力学意义⇒质量[m]，是磨耗真实存在的最根本的属性。几何学现象只是磨耗的一个

侧面反映，非本质上的。由此，与本质相对应，磨耗的量纲统一为质量[m]，赋予该现象本质性的描述。

后面所有论述皆以这两条推论为基础。 
磨耗的多少或大小，表示这一种量的程度。在现实中对此说法不一，有的用接触线残余宽度来衡量，

有的则用接触线的残余厚度来衡量，亦或是结合宽度与厚度一起进行评估，主要有线磨耗、面磨耗以及
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体积磨耗等标准。这都是有效的手段，但存在是否规范的问题。由于测量磨耗的量，本应该就磨耗掉的

部分而言，但磨耗的部分无法得知其形体或其他参数，无法再还原重现磨耗部分的状态(大多呈粉末状碎

屑散落)。而理论的推导需从磨耗本身着手，对磨耗的量进行数学表达。 
现对磨耗进行量纲的统一，对其转化为动力学量纲，建立机械磨耗的质量 m 的模型。磨耗的质量 m

与接触线的载荷 f、维氏硬度 H、滑动速度 v、时间 t、弹性模量 E、密度 ρ、疲劳极限即最大应力 p 以及

磨耗的体积 V 有关，今运用白金汉 π定理分析质量 m 与上述物理量之间的关系[1]，由此进一步推导出其

函数表达式。机械磨耗现象中所涉及的物理量及其量纲为： 
磨耗质量 m 的 SI 单位是 kg，基本量纲表达式为[m] = M； 
总体载荷 f 的 SI 单位是 N，基本量纲表达式为[f] = LMT−2； 
维氏硬度 H 的 SI 单位是 kgf/mm2，基本量纲表达式为[H] = MLMT−2L−2 = M2T−2L−1； 
滑行速度 v 的 SI 单位是 m/s，基本量纲表达式为[v] = LT−1； 
表面接触时间 t 的 SI 单位是 s，基本量纲表达式为[t] = T； 
弹性模量 E 的 SI 单位是 N/m2，基本量纲表达式为[E] = LMT−2L−2 = MT−2L−1； 
材料密度 ρ的 SI 单位是 kg/m3，基本量纲表达式为[ρ] = ML−3； 
最大应力 P 的 SI 单位是 Pa，基本量纲表达式为[P] = LMT−2L−2 = MT−2L−1与弹性模量的量纲一致，

故合并为同一动力学量纲的量。 
磨耗体积 V 的 SI 单位是 m3，基本量纲表达式为[V] = L3； 
质量 m 与相关量的函数表达式可写成 ( ), , , , , ,m m f H v t E Vρ= ，则有原函数关系式为 

( ), , , , , , , 0m f H v t E Vϕ ρ = 。可知上述物理量所涉及的基本量纲为 L、M、T，得出量纲矩阵 

T

0 1 1 1 0 1 3 3 L
1 1 2 0 0 1 1 0 M
0 2 2 1 1 2 0 0 T

A
− − − 

 =  
 − − − − 

，可得 ( )rank 3A = 。在 8 个物理量中选出 3 个量纲相互独立的变量 

ρ、v、f，则无量纲积有 ( )8 rank 5A− = 组，这 5 组积作为无量纲量的函数关系式为 ( )1 2 3 4 5, 0, , ,ψ π π π π π = ，

无量纲积的组合分别用基本物理量的幂次乘积形式表示为： 1 1 1
1 vm fα β γπ ρ= ， 2 2 2

2 vH fα β γπ ρ= ，

3 3 3
3 vt fα β γπ ρ= ， 4 4 4

4 vE fα β γπ ρ= ， 5 5 5
5 vV fα β γπ ρ= ，转换成量纲形式为： 

[ ] ( ) ( ) ( )1 1 13 1 2 0 0 0
1 ML LT L LM MT M T

α β γ
π − − −= =                       (1) 

[ ] ( ) ( ) ( )2 2 22 2 1 3 1 2 0 0 0
2 M T L ML LT LMT L M T

α β γ
π − − − − −= =                   (2) 

[ ] ( ) ( ) ( )3 3 33 1 2 0 0 0
3 T ML LT LMT L M T

α β γ
π − − −= =                       (3) 

[ ] ( ) ( )4 4 42 1 3 1 2 0 0 0
4 MT L ML LT (LMT ) L M T

α β γπ − − − − −= =                    (4) 

[ ] ( ) ( ) ( )5 5 53 3 1 2 0 0 0
5 L ML LT LMT L M T

α β γ
π − − −= =                       (5) 

由式(1)得方程组

1 1 1

1 1

1 1

3 0
1 0

2 0

α β γ
α γ

β γ

− + + =
 + + =
− − =

，求解得 1
1
2

α = ， 1 3β = ， 1
3
2

γ = − ，所以
1 3

32 2
1 m v fπ ρ

−
= ； 

由式(2)得方程组

2 2 2

2 2

2 2

1 3 0
2 0

2 2 0

α β γ
α γ
β γ

− − + + =
 + + =
− − − =

，求解得 2
1
2

α = − ， 2 1β = ， 2
3
2

γ = − ，所以
1 3
2 2

2 H vfπ ρ
− −

= ； 
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由式(3)得方程组

3 3 3

3 3

3 3

3 0
0

1 2 0

α β γ
α γ

β γ

− + + =
 + =
 − − =

，求解得 3
1
2

α = ， 3 2β = ， 3
1
2

γ = − ，所以
1 1

22 2
3 t v fπ ρ

−
= ； 

由式(4)得方程组

4 4 4

4 4

4 4

1 3 0
1 0

2 2 0

α β γ
α γ
β γ

− − + + =
 + + =
− − − =

，求解得 4 1α = − ， 4 2β = − ， 4 0γ = ，所以 1 2
4 vEπ ρ− −= ； 

由式(5)得方程组

5 5 5

5 5

5 5

3 3 0
0

2 0

α β γ
α γ
β γ

− + + =
 + =
− − =

，求解得 5
3
2

α = ， 5 3β = ， 5
3
2

γ = − ，所以
3 3

32 2
5 V v fπ ρ

−
= ； 

其中由 1π 可得
1 3

32 2m v fπρ
− −= ，又因无量纲量的方程 ( )1 2 3 4 5, 0, , ,ψ π π π π π = 与 ( ), , , , , , , 0m f H v t E Vϕ ρ = 等

价，即磨耗质量 m 的显式表达式为： 

( )
1 3 1 3 1 3 1 1 3 3

3 3 2 1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 4 5, , , , , , 0v f v f vf v f v vm H t V fEρ π π π π ρ ρ ρ ρ ρ

− − − − − −− − − − 
= Ψ = Ψ =  

 
， 

虽然 Ψ为待求函数，但整体在应用中已大大趋近于原型，对于物理模拟的意义重大。磨耗的量纲统一以

质量的量纲 M 定义，“磨耗”即是指磨耗的质量。统一了量的动力学量纲，这是解决相关问题的第一步，

任何数据分析应以此为基础。m 是数学模型中的量，通过量纲分析得出其函数表达式，而它与实际的磨

耗质量m 到底有多接近，取决于实际试验中有多少条件是可以满足模型条件的。假设实际测量时，我们

找到 H、v、t、E、ρ、V 等容易满足的条件，那么 2π 、 3π 、 4π 、 5π 等无量纲量就是等效的，原型的质

量与模型的质量仅存在关系 ( )
3
2m m f f= 

 ，式中 f 为原型的载荷，则测量原型的磨耗质量m 已得到较大

简化。 

3. 关于磨耗的标准计算公式的推导 

接触线是一个均匀密度的刚体，即任意同单位的两处质量都是相同的，所以被磨耗掉的部分同样满

足均质条件。见图 1，将接触线磨损掉的部分重新组合还原，可得到一个立方体，即磨耗体。磨耗体基

本上呈现不规则的形体，而“不规则”是指该立方体上半部分而言，下半部分是原接触线的柱面部分，

故有其相关的规则性。横向观察，形如图 1 所示，现计算其质量 m。又因密度是已知的，故其体积大小

起决定作用。由于接触线磨耗掉的部分，是个不规则的立方体，需分切成不同截面积大小的平面。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of contact wire wearing body restoration 
图 1. 接触线磨耗体还原简图 

 
若以 iA 表示不同平面的面积，且同一面积大小的平面到另一面积大小的平面的距离(厚度)为 ih ，则

可求出相应的体积元： 1 1 1V A h= ⋅ ， 2 2 2V A h= ⋅ ，， i i iV A h= ⋅ 。整体体积则为对各体积元进行求和： 

( )1 2 i i iiV V V V V A h= + + + = = ⋅∑ ∑ , ( 1,2, ,i n=  )                     (6) 

现将磨耗的立方体放置于一条直线坐标轴 X 轴上，且令每个截面皆垂直于 X 轴，立方体的两端所处
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在 X 轴上的位置分别记作 a、b，则面积 iA 为 x 的标量连续函数，记作 ( )iA x ，是表示经过点 x 且垂直于

X 轴的平面面积。每个相同平面的厚度 ih 则为 ix x+ ∆ 或 dix x+ ，那么每个相同平面的体积元为

( )i iV A x x∆ = ∆ 或 ( )d di iV A x x= ，两边积分得到体积关于截面面积的公式： ( )db

a
V A x x= ∫ ，由于 ( )A x 又

是关于截面上曲边的积分，假设垂直于 X 轴且与截面 iA 相交的直线为 l，交点记为 c、d，沿 l 切分成的

两条曲线分别记作 ( )lϕ 、 ( )lΨ ，体积的积分为二重积分公式： ( ) ( )d d d
a c c

b d d
V l l l l xϕ = + Ψ  ∫ ∫ ∫ ，故式(6)

可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0 d d d d
b b d dn n

i iii i a c ci a
V V V V V A h A x x l l l l xϕ

= =
 = + + + = = + Ψ  

= = ⋅∑ ∫ ∫∑ ∫ ∫  

磨耗量m Vρ= ，当磨耗量为 0，即无磨耗时， 0V = ， ( ) 0A x = ，磨耗的大小随体积的变化而变化。

为进行可量化的数学计算，一般以理想情况下即截面上曲边为直线的磨耗体积为近似计算的标准，如图

1 所示。 
 

 
Figure 2. Cross section of contact wire 
图 2. 接触线横截面 

 
见图 2，已知接触线的截面为左右上方有缺口的类圆形状，半径为 R，定类圆心 O 为原点，铅垂向

下引出一条直线坐标轴 X 轴，磨耗的截面为阴影部分。不论是否为侧磨，磨耗截面的上边线为直线 L，
下边线为圆弧的一部分。薄片 dx 即为磨耗高度的位置距离原点 O 的距离 x 的微分，直线 2 22L R x= − ，

薄片的面积即为： 2 2
d 2 dxA R x x= − ，又下边线与 X 轴的交点与原点 O 的距离仍是 R，磨耗的截面则有

公式： ( ) 2 2 2 22 d 2 d
R

x

R

x
A x R x x R x x= − = −∫ ∫ ，对积分式子进行展开，得： 

( ) 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2 d

2 arcsin arcsin
2 2 2 2

arcsin

x

R
A x R x x

R R R x R xR R R x
R R

xR x R x R
R

= −

 
= − + − − − 

 

= π − − −

∫

                (7) 

由于式中 x 属于接触线的残余厚度，并不在磨耗体当中，故令磨耗的截面高度 h R x= − 替换残余厚度 x，
式(7)可写成： 

( ) ( ) ( )

( )

22 2 2

2 2 2

arcsin

2 arcsin ,

R hA R h R R h R R h R
R

R hR R h Rh h R
R

−
− = π − − − − −

−
= π − − − −

 

所以 ( ) ( )V b a A R h= − ⋅ − ，磨耗量 m 的标准计算公式为： 
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( ) ( )

( ) ( )( ) ( )2 2 22 arcsin

m V b a A R h
R hb a R b a R h Rh h b a R

R

ρ ρ

ρ ρ ρ

= = − ⋅ −

−
= − π − − − − − −

 

式中：ρ——接触线密度； 

( )b a− ——磨耗体的长度，a、b 分别为磨耗体在坐标轴上的端点 ( )b a> ； 
R——磨耗体圆弧部分的曲率半径，或接触线圆弧半径； 
h——磨耗体截面的高度。当接触线无磨耗时，h = 0。 

4. 关于机械磨耗的动力学模型 

在城市地铁线路中，接触网(轨)系统常见的架设方式有刚性、柔性以及第三轨，其中涉及到弓网磨耗

的则是刚性、柔性接触网。刚、柔性接触网二者虽在架设类型上有别，但接触线的悬挂方式最直接的差

别也仅体现在设备弹性上。 
刚性接触网中的接触线是通过汇流排定位线夹与其他设备连接(以 CTA120 型的接触线、B 型的刚性

汇流排定位线夹为例)，由于 CTA120 型接触线的(沟)槽尖间距为 6.8 mm，而刚性汇流排最底部的夹持宽

度为 4.8 mm，故接触线与汇流排之间无相对运动，可视为同一刚体系。而汇流排与定位线夹之间则存在

可活动的裕度，因 B 型汇流排定位线夹的开档间距为 89.4 mm，对于汇流排顶部的宽度 85 mm 而言具有

垂直线路方向的 4.4 mm 活动裕度；又 B 型汇流排定位线夹开档的上下间隙为 9 mm，较之汇流排顶部的

厚度 6 mm 而言具有竖直方向的 3 mm 活动裕度。柔性接触网对比刚性接触网，其接触线则具有更大的弹

性空间，以及活动裕度。 
 

 
Figure 3. Schematic diagram of contact wire  
图 3. 接触线自由度示意 

 
由此可见，电客车受电弓碳滑板运动过程中，接触线并非处于静止无运动状态，而是由相应的活动

裕度提供了随悬挂装置进行进动、章动的条件。接触线的运动自由度实现了延拓。取弓网系统中接触线

及受电弓碳滑板(即摩擦副)作为考察整体，弓网运作时，接触线与碳滑板做相对运动。将碳滑板作为参考

系，则接触线贴碳滑板表面沿碳滑板的前进方向做逆方向运动。接触线所处在的动力学系统，是一个存

在耗散的、非理想的、非保守的系统，主动力摩擦阻力作功，机械能不守恒[2]。见图 3，那么接触线所

受的外力有悬挂部件的夹持力与悬吊力 ( )
1

eF ，以及受电弓碳滑板的支持力 ( )
2

eF 。其中 ( )
2

eF 由受电弓抬升量

及弓网接触力体现，当其足够小时趋近于 0，由于振动与其有关，故在动力学分析中不忽略。又因为接

触线的架设以“之”字值进行，所以接触线沿碳滑板斜向运动，刚性汇流排(或柔性悬挂接触线)在垂直线

路方向的活动裕度使得接触线存在欧拉角的进动角 φ，而刚性汇流排(或柔性悬挂接触线)在竖直方向的活
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动裕度又使得接触线存在欧拉角的章动角 θ。以接触线运动为主体，根据约束条件可得出广义坐标 kq 有：

x、θ、φ。在 t 时刻弓网接触点处的振幅为 A，由于两边凹槽收到夹持力的作用，θ 角产生的应力只转化

为上下振动的激励，而不产生以 Y 轴为主轴的转动。无论振动的微小与否，振动的动能  
21 e sin

2
t

kE kA tβ−= Ω  ( β 为阻尼系数)寓于作用于 Z 轴上的动能。耗散系统的拉格朗日方程为： 

d
d k D

k k

L L Q Q
t q q
 ∂ ∂

− = + ∂ ∂ 
                                 (8) 

则位移有： ( ) ( )d d d d d dx y zx x R Rϕ ϕ θ θ= + + + +r e e e ，对时间求导，得速度： 

( ) ( )x y zx x R Rϕ ϕ θ θ+ += + +r e e e 

   ，根据欧拉角方程，章动角 θ与进动角 φ满足： xω θ= ， sinyω ϕ θ=  ，

coszω ϕ θ=  ，故动能为： 

( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
2 2
1 1 sin cos
2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

T m I

m x x R R R I

mx mx m R m R I

ω

ϕ ϕ θ θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ θ θ ϕ

= +

+ + + + + + +

= + + +

=

+ +

r

  

   

 

  



             (9) 

势能 ( ) ( )22 21cos cos e cos
2

tV mg R R k R R tβθ θ −= − + − Ω                     (10) 

则式(9)~(10)得出拉格朗日函数：  

( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1cos cos e cos
2

t

L T V

mx mx m R m R I

mg R R k R R tβ

ϕ ϕ θ θ ϕ

θ θ −

= −

= + + + + +

− − − − Ω

 

                       (11) 

耗散函数 ( ) ( )i iD v x x R Rµ µ ϕ µ ϕ θ µ θ= + + + +=  

  ，又因保守力的广义力 ( ), ,k kx k kQ Q Q Qθ ϕ= ∑ ；耗散

力的广义力 ( ), ,D Dx D DQ Q Q Qθ ϕ= ∑ ，可求出广义坐标 kq 所对应的广义力，并由式(11)与式(8)计算、化简

得到以下结果。 

x 方向上的运动方程： ( ) 2d
d

m mx
t

x ϕ µ− = − ，故 2 0mx mxϕ µ− + = ； 

θ 方向上的运动方程： 

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

d 2 sin cos sin sin e cos
d

2 sin cos sin sin e cos ,

t

t

m R I mgR k R k R t
t

R mgR k R k R t

β

β

θ θ θ θ θ

θ

θ

µ θ θ θ

−

−

+ − − − Ω

= − − − Ω

 

－

 

两边化简得 22 2 0mR I Rθ θ µ+ + =  ； 

ϕ 方向上的运动方程： ( )2 2d
d

mx mR I x R
t

ϕ ϕ ϕ µ µ+ + = − −   ，故 22 0mxx mR I x Rϕ ϕ ϕ µ µ+ + + + =   ，至

此，所求出的接触线的运动微分方程皆为广义坐标的二阶微分方程：

2

2

2

0
2 2 0
2 0

mx mx
mR I R
mxx mR I x R

ϕ µ

θ θ µ

ϕ ϕ ϕ µ µ

 − + =


+ + =
 + + + + =



 

  

，
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其中 µ 为摩擦系数，对方程组进行变形，得到 µ 的表达式：

2

2

2

2 0
2

2 0

mx mx
mR I

R
mxx mR I

x R

µ ϕ

θ θµ

ϕ ϕ ϕµ

 = −


+ = − =

 + + = − =
 +



 

  

，由于转动惯

量 I 与质量 m 有关，故写成 I m= ⋅的形式，其中方框□是一个待求因式，且□与 m 无关，故方程组中的

µ 可表示为：
2

1 xmx
x
ϕµ

 
= − − 

 







，
2

m R
R

µ θ  = − + 
 



 ，
22xx Rm

x R
µ ϕ

 + +
= −  + 




 ，可见 µ 在形式上与前 

进方向上的加速度 x反向，与章动角的加速度θ反向，与进动角的加速度ϕ反向。由于接触线的自由度

以 x 为主，运动状态以 x 方向上的贡献最为突出，故考察 x 方向上方程的意义最重要。令： 
2

1 xmx mx
x
ϕµ

 
= − − = − ⋅ 

 




 



，其中
2

1 x
x
ϕ

= −





                        (12) 

式中○同样是一个待求因式。实际上 µ 是一个标量，无方向， µ 与摩擦作用力 NF 成反比，由于θ、ϕ与

转动惯量 I 方向相反，而 x与 x 同向，故有
2

1 0x
x
ϕ

− <




，即因式 0< 。 

无论磨耗量的大小，产生磨耗的接触线皆是一个变质量体，整体质量随时间发生减少的变化，即
d 0
d
m
t
< ，dm 即接触线损失的质量，也就是磨耗量。从磨耗的角度上看，

d
d
m
t
的范围是随机的，即磨耗率

并不确定为某一常数(下文将讨论)。由密舍尔斯基方程得出： ( )m m= + −F r ur   ，式中 F 为 dt 时间内的

合外力，u为磨耗体 dm 脱离接触线的速度。令 =r u ，即 dm 的速度与接触线的速度一致，磨耗与接触线

未分离或磨耗未产生，则m = Fr ，即接触线的质量未随时间而改变。又因耗散力 F
u
µ

= −
u
时表现为摩擦

力 NF ，即 N rF µ= − e ，摩擦系数乘以一个方向的单位向量。故 Nµ = − F ，又由式(12)中 mxµ = − ⋅  这一

形式可见， N mx− = − ⋅F  ，所以 m=F r即为摩擦力 NF ！现将密舍尔斯基方程进行整理，得到公式：

( )N m m− = − + −rF r u   ，故 ( )mx m m− ⋅ = − + −r ur    ，
m m

x mx
−

= −
r ur



  

 

，一般情况下， ( )cos ,x x= ⋅r r   ，当

方向夹角 ( ),x r 趋于 0 时，有 ( ) ( ), 0lim cos 1,x x→ =r r


 ，或进行泰勒展开亦同。所以当方向夹角 ( ),x r 足够小

时，可认为 x = r 。现实中 ( ),x r 甚至会很微小，并不会太大，则 1 m m
mx
−

= −
r u



  



，由式(12)进替换，

2

1 1x m m
x mx
ϕ −

− = −
r u  

 

，化简得出： 

2mx m mϕ = −r u                                     (13) 

讨论式(13)中，当 0=u 时， 2mx mϕ = r  ，而在前进方向上位移 x t≈ r，故 2m t mϕ⋅ =r r  ，化简得 2m mtϕ =  ，

由 I m= ⋅对式子进一步整理，得出 21 1
2 2

I t mϕ = ⋅ ⋅ 
，由于转动惯量 I 与接触线初始质量 m 都是确定的，

故 c1 nst
2

o⋅ = ，令常数
1
2

c = ⋅，推导出关系式： 

T t m cϕ = ⋅                                     (14) 

可见，磨耗量 dm 随时间的变化率
d
d
m
t
与进动角ϕ 所产生的动能Tϕ 有关。当磨耗产生时， ≠u r，磨耗体 

脱离接触线，存在 min 0=u 时，即磨耗体在水平方向的速度为 0 时，磨耗体呈现垂直或竖直方向脱落，摆

动角度的动能等于接触线质量随时间的变化率与接触线初始质量的比值乘以一个常数 c。相反可推出，当
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进动角ϕ 的动能Tϕ 在一个单位时间中达到m c⋅ 这一个值时，磨耗现象出现。可将出现磨耗的临界值写为：

min
T m cϕ = ⋅ 。在式(13)中，当 =u r时， 2 0mtϕ = ，即 0ϕ = ，表示当接触线未发生进动时，接触线整体只

以一个速度 r运动，未出现速度不一致的分体运动，故未出现磨耗现象。其中m 的量纲式为 MT−1，故由

Tϕ 的量纲式 ML2T−2进一步检验出常数 c 的量纲式为 L2T−1，其物理意义如同位移与速度相乘。 
综上所述，本文所构建的动力学模型是以接触线活动裕度为基础的，抽象出广义坐标，能够将机械

磨耗的产生原理直观化、清晰化，使磨耗现象的研究进一步本质化。将接触线所受外力等价平移至悬挂

部件所受的力，目的在于接触线的运动状态得以完备化。以弹性性能最小的架空刚性接触网为例，接触

线在垂直线路方向上具有的 4.4 mm 活动裕度，故接触线活动裕度的范围在垂直线路方向上≥4.4 mm 时，

min
T m cϕ = ⋅  (将T t m cϕ = ⋅ 中的时间 t 单位化后)这一动力学效应对于机械磨耗的产生是有意义的。在 4.4 
mm 量级上，总加速度 r与分量加速度 x十分接近，方向夹角 ( ),x r 存在趋于 0 的可能。正因如此，ϕ即使

不等于 0，也是属于一个小量，表明
min

Tϕ 可以足够小，亦能促使磨耗的产生，只是磨耗量的大小可能需要

以微观层面的手段进行测量而已。此时，宏观上的摩擦所产生的质量损耗已内蕴于进动角的动能之中！ 
在动力学模型的基础上，再论其稳定性，对接触线本体而言，接触线的运动状态是稳定的。在架设

的线路设计当中，实际的接触线运动是符合要求未发生偏离的。在三个自由度中，顺线路方向的 x 是按

照设计来架设的，具有硬性要求，而θ 、ϕ 则是在一定范围内允许存在的，具有弱约束性，在 mm 量级

上合理的自由度。在数学物理意义中，θ 、ϕ 等同于对接触线在 x 方向上运动所施加的微扰，两个微扰

产生于定位点处。经过有限的时间，接触线的振动减小最后恢复原状态。在位形空间中，相轨迹由相点

所体现，而现实中虽然接触线以 x 方向位移最显著，做功最多，但其在磨耗产生上并不起直接、明显的

作用，接触线出现磨耗现象的一瞬间，是因为进动角ϕ 的动能Tϕ 对此产生了贡献。而章动角θ 所引起的

微扰作用，使得磨耗的位置出现偏斜，即侧磨。 

5. 关于机械磨耗的随机模型 

磨耗现象的过程，是无法在线检测的。这是由于引发磨耗产生的各种条件复杂，使之具有无法预知

性，从而其随机性强。大多数情况下，只能将磨耗前后的数据进行对比分析。 
根据现有的摩擦学理论，磨耗行为分为三个阶段：自组织阶段，即磨合磨损期；混沌阶段，即正常

磨耗期；失稳阶段，即急剧磨耗期[3]。从接触线与受电弓碳滑板接触表面的形貌来看，理想情况下磨耗

进行到接触线表面最底层(无微凸体)时，表面达到理想光滑，不再出现磨耗，然而实际上磨耗会持续进行。

首先可知，当弓网接触压力超过屈服极限时，会发生微观切削和塑性变形，其中一些磨屑存在于摩擦界

面，参与磨耗行为；另有一部分挤入凹谷，使表面逐渐平滑。在磨耗过程中，微凸体在界面发生粘着(熔
焊)，出现撕裂。 

见图 4，接触线表面的高度记为 iz ，表面的高度服从正态分布[4]，即 ( )
( )2

22
0

1 e
2

z

z
µ

σϕ
σ

−
−

=
π

，式中 

2σ 为高度的方差， µ 为高度平均值。在 ( )2 23 ,3σ σ− 区间内，密度最大，微凸体高度最为集中，也就是

磨耗发生的概率相对较大。 
 

 
Figure 4. Surface morphology of contact wire 
图 4. 接触线表面形态 
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通过观察分析，可认定表面的高度分布具有以下重要特征：无记忆性，即与时间无关。平均高度值

随时间发生表动，但高度分布仍然是具有正态性的。如同一个青少年群体内的成员，最初的统计身高符

合正态分布，随着年龄的增长，即使每位成员的身高发生变化，但最后的统计结果仍然是正态分布的。

此特征表明，接触线的表面在磨耗前后，表面高度都是服从正态分布的。则设磨耗后的高度为 Z ′，存在

Z Z kt′ = −  (k 为高度的磨耗率，t 为时间，kt 为磨耗量)。分布函数 

( ) { } { } { } ( )0z P Z z P Z kt z P Z z kt z ktψ ψ′ ′ ′ ′ ′ ′= ≤ = − ≤ = ≤ + = + ， 0ψ 为初始的表面高度分布函数，所以磨

耗后的密度函数有： 

( )
( )( )2

221 e
2

z kt

z
µ

σϕ
σ

′− −
−

′′ =
′π

                               (15) 

磨耗前后的表面高度都服从正态分布，那么考察式子 Z Z kt′ = − 成为关键。Z 与 Z ′的正态分布已确

定，则 Z 与 Z ′呈线性关系，kt 分为两种情况：第一种是常数，从实际与理论上观察这是不可能的，表现

在表面高度上的磨耗率 k 是随机的，并非恒定常数；另一种是服从正态分布的随机变量，并且可确定的

是 kt 是独立于 Z 与 Z ′的随机变量。排除第一种可能性后，kt 的定位则确定为正态随机变量。式(15)中具

有两个随机变量：z′与 kt，将 z′用一般的 z 表示，即表面高度与变化量同时以正态分布的密度函数呈现，

式(15)写成二维密度函数： 

( )
( )( )2

221, e
2

z kt

z kt
µ

σϕ
σ

− −
−

=
π

                              (16) 

式(16)比上 ( )0 zϕ 则可得出磨耗量 kt 在 Z 条件下的条件密度函数： ( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2

1 2 2

2
|

0

,
| e e

z kt kt

kt z

z kt
kt z

z

µ µ

σ σ
ϕ

ϕ
ϕ

− − −

= = ⋅ ，

分布函数则为： 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 2 1 1 1

2 2 2| e e d e e d e e e d
z kt kt z kt kt z kt

kt
kt z kt kt kt

µ µ µ µ µ µ

σ σ σ σ σ σ σψ
− − − − − − − −

⋅+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
= ⋅ = =∫ ∫ ∫

-

， 

令 2
1

2
α

σ
= ， 2

1µβ
σ
−

= ，故原式的积分部分为高斯积分 ( ) ( ) ( )
2

2
4, e d ekt ktI kt
β

α β αα β
α

+∞ − +

−∞

π
= =∫ ， 

( )222

2 2 2

11 2
4 2

µβ µ
σ σα σ

−− = = 
 

， 2 σ
α
π
= π ，所以 ( )

( )2
2
1

2, 2 eI
µ

σα β σ
−

= π ⋅ ，故 ( )
2

2
2 1

2| 2 e
z

kt z
µ µ

σψ σ
− +

= π ⋅ ， 

磨耗量 kt 在 Z 条件下的分布函数同样是具有相关的正态特性，时间𝑡𝑡是连续的，表面高度的磨耗率 k 在很

大的程度上呈现正态分布规律。为将磨耗率 k 更加直观化，可从接触线质量、磨耗量与时间的关系探索

出来。 
如图 5 所示，接触线的质量为 m，初始质量为 0m ，磨耗量为 m′，初始磨耗量为 0，恒有 0m m m′+ = ，

由于 0m 是一个常数，故接触线质量的函数 m 与磨耗量的函数 m′相互关联，同时进行变化，二者单调性

相反。m 只能单调递减，而 m′只能单调递增。当 0m′ = 时， 0m m= ；当 0m m′ = 时， 0m = ；当 m m′ =  

时， 0m m m′ ′+ = ，所以 0
1
2

m m m′ = = 。可见，m 与 m′是关于直线 0
1
2

M m= 对称的，二者趋势为各自从两

端逐渐向 0
1
2

m 靠近，并在 0t 时间点 0
1
2

m 处相交，之后 m 往 0 方向， m′往 0m 方向发展。磨耗率

0m m mk
t t

′−
= = ，一般地，在某个时间 ( )1 2,t t 区间内， 2 1 2 1

2 1 2 1

m m m mk
t t t t

′ ′− −
= =

− −
，故磨耗率可由接触线质量
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随时间的变化来表达，也可以用磨耗的变化量来表达。由于单调性相反，所以 2 1 2 1

2 1 2 1

m m m m
t t t t

′ ′− −
= −

− −
， 

即 ( )2 1 2 1m m m m′ ′− = − − ， m m′∆ = ∆ 。即使知道 m 与 m′所具有的一些单调性变化，但是 m 与 m′的变化 
规律是未知的，变化的快慢是随机的。k 具有随机性且无记忆性，不随时间 t 的变化而变化，在每一段时

间的区间内，k 都是独立的，不受其他区间参数的影响。所以，关于磨耗变化的了解，在磨耗率 k 这一数

据上，仅能以概率去构建模型，其分布呈现正态性质。 
 

 
Figure 5. Relationship between the quality of contact wire body 
and wear quality 
图 5. 接触线本体质量与磨耗质量关系 

 
在机械磨耗的随机模型的基础上，磨耗率的稳定性同样得到表征。磨耗率以正态分布的密度函数呈

现，表明了微观层面上其变化是一个正态型的过程。又因磨耗率 k 不具有记忆性，故磨耗质量的变化规

律在微观上呈现出随机性。那么，磨耗率是不具有稳定性的，其轨迹无统一的准线，不随某一特定值进

行振荡。另一方面，从磨耗率的不稳定性反推出，现实中接触网系统的环境因素，只要产生微小的颤动，

接触线运行时的磨耗率则会发生较大改变，也反映了磨耗变化的难以预测性、可控性。 

6. 结语 

弓网机械磨耗的相关参数十分复杂，以致机械磨耗现象趋于隐秘。本文尝试以数学语言将其机械磨

耗进行描述，在理论框架内对其进行规范化、计量化。首先，确立接触线磨耗的本质与统一的量纲，对

磨耗的研究实行规范化；其次，在宏观上推导出磨耗产生的相关理论公式，寻找出接触线产生磨耗的动

力学原因；然后从微观上建立磨耗的随机模型，描述其随机性。结论总共有以下几点： 
1) 磨耗的本质是接触线的变质量运动，量纲为质量[m]； 
2) 磨耗的计算，应以求质量为方向，可推导出上文的标准计算公式； 
3) 建立动力学模型，宏观上揭示出接触线产生磨耗(变质量)的深层原因，在于进动角ϕ 的动能Tϕ 的

存在，接触线本体的运动具有稳定性； 
4) 建立随机模型，微观上揭示了磨耗率的随机性质，具有正态类型的行为，是不稳定的，解释现实

中无法预测磨耗的原因。 
当然，通过理论模型的构造，显现出弓网机械磨耗的一些的特性，旨在为实际的弓网机械磨耗的相

关问题的解决、以及磨耗量变化的可控性提供理论参考，并使得地铁系统中接触线磨耗行为的理论研究

得以进一步发展。 
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