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摘  要 

数学概念是数学学习的知识基础和逻辑起点，对学生数学学习有非常重要的作用。APOS理论属于建构主

义理论，强调数学概念教学是构建学生心智的过程，能有效揭示数学的本质。为了更好地指导教师进行

概念教学，笔者基于APOS理论设计了一次直线与圆的位置关系的概念教学，分析了APOS理论下操作或

活动阶段、过程阶段、对象阶段、模型阶段中教学过程的呈现，期待在该APOS理论的指导下，数学概念

实践中能有效提升教学效率，提高学习积极性，学生的身心发展和学习能力得到更大的提升。 
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Abstract 
The concept of mathematics is the knowledge base and logical starting point of mathematics 
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learning, which plays a very important role in students’ mathematics learning. APOS theory be-
longs to constructivism theory, which emphasizes that the teaching of mathematical concepts is 
the process of constructing students’ minds and can effectively reveal the essence of mathematics. 
In order to better guide teachers in concept teaching, the author designs a concept teaching based on 
the APOS theory of the position relationship between the line and the circle, analyzes the presenta-
tion of the teaching process in the operation or activity stage, process stage, object stage and model 
stage under the APOS theory. It is expected that the practice of mathematical concepts can effectively 
improve the teaching efficiency under the guidance of the APOS theory. Learning enthusiasm is im-
proved, and students’ physical and mental development and learning ability are enhanced. 
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1. 背景分析 

数学课程标准中曾提出数学课程应该回归生活，返璞归真，还原数学的本来面貌，努力解释数学概

念的发生过程和本质。数学概念具有两重性，即代表一种结果，又表示一种过程的演算，是具有现实背

景和丰富寓意的数学过程。新课改下的课堂教学对教师提出了更多的要求，从而在教学中关注知识的发

展历程，凸显教育教学的主线，彰显数学思想和方法，以落实数学核心素养的培养是我们的重要任务 [1]。
数学中有一些重要的内容、方法、思想是需要学生经历较长的认识过程，逐步理解和掌握吸收。概念的

形成需要学生的主动建构，这就需要尊重学生的主体性。 
当前，很多课堂还存在着追求教学进度、注重结果，而忽视过程的现状，教师过多依赖自身的教学

经验和判断，采用传统的教学模式进行概念教学，缺乏科学的理论指导作为支撑。在进行概念教学时，

没有遵循到完整的知识发展过程，缺少操作–过程–对象–模型阶段中任何一个环节，学生对概念的理

解都会受到影响。这样的教学过程，不利于学生对数学概念进行深层次的理解，只能达到应试的基本要

求，也没有对学生的能力起到质的提升，长此以往，对数学的兴趣会逐渐降低。实际上，对于数学课堂

上的概念教学，应该注重以探究合作的方式进行，让学生在做中学，在做中生长，体会知识的生成过程，

锻炼学生的发现问题、提出问题、分析问题、解决问题的能力，最后引出对象，澄清所学习对象的符号、

定义，给学生以清晰地概念，再形成知识的综合模型。 
APOS 理论在概念教学中有着极强的科学性和指导性，重视学生的主体性，重视课堂上的实践活动、

师生的互动交流，可以基于 APOS 理论展开对数学概念的探究，反映学生的思维过程，揭示数学概念的

本质，能够较好地揭示概念形成的过程，与数学学科教学的特性一致 [2]。通过 APOS 理论的研究，笔者

基于 APOS 理论设计了《直线与圆的位置关系》的概念教学，按照四个阶段逐一分析教学过程。由此以

本文章展现出来，期望对教师设计概念教学模式有所帮助。 

2. 案例正文——如何理解概念教学中的“APOS 理论” 

APOS 理论在概念教学中常用，属于建构主义的分支。该理论由美国数学家杜宾塞斯等人在教育研

究实践中提出，该理论强调在教学过程中将数学概念和数学实例结合，学生通过自身的经验，将两者联
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系起来，让学生经历数学概念的形成过程。 
APOS 理论将数学概念形成过程分为以下四个阶段：操作或活动阶段(Action)、过程阶段(Process)、

对象阶段(Object)、模型阶段(Schema)。其中，“操作或活动阶段”指学生通过外显的实践探究活动获得

概念的本质属性；“过程阶段”是上一阶段的内化和提升，即学生通过对外显的数学探究活动的进一步

思考，抽象出概念的本质特征，将新概念纳入自己的认知结构；“对象阶段”是给抽象出的概念的本质

特征赋予形式化的定义和符号，使其成为一个具体的对象；“模型阶段”是学生知识积累的发挥阶段，

将新概念与其他概念建立联系，形成知识的综合模型，将这个模型纳入自身的认知结构，与已有知识建

立新的实质性联系。在这些阶段中，以“问题链”为主线贯穿整个教学方式，在实践中对学生的思维能

力的培养是可行，这些数学思维能力的形成和发展，不仅是长期的教学目标，更是师生实现自我突破的

要求和挑战，学生的认知结构再不断地优化调整，学生的认知水平也在提高 [3]。 
《义务教育数学课程标准(2022 年版)》指出在数学课程中应有数与代数、图形与几何、统计与概率、

综合与实践四个部分，旨在培养学生的问题意识、创新意识和解决现实问题的能力，其中图形与几何帮

助学生直观地理解数学，在整个数学过程中发挥着重要作用，而多变形的内角和是数与代数中重要的一

节。前人在多边形的内角和这一章节上，在教学设计上进行了丰富的探索，但是并未将其概念教学的本

质与理论有效结合，从而导致学生在探索时存在推导困难、概念模糊、想象力匮乏的特点，难以进行变

式练习，针对以上问题，笔者在 APOS 的理论基础上，以直线与圆的位置关系为例阐述概念教学，以期

相互借鉴，对后期存在困惑的教师在突破学生重难点时能够有所帮助。 

3. 教学背景分析 

3.1. 教学内容分析 

本节课属于人教版教材初中数学九年级上册第 24 章第二节“直线与圆的位置关系”的内容，是图像

与几何领域中重要一节。本内容起着承上启下的作用，学生在此之前已经学过了点与圆的位置关系，此

节以此为基础，通过合作观察、动手探究直线和圆的相对运动，研究直线和圆的位置关系。主要体现了

类比、数形结合的思想，为后面学习圆和圆的位置关系，以及继续学习几何知识做好铺垫。 

3.2. 学情分析 

九年级的学生好奇心和求知欲强的特性，联系生活实际问题吸引学生注意，结合本节课要学习的内

容，多开展探究环节，激发学生学习的兴趣和积极性。在日常生活经验中，学生对于直线和圆的位置关

系也有一定的感性认知，数形结合的思维有一定基础，但类比的能力还有待提高，对于知识间的相互关

联性还不够。 

4. 教学目标及重难点 

1) 知识与技能：能根据直线和圆的位置关系的定义、性质和判定，掌握判断直线和圆的位置关系的

方法。 
2) 过程与方法：理解直线和圆的三种位置关系，体验通过比较圆心到直线的距离和半径之间的大小

及公共点的个数判断直线与圆的位置关系；领会数形结合的数学思想方法，提高问题发现、分析问题、

解决问题的能力。 
3) 情感态度与价值观：让学生亲身经历数学研究的过程，体验探索的乐趣，增强学习数学的兴趣，

感受数学思想内涵，养成良好的思维习惯。 
教学重点：直线和圆的位置关系的判定和性质。 
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教学难点：直线和圆的位置关系的性质与判定的应用。 

5. 教学实施过程 

5.1. 操作阶段 

操作阶段是让学生通过外显的操作活动和探究活动，让学生在亲身体验中收获知识，从而逐渐收获

概念的内隐知识，这也是教学的关键所在。但需要注意的是，外显的操作活动容易被简单化为具体的动

手表象活动，从而会给老师添加时长和组织的麻烦，也会加重学生的负担。其实，“外显的数学探究活

动”还包括一些“抽象的经验或知识”对学习对象内隐本质的显现。 

师：同学们有去天安门广场看过升旗吗？有没有注意到升旗的时间是不一样的呢 

生：是因为日出的时间不同，而升旗是根据日出的时间来改变的。 

师：很不错，那接下来，我们一同欣赏一下日出时的画面(播放幻灯片)，海上生明月，天涯共此时，太阳刚刚升

起来时，然后红了半边天，十分的美丽。如果将太阳想象成圆，屋顶想象成直线，动用手中的直尺与圆形纸片，根

据公共点的个数进行区分，判断一下直线与圆有几种位置关系，把你的探究成果与同学分享。 

学生在观看的同时发现数学元素——圆与直线。让学生在做中学，亲身体会知识的生长过程，能够

有效培养学生的合作精神和交往精神，从实例中抽象出数学的特征，用现代化教学手段把抽象的物体形

象化，使学生能更加深入的领会知识。思维是学习的起点，为了通过有效地“教”促进学生更好地“学”，

教师应能够有效理解教材、理解学生，通过科学的预设困难来启发学生的数学思维，从而提高学生的课

堂学习效率 [4]。 

生：就教师的提问动手探究并引出课题，在挪动直尺的过程中，感受几何图形位置关系的直观化。 

师：讲授，带领学生共同得出答案： 

① 直线 l 和⊙O 有 2 个公共点⇔直线 l 和⊙O 相交； 

② 直线 l 和⊙O 只有 1 个公共点⇔直线 l 和⊙O 相切； 

③ 直线 l 和⊙O 没有公共点⇔直线 l 和⊙O 相离。 

相交：直线和圆有两个公共点，这时我们说这条直线和圆相交，这条直线叫做圆的割线。相切：直线和圆只有

一个公共点，这时我们说这条直线和圆相切。这条直线叫做圆的切线，这个点叫做切点。相离：直线和圆没有公共

点，这时我们说这条直线和圆相离。 

生活实际与数学相结合，引出本节课的课题直线与圆的位置关系，让学生认识到数学来源于生活，

并高于生活。将抽象的位置关系建立在实物的基础上，在经历和体验中，感受概念的本质属性。在探究

图形的位置关系，我将一个图形固定不动，而另一个图形慢慢靠近，从而在这个运动过程中探究他们某

个时刻的静态特征，是研究位置关系常用的方法。同时，探究活动也能够激发学生的学习兴趣，引导学

发现问题、提出问题、分析问题、解决问题，也就是在关注核心素养的过程中，着重聚焦“四能”，并

且将其贯穿于整个数学教育过程 [5]。 

5.2. 过程阶段 

过程阶段是操作阶段的内化和深化，用“形”来判断位置关系是模糊的，应该用数量关系，才具有

严谨性和科学性，这样才能将科学的意识纳入学生的认知系统中 [6]。不仅如此，在过程中穿插观察、讨

论、合作等数学活动的开展，可使学生更加熟悉概念的性质，并在探究中逐渐获得解决问题的一般方法

——类比转化等。 
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师：在面临以下情形时，你能否清晰地说明直线与圆的位置关系？ 

生：疑惑，表示不能。 

与相应的公共点的个数相连接，如果直线与圆的位置太近时，无法从形的角度进行刻画，让学生明

白需要严谨和科学的判断直线与圆的位置关系 [7]。 

师：能不能类化点与圆的位置关系得出直线与圆的位置关系，试着回想一下点与圆的位置关系。 

生：我知道，点与圆有三种位置关系，当点在圆外时，d > r，点在圆内时，d < r，点在圆上时，d = r。 

通过回顾埋下铺垫，以此知识为基础。 

师：观察在直线与圆在运动过程中，能不能也用更加量化的方式刻画，如果将半径定为 r，将直线到圆心的位置

定为 d，那么应该如何刻画呢，数值的大小又是如何改变的呢，并填写下表。 

让学生从直线与圆的位置关系得到定义，通过定义的探索，加深对相关概念的理解，在让学生思考

是否还有其他的方法，培养学生的探究精神，引出对数量关系的探究，承上启下。通过师生互动，生生

互动的教学活动过程，形成学生的体验性认识，体会成功的愉悦，提高数学学习的兴趣，树立学好数学

的信心，培养锲而不舍的钻研精神和合作交流的科学态度。 

师：你画的图有公共点吗？有几个？如果⊙O 的半径为 r，圆心到直线的距离为 d，类比两者的大小：① 直线

和圆相交⟺ d____r，直线与圆有___个公共点；② 直线和圆相切⟺ d___r，直线与圆有___个公共点；③ 直线和圆

相离⟺ d____r，直线与圆有___个公共点。 

生：模仿点与圆的位置关系刻画直线与圆的位置关系，并根据数量的改变用半径和距离判断直线与圆的位置关

系。 

在用数量研究位置关系的过程中，同学们通过观察数量大小的变化，体验数学严谨的精神。通过预

设连环追问，螺旋式提升学生思维能力，激发学生探究数学的兴趣，课堂生成也反应了课堂追问的必要

性 [8]。根据点与圆的位置关系的理解和掌握运用知识的正迁移，类化得出直线与圆的位置关系，在过程

阶段，就展现了对操作阶段的深化，更加突出了概念的本质，并引导学生一层层的推导，从而深化了学

生的理解、感悟。整个过程中也渗透出了类比、转化的数学思想。 

5.3. 对象阶段 

对象阶段是赋予抽象概念以明确定义和符号，使其明确化、标准化，设计到知识的结构性。在直线

与圆的位置关系中，对象阶段就是将位置关系数量化，将概念明晰，三种关系都能够有效通过数量关系

刻画出来。 

师：设⊙O 的半径为 r，圆心 O 到直线 L 的距离为 d，d 与 r 的大小关系是怎样的？ 

生：2 个公共点⇔相交⇔圆心到直线 l 的距离 d < r；1 个公共点⇔相切⇔圆心到直线 l 的距离 d = r；0 个公共点

⇔相离⇔圆心到直线 l 的距离 d > r。 

引导学生用类比的方法进行探究，将两种方法相结合，通过交点的个数、位置关系、数量关系进行

判断，让学生理解三者之间的内在联系和结构框架，能有效训练学生的迁移思维，又能调动学生的积极

性，突破重难点，形成大数学观。 

师：在直角△ABC 中，∠C = 90˚，AC = 3 cm，BC = 4 cm，则以 C 为圆心，r 为半径的圆 C 与 AB 有怎样的位

置关系？1) r = 2 cm，2) r = 2.4 cm，3) r = 3 cm，要判断圆与 AB 的位置关系须比较什么？通过多媒体设备以 C 为圆

心做圆，动态直观感受。 
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生：动手练习，完成知识点的回顾。 

通过这个练习，能够使学生更加清楚知识结构，能够在题目中去挖掘我们所需要的信息，再与所学

的知识点建立联系，从而起着巩固新知的作用。 

5.4. 模型阶段 

模型阶段是学生知识的积累与应用，将知识与其他相关联的知识建立起联系，形成知识的综合模型，

从而更好地去解决问题。模型阶段是知识点的总结和深化，会使学生在实际中不断加深自己对知识点的

理解，是总结和拓展阶段，通过持续的加工，会更加完善学生的知识结构，思维也能够得到有效训练，

认知水平也会更上一个台阶。 

师：这节课接近尾声了，同学们都收获了哪些知识呢？哪位同学愿意与大家分享一下？ 

生：判定直线与圆的位置关系的方法有两种：根据定义，由直线与圆的公共点的个数来判断；根据性质，由圆

心到直线的距离 d 与半径 r 的关系来判断．在实际应用中，常采用第二种方法判定。 

在小结环节先让学生发言，最后教师表扬全部学生并总结，不仅可以检验学生对本节课重点内容的

认知情况，更能进一步增强学生的自信心和荣誉感，使他们更加热爱数学。 

师：请同学们填写表 1。 
 
Table 1. Judgement and nature of three positional relationships 
表 1. 三种位置关系的判定与性质  

直线与圆的位置关系 相交 相切 相离 

公共点的个数 2 1 0 

圆心到直线的距离 d 与半径 r 的关系 d < r d = r d > r 

公共点的名称 交点 切点 无 

直线的名称 割线 切线 无 

 

生：完成并相互核对。 

师：通过学习，总结回顾学习内容，交流收获与不足，让学生理清知识脉络。 

布置作业：基础题：习题 24.2：第 1、2 题(必做) 

思考题：如何作圆的切线？过圆上一点可以作几条切线？过圆外一点呢？(必做) 

探究题：准备两个钥匙扣，类比本节课探索过程，自主在课下探索圆与圆的位置关系。(选做)圆心到直线的距离

如何计算？有哪些方法？直线和圆的公共点的个数与二次函数有什么联系？(选做) 

归纳所学知识，让学生养成学习–总结–再学习的良好学习习惯，培养学生用数学语言归纳问题的

能力。根据学生的能力布置必做题和选做题，必做题是基础是对本节课基础知识巩固运用以及对下节课

的思考引入；选做题是对学生类比思想的培养，以及对学生学习能力的提高，培养学生兴趣，促进个性

化发展。 

6. 结语 

从设计的过程中可以看出每个阶段都是循序渐进的，环环相扣，紧密相连的。通过“认识问题，思

考问题，解决问题”的教学模式，对常态课问题引领教学进行了尝试 [9]。操作环节能够调动学生的积极
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性，吸引学生的注意力，活跃课堂氛围，更好地投入到学习的状态中来；过程环节使学生感悟知识的生

成过程，从直观转移到抽象，既是教学的过程，又是教学的指向；对象环节可以让学生看到学习的成果，

感受到知识的喜悦和成功攀登知识高峰的自豪感，也能让教师在此阶段反思进程，调控教学进度；模型

阶段则可以让学生真正将知识内化吸收，是更高层次的枢纽，而非知识学习的终点。 
APOS 理论具有自身的优越性，尤其在概念教学上应用广泛，期望更多的教师可以认识它、理解它，

更多的将它作为自己的教学策略，推动学生的进步和成长。 
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