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Abstract: The traditional GEP is superior over other algorithms for function mining, but it gets easily struck at local 
optimal solution and jump difficultly out of local optimal solution, and result in greater absolute error. A new GEP with 
remainder is proposed. When the individuality fall in local peak, the error between function value and target value is 
regarded as remainder term in proposed method. The remainder is considered as a new target value and the algorithm is 
keeping on working to search the new function. This process is repeated until the error reaches desired target. The ab-
solute value of remainder which means function absolute error has been proved to converge to 0 in probability. The 
simulation results show that the algorithm can reduce absolute error efficiently. 
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摘  要：基因表达式算法(Gene Expression Programming, GEP)在函数挖掘方面有较大的优越性，但容易过早收敛，

且很难跳出局部最优解，导致最后的绝对误差较大，为此提出了一种带有余项误差的方法。该方法在当个体陷

入局部最优时，将函数值与目标值的误差作为余项，进一步把该余项数据再进行函数挖掘，由此找到的新函数

更接近目标值。反复多次用 GEP 寻找跟余项数据逼近的函数，再计算新的余项，可让余项的绝对值也就是函数

的绝对误差依概率收敛于 0。并从理论上证明了这种算法的可行性。通过仿真例，结果表明该方法在降低绝对

误差上起到良好的作用。 

 

关键词：基因表达式编程；绝对误差；余项；逼近；精度 

1. 引言 

2000年Ferreira提出了一种新的遗传算法——基因

表达式编程[1-3]。它作为一种基于基因型组和表现型组

的新型进化算法，它结合了遗传算法(GA)和遗传规划

(GP)的优点。GEP 的个体是由多个长度固定的基因组

成的线性字符串，这些个体在进行计算时被解码 

成表达式树(Expression Trees, ET)。其搜索空间为线性

串，其解空间为表达式树，这种搜索空间和解空间分

离的特点保证了 GEP 的性能优于基本的 GA。从功能

上，GEP 和 GP 类似，能发现和揭示复杂问题内在的

规则。在解决复杂问题时，比传统的 GP 效率高 2~4

个数量级。 

我们把 GEP 应用到函数挖掘、符号回归、参数优 *基金项目：玉林师范学院青年项目(2009YJQN100)。 
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化、时间序列预测等方面，可以看出虽然基本的 GEP

可以得到较好的结果，但是仍然有着明显早熟(过早收

敛)的缺点。在函数挖掘上对那些数据点少，且数值小，

目标函数又是显函数的时候 GEP 还能发挥其优势。一

旦数据点过多，数值较大，目标函数是隐函数的时候，

基本的 GEP 就无能为力了。用 GEP 寻找出的函数其

绝对误差非常大，这时的 GEP 基本上是不收敛的。对

这类数据论文[4,5]将 GEP 和克隆选择算法相结合，论

文[6]添加模拟退火机制其效果都是增加种群在进化

时选择的多样性，但没有增加算法的导向性，使得算

法运行时间大大增加且陷入局部最优后很难跳出。论

文[7]研究的小生境 GEP 算法可以使种群暂时跳出局

部最优，但是又会立刻陷入另一个局部最优，最后陷

入在一个个局部中，难以找到全局最优。论文[8]以牺

牲时间为代价增大搜索空间在函数优化上还适用，但

在函数挖掘上仍没有解决如何跳出局部最优，极容易

陷入死循环，且可以通过在进化中增加新种群或者增

加基因个数能达到同样效果。论文[9]解决了如何使得

初始种群多样化且个体优秀的问题，但在寻找函数时

没有导向性，初始阶段很难判断个体谁优谁劣。随着

迭代的深入，多样化的种群慢慢会变得类似。论文[10]

增加了一个算子，对早熟问题没有起到多大帮助。总

结以上的论文我们归结为一点，算法都缺乏导向性。

因此以上论文对 GEP 无论怎么改进都还是极容易陷

入局部最优，且很难跳出。迭代非常多次后得出的函

数与目标函数的绝对误差值仍然很大。许多改进的

GEP 算法也只能把这个绝对误差在量上减小，无法在

质上取得飞跃。因此，本文针对这类问题提出了带有

余项的 GEP 改进算法，给算法带来了一些导向性，并

对其做了理论分析和数值试验，在同样的运算时间内

检验效果其绝对误差大大减小，其结果远优于其它算

法。 

2. 基因表达式编程中的余项 

在多次运行 GEP 算法时会发现，对于某些数据逼

近到一定程度时误差就很难缩小，即使改进算法也只

能略微缩小一点，无法有实质性突破。我们用 GEP

算法找出的函数  0f X

 0

与目标值 仍存在有较大差

距，也就是绝对误差较大，但是种群已经很难进化了。

这时我们用

0Y

0 1f X Y Y 得到一个余项[11,12]。再把余

项 1Y 当成是一个目标数据，重新用 GEP 继续逼近与余

项目标值配对的函数  1f X 。这样寻找到的函数列与

目标函数值之差的余项会越来越小。当余项接近 0 时，

此算法就找到最终的结果。 

设 是第一次给出目标函数中实际测量的数据，0Y

 n 1,2iY i 是后面的余项。我们有如下的函数

 0f X 、    n1f X f X ，  1 2, sX x x x  。其中 

  1, 2if X i 

1 2
i i

n

 , ,
Ti

i my


Y y y

，是对余项 

做的逼近函数。对于第

一次给出的实际数据 ，我们用 GEP 寻找相应的函

数为

1,i

0Y

2 n 

 0f X ，余项为  0 0 1f X Y Y  。接着再用  1f X

2逼近目标数据 ，得到的余项为1Y  1 1f X Y  Y ，后面

的函数余项分别为 

   n2 2 3 , 1n nf X Y Y  f X Y Y   。即 

 0 1 0f X Y Y  ，    X Y1 1f 2 1, n nX Y Y f 1 nY     ， 

把这些等式联立起来： 

    
 
X f 

 
0 1 2

3 1           n n

f X f X

0f X f

 

X Y   Y     
 

去括号， 

       
     

0 1 3

1

1 1       1 1
n n

n n n

f X f X f X

 
2f X

0   f X f X Y


 

   

Y      




 

令 

       
   

2

3        ,  0,1

n

n

g X f X f X

f X f X n

  

 
0 1

1
n

f X

      
  ①式 

经过这样辗转相减及合并，最后由 GEP 算法找出的

 ng X 与目标数据的绝对误差趋向于很小。在本文中

用余项的绝对误差之和判断 GEP 逼近的效果，把 1iY 

的 m 个数据点中每一项误差的绝对值求和，即 

 
1 1

m m
i

j i j je f X y  
j j 

        ②式 

显然误差越小函数逼近得越好，那么是否趋向于

0 呢？有下面的定理给予了解释。 

3. 算法收敛定理 

定理：当 n 趋于无穷大时，  ng X 依概率收敛于

目标函数。 

证明：命题是要证明   0 0lim
n

nP g X Y    ，
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只要证明  1 0lim n
n

P Y 


  即可。因为 

  1i i if X Y Y   ，有     1i i i i if X Y Y f X Y     。

由论文[2]定理 4.4 知 GEP 依概率收敛于全局最优，但

不是强收敛到全局最优，有可能陷入局部最优。因此，

每次迭代产生的最优函数  if X 依概率收敛于 。对

于逼近到 的函数

iY

iY  if X ，即可取到 

 1

 i

i i i iY Y f X Y  。而对无法逼近 的函数iY

f X

 if X

，即陷入局部最优难以进化时，我们仍可以取

，得0 1i iY Y  。所以无论  if X 是否陷入

局部最优，我们都有 1Y i iY 。又因为 GEP 始终依

概率收敛于全局最优，所以当序列无限时，满足

1i iY Y  的 i必定有无限个。因为余项 iY 有下确界0， 

且数列 iY 总体单调递减，所以   0lim n
n

P Y 


  。 

当 依概率收敛到 0 时有，对于nY 0  ， N N  ，

能找到一个 N，使得 ，有n N  1nY   ，即 

       
   

0 1 2 3

01
n

n

f X f X f X f X

f X Y


  


    


 

也就是 

       
     

0 1 2

3

 

           1

n

n

n

g X f X f X f X

f X f X

  

 
 

为要找的逼近 的函数。 0Y

4. 带余项的基因表达式编程算法 

本文把余项分析及一些论文改进的 GEP 算法有

效的结合起来，提出了带余项的基因表达式编程算

法。算法的具体步骤如下： 

1) 确定 GEP 算法的各个参数，其中包括变异概

率，变叉概率，倒置概率，重组概率等。并设定停机

条件，可以设相对误差或者绝对误差下限。本文采用

余项的绝对误差和也就是用②式判定收敛与否。然后

转向 2) 

2) 随机生成Ｎ组种群，并确定目标数据值 。然

后转向 3)。 
iY

3) 计算种群的适应度，采用绝对误差的适应度函 

数  
1

fitness
m

i
i j j

j
M f X y



   ，其中 M 表示选择 

的范围，视不同问题而取值。再根据适应度进行最优

选择，即保留最优种群，其它种群用转轮盘选择。然

后转向 4)。 

4) 进行变异，插串，倒置，重组等算子操作。当

种群迭代到设定的次数就进行一次全局变异，设定变

异率为 100%同时加入迁徙算子[6]或者只保留最优个

体，删除其余个体，并用随机生成的种群取代。再转

向 5)。 

5) 判断种群是否达到设定精度，如果结果达到设

定精度则退出循环并输出结果。如果种群经过一定次

数的迭代后难以继续进化(可以设定达到一定的迭代

次数后最优种群仍没有变化)且同时又没达到设定精

度时，退出本阶段迭代，记录这次的最优种群，并解

码成函数  if X 。用  if X 减去目标值 得到误差余

项

iY

1iY  。再根据余项 1iY  作为新的目标数据值更新 i ，

然后转向 2)又开始执行整个 GEP 算法接着寻找

Y

 1if X 。如此循环直到找到的某个函数  nf X 与目

标值的余项绝对误差达到设定的精度后停止。最后找

到的一组函数    1, 0,if X i  n ，由①式得要求出

的函数  ng X 。 

通过不断的循环迭代，开始由一个较大的余项误

差慢慢的迭代到一个较小的余项误差，这样逐渐把余

项的误差趋向于 0，就保证了即使种群过早收敛也能

找到满意的解。详细的运算过程见流程图 1。 

5. 数值试验 

例 1：有如下数据，见表 1。根据这些数据寻找最

接近的函数，本文例子均在 matlab 中完成。数据的精

确解是：  2 2 0, 300,0x yxy y     ，其中 x 是自变

量，这是一个隐函数。 

该数值试验用本文算法总共循环运行七次 GEP

算法，每执行一次 GEP 算法直到种群难以进化后才停

止并转到下一次 GEP，其中这七次运行迭代为 3000~ 

4000 次之间。最后第七次得到的余项误差为 0.4164。

GEP 设定的具体参数见表 2，运行算法次数与余项误

差之间的关系见表 3。其它文献中的算法经过数次试

验取最好绝对误差效果见表 4，并且迭代次数都是十

万次，时间比本文算法的长 8 倍左右。 

从表 3 看出，本文算法每次寻找的余项的绝对误

差和都是在逐渐减小，当算法运行到第 7 次时，绝对

误差为 0.4164 时达到满意解。而其他算法在迭代到很

大次数时仍然未有收敛的迹象，说明本文算法对 GEP 
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 生成初始种群 

进行改进的 GEP 迭代数次 

则生成误差余项，把余

项当作目标函数 

局部收敛 局部不收敛 

继续用标准 GEP 迭代直致收敛 

最后生成的余项按照①式求和即为所求函数 
 

Figure 1. Algorithm flow 
图 1. 算法流程 

 
Table 1. Known data and value of function 

表 1. 已知数据点对应的函数值 

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Y 0 –1.6902 –1.8624 –2.6123 –3.9841 –6.3977 –10.6666 –18.2858 –31.9999 –56.8888 –102.4000

 
Table 2. Parameter of GEP in example 1 

表 2. 例 1 中 GEP 算法参数 

种群大小 函数符集 终结符集 头部长度 基因个数 连接符 交叉概率 变异概率 

40 {+，–，*，/,Pf,sqrt ,exp,pow2} {x} 6 5 + 0.3 0.05 

 
Table 3. Absolute error of remainder term and times in this paper’s GEP 

表 3. 本文算法运行的次数与余项的绝对误差 

运行序数 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 

余项绝对误差 89.4288 33.7167 11.6531 4.9738 2.2261 0.9362 0.4164 

 
Table 4. Absolute error of remainder term in other algorithms 

表 4. 其它算法余项的绝对误差 

算法 传统 GEP 小生境 GEP[7] 文献[8]GEP 文献[9]GEP 

余项绝对误差 84.2451 70.2453 75.0148 65.1785 

 

有着明显的改进。这 7个函数在matlab中分别显示是：

(其中 Pf 表示平方，sqrt 表示开方，exp 表示 e 的几次

方，pow2 表示 2 的几次方) 

f0(x) = (((((cos((Pf(x)) – 134.5642)) – (log(exp(x))))  
+ ((cos(x)).*((131.7114./58.0034).*x)))  
+ ((exp(103.8348./103.8348)) – (log(exp(x)))))  
+ ((cos((Pf(x)) – 103.3699)) – (log(exp(x)))))  
+ ((cos((Pf(x)) – 103.3699)) – (log(exp(x)))) 

f1(x) = ((((log((sqrt(146.7804)) – (sqrt(145.4349))))  
+ (Pf((Pf(cos(127.7232)))./((cos(120.393))./x))))  
+ (x.*(cos(75.9632.*(x – 123.7387)))))  
+ (x.*(cos(pow2(x))))) + (x.*(cos((x.*82.5155).*69.6198))) 

f2(x) = (((((sin((58.2934 + 148.5415) – x))  
– (cos(x – 120.0442))) + (sqrt(Pf(Pf(log(log(log(x)))))))) 
+ (sqrt(Pf(log(log(log(x))))))) + ((sin(cos(54.0402)))  

– (cos(Pf(x))))) + (sqrt(log(x))) 

f3(x) = ((((sin(log((pow2(x)) + 98.3977))) + (sin(79.48)))  
+ (Pf(cos(111.6784 + ((70.256 – 140.9393) – x)))))  
+ (cos(Pf(Pf((Pf(x)) + (sin(111.4544)))))))  
+ (sin((sin(sin(69.2887))) + x)) 

f4(x) = ((((sin(141.7667 – ((cos(101.7531))./(exp(x)))))  
+ (sin(141.7667 – (x./(125.4522 – x)))))  
+ (cos(cos((x./72.2168) – x))))  
+ (((cos(141.7667))./65.9912)./(cos(x – 143.5077))))  
+ (((cos(116.245))./50.2904)./(cos(x – 75.7064))) 

f5(x) = ((((cos(21.5928)) + (x./(log((18.0318.*–12.9895).  

*(tan(8.133)))))) + (sqrt(x + (sin(exp(x))))))  
+ ((tan((–42.0622 + 27.6526).*x)).  

*(exp(tan(–13.856))))) + (x./–2.7459) 

f6(x) = ((((tan(12.1602)) + (sqrt(exp(–12.3872 – (tan(x  
+ 47.0742)))))) + (sin(((sin(16.3804))  
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– (cos(x)))./(23.9285 – 35.2539))))  
+ (log(log(log(7.2971 + 26.8556)))))  
+ (log(log(log(x + 21.0724)))) 

最后求出的函数是 

         
     

0 1 2 3

4 5 6          

ng x f x f x f x f x

f x f x f x

   

  
 

从表 4 可以看出，其它算法耗时比本文算法长，

而绝对误差仍大许多。是因为长时间陷入到局部最优

无法跳出找到全局最优，其原因已经在引言讲明，主

要是由于算法本身的缺陷造成的。 

例 2：已知函数 的部分数据

点，其中 x、y 是自变量，这也是一个隐函数。 

sin 2 0xy z y z   

取 x 从 1，步长为 1 直到 15；取 y 的值分别为：1、

4、6、8、10、11、12、13、14、15、14、13、12、

11、10；则 z 的近似值分别为：1.4987、5.7428、11.5841、

20.4985、29.5254、38.9790、47.7195、58.8669、70.4904、

82.9819、84.2648、84.6070、84.2648、82.9819、79.5710。 

用本文算法总共循环运行九次 GEP，每执行一次

GEP 算法直到种群难以进化后才停止并转到下一次

GEP。其中这九次迭代都为 3000~4000 次之间。最后

得到的绝对误差为 0.4946。GEP 的种群大小为 50，终

结符集为 ,x y ，其余设定的参数与例 1 一致，运行

的结果与数值见表 5。表 6 是其它文献算法经过数次

试验取最好的误差结果，迭代次数都是十万次，时间

比本文算法的长 7 倍左右。 

从表 5 可以看出余项也是在逐渐减小的，当算法

运行到第九次时，绝对误差为 0.4946 达到满意解，这

9 个函数在 matlab 分别显示为： 

f0(x,y) = ((((–25.4089.*(sin((sin(x)).*(exp(y)))))  
+ (29.8251./(x./(cos(x))))) + ((tan(tan(–42.5343)))./((4.239  
+ 5.0885) – x))) + ((log((37.2277 + 48.553) + (x  
+ 27.9716))).*y)) + ((tan(x))./(y – (49.8421 + –25.0548))) 

f1(x,y) = ((((sin(–42.0939.*(x.*x))) + ((sqrt(y))  
– (sqrt(x)))) + (tan(((exp(x))./–24.4613) + 41.4499)))  
+ (tan(((exp(y))./ –24.4613) + 41.4499)))  
+ (sin(exp(6.357.*x))) 

f2(x,y) = (((((cos(tan(x))) – (cos(43.239 – x)))  
+ (cos((tan(x + –45.234)) – ((y + –0.32417) + 36.6797))))  
+ ((cos(cos(x.*–21.3063))) – (cos(y – x1))))  
+ ((cos(25.8049.*y)) – (cos(x – 30.0173)))) + (tan(14.7871)) 

f3(x,y) = ((((cos((log(1.8924.*x)).*((sqrt(x)) + –2.7489)))  
+ (((exp(log(7.373))).*(x./ –31.2222))./y))  
+ (sin(((y./–12.7764) – 21.1144) + (tan(y)))))  
+ (tan(exp(((21.1673./4.3211) – x)  
– (3.0926./–37.2416)))))  
+ ((sin(x))./((16.256./x)./(sin(–11.6814)))) 

f4(x,y) = ((((((cos(y))./(6.7902./y))./x)  
+ (((cos(x./y))./(tan(y)))./–11.0982)) + (((cos(y1  
+ –8.6014)).*(6.8313./–7.8236))./x))  
+ (7.4172./((16.474.*x).*x))) + (((cos(y  
+ 41.6725))./(6.8313 + –7.8236))./x) 

f5(x,y) = (((((sqrt(sqrt(47.9053)))./((tan(y))  
+ (x.*16.5046))) + (tan(20.9977)))  
+ ((sqrt(sqrt(22.295)))./((tan(y)) + (x.*16.5046))))  
+ (sin(sqrt(sqrt(log((log(4.0665)).*x))))))  
+ (cos(tan(cos(tan(–30.8088))))) 

f6(x,y) = (((((cos((tan(x))./(cos(–26.2507))))./–7.5107)  
+ ((cos((x + 29.1853)./(cos(–47.9561))))./–5.3512))  
+ (cos(–22.0108))) + ((14.036.*(exp(x))).*(exp(–33.0892  
+ x)))) + (cos(x./((x/–6.1815) + (18.3516 + y)))) 

f7(x,y) = (((((tan((sin(–34.8766))./–19.3672))./(tan(x  
+ 18.1566))) + (sin(43.1931))) + (tan(y)))  
+ (((sin(39.3572)).*(cos(–13.079))).*(cos(cos(7.2514)))))  
+ ((sqrt(exp(–36.5906 – x))) –(tan(y))) 

f8(x,y) = (((((sin(47.1824))./((cos(27.4635)) – (y – x)))  
+ ((sin(47.1824))./((41.1919 – 34.4963) – y)))  
+ ((tan((sin(–41.2997))./x))./(exp(x))))  
+ (sqrt(sqrt(((exp(y)) – y)./(exp(28.1329))))))  

 ((sin(cos(exp(y))))./(exp(sqrt(x)))) + 
 

Table 5. Absolute error of remainder term and times in this paper’s GEP 
表 5. 算法运行后的次数与余项的绝度误差 

运行序数 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th 9th 

余项绝对误差 73.9430 22.9959 9.9490 6.8030 4.2427 3.2437 1.5637 1.0807 0.4946 

 
Table 6. Absolute error of remainder term in other algorithms 

表 6. 其它算法余项的绝对误差 

算法 传统 GEP 小生境 GEP[7] 文献[9]GEP 文献[10]GEP 

余项绝对误差 70.2451 45.0483 54.1589 55.9452 
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最后求出的函数是 

       
     
     

0 1 2

3 4 5

6 7 8
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             , , ,

             , , ,

n ,g x y f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

f x y f x y f x y

  

  

  

 

从表 6 可以看出，其它算法耗时比本文长许多，

但找到的函数的绝对误差仍然很大。 

在这两个例子中，其它算法消耗的时间是本文算

法的 7~8 倍，而绝度误差却是本文的 100 倍左右。经

单独对小生境[7]算法用例 2测试，使时间长达 20倍时，

其绝对误差为 40.8472 仍比本文的大 80 倍。由此说明

本文算法不仅快且精度高，效果明显。 

6. 结束语 

对于某些数据点多，数据数值大，且数据呈现的

是隐函数的情况，一般改进的 GEP 算法难以找到绝对

误差很小的满意解，即使改进算法使得种群跳出局部

最优，但又会立刻进入另一个局部最优。本文针对

GEP 算法在寻找复杂函数时极容易早熟，且陷入早熟

后不易跳出的特点，提出了带有余项的 GEP 算法。采

用文本算法，不管首次运算的误差结果有多大，都可

以通过带余项的方式把每次求得的余项辗转相减，使

得较大误差的余项逐渐缩小，从而找到一个较精确的

解。本文从理论上分析了这种方法的可能，并证明了

此方法依概率收敛，最后用数值试验验证了该方法的

有效性。相比其它改进的 GEP 算法而言，大大提升了

精度。 
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