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Abstract: An unsupervised learning system with prescription condition (the weight coefficients are nonnegative and 
their sum is 1) is constructed, and its definite linear algorithms, the constraint least squares solutions, are proposed. This 
is the kernel content of this paper. The unsupervised learning system composed of some basic units is similar to a struc-
tural equation model (SEM), and is a kind of indeterminate equations. The traditional algorithms of SEM including par-
tial least squares (PLS) and linear structure relationship (LISREL) are indefinite iterative algorithms, and may be non- 
convergent and non-unique. This paper constructed the inverse equations according to the idea of factor analysis, and 
obtained a middle solution based on modular length constraint (the length of latent variable is temporarily assumed as 
1). Then the definite linear algorithm of the model making use of the latent regression with prescription constraints is 
constructed and to substitute traditional iterative algorithms. Data examples, including the index summarizing model for 
the Diffusion Indexes of Income and Price, and the model of Army Moral Index, show the analysis abilities and classi-
fication functions of the learning systems for economic or psychological problems, and extend the application scope of 
unsupervised learning systems. A kind of index summarizing modular with a latent variable and unknown weight coef-
ficients are the basic units in the systems. 
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摘  要：本文核心内容是提出了一种基于单元配方约束条件(所有权系数非负而其和为 1)的无监督学习系统，以

及基于约束最小二乘解的确定性算法。系统本身类似于结构方程模型(SEM)，属于不定方程组，传统的算法包

括偏最小二乘(PLS)与协方差拟合(LISREL)算法都是不确定的迭代算法，存在计算可能不收敛、结果可能不唯一

的问题。本文则根据因子分析思想构造逆向影响方程，利用模长约束(潜变量的长度假设为 1)作为中间技巧求得

过渡解，最后添加合理的配方约束进行潜变量回归，成功构造了系统的确定性线性算法，从而替代了传统的迭

代算法。两个数据例子，包括收入和价格扩散指数的汇总问题和军队士气模型，演示了系统在经济和心理领域

的分析和分类功能，也是对无监督学习系统应用范围的极好扩充。 
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1. 引言 

无监督学习模式里虽然有输入变量和输出变量，

但是没有已知的输出，无法进行监督学习，因而是神

经网络和学习系统研究领域里极具挑战的困难问题
[1]。典型的无监督学习系统如约束玻尔兹曼机(RBMs) 
[2]、深信念网络(DBNs)[3]、稀疏代码算法(SC)[4]等，已

经得到学术界认同，并且在计算机视觉、网络反馈、

文本分类等领域获得应用。但是迄今为止，还少有文

献讨论社会经济指标的评估和分类问题[5]。 

本文讨论一种新的无监督学习系统，它由若干基

本单元组成。每个单元的输入变量通过线性加权汇总

成一个输出变量，汇总过程受配方约束，即所有加权

系数都非负，其和为 1。单元之间有互相影响的路径，

类似于路径分析里的结构方程模型(SEM)[6]。这种系

统产生于社会经济指标评估和分类问题，也可以被表

示为自组织路径约束的神经网络[7]，在顾客满意度测

评等领域有广泛的应用[8]。 

结构方程模型属于不定方程，已有的算法主要有

偏最小二乘法(Partial least squares, PLS)和线性协方差

拟合法(Linear structure relationship, LISREL)[9]，它们

属于不确定的迭代算法。本文的主要工作在于发现了

模型的基本单元，虽然也是不确定方程，但是结合实

际问题普遍需要的配方约束，可以实现基于约束回归

的确定性算法。在此基础上，本文提出了基于结构方

程模型的无监督学习系统的确定性算法。 

2. 基于结构方程模型的无监督学习系统 

本文讨论的无监督学习系统包含两级变量：潜变

量与观测变量；包含两个方程组：由潜变量与观测变

量组成的观测方程组，以及潜变量之间的结构方程

组，如图 1 所示。 

图 1 所示的系统包含 6 个潜变量。 1 和 2 分别表

示“信念”和“领导”，它们是自变量； 1 ~ 4 分别

表示“团结”、“自豪感”、“信心”和“团队精神”，

它们是因变量。在潜变量之间有 14 条路径系数，从

自变量到因变量之间的路径系数记为 i j ，以虚线箭头

表示；在因变量之间的路径系数记为 i j ，以实线箭

头表示。 
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Figure 1. A learn system containing 6 latent variables 
图1. 含有6个潜变量的学习系统 

 

图1所示系统的结构方程组是： 
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可以采用向量表示一般的结构方程组。令

 T T T
1 , , k    ，  T T T

1 , , m    。因变量的系数

矩阵是m m 的矩阵  ijB ， 的系数矩阵是m k

矩阵  ijΓ ，残差向量是  , , m T T
1  T   。于是结

构方程组(1)可以扩展为： 

B                       (2) 

潜变量不能直接度量，它的下层包含有若干观测

变量，如图 1。设系统总共有 M 个观测变量，每个观

测变量都进行了 次观测，形成一个 的观测数

据矩阵，作为系统的输入。 

N N M

潜变量中设有 个自变量和 个因变量。和k m t 对

应的观测变量记为 tjx ， 1, ,t k  ，  K t1, ,j   ，这

里  K t 是 t 包含的观测变量个数。和 i 对应的观测

变量记为 ，i mijy 1, ,  ， j ，这里 L i1, ,  L i 是

i 包含的观测变量个数。图 1 中，k = 2，m = 4，K(t) 

= 3，4，而 L(i) = 3，3，4，3。 

观测方程表达了潜变量与观测变量之间的关系。
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图 1 中的观测方程是： 

 

1
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K t
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

    k

m

         (3) 
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y i  


    ,         (4) 

这里 tj 和 ij 是汇总变量的权系数，  是随机误差。 

3. 基本单元的约束最小二乘解 

可以从图 1 的系统里看到 6 个基本单元，将一个

基本单元水平放置如图 2 所示。一般的，每个基本单

元里含有输入变量 1, , px x ，它们是独立观察变量；

还有输出变量 ，它们是未知的因变量即潜变量；汇

总系数是待定的权系数 1, , p  ，满足方程： 

1 1 p px x                  (5) 

这个方程是不定方程，不能使用普通的回归方

法。如果采用合理的配方约束和一定的数学技巧，那

么可以得到基本单元的配方约束解。 

基于路径分析的思想，可以认为不仅潜变量受到

观测变量的影响，而且观测变量也是受到潜变量的影

响。相对于方程(5)，我们可以构造一种逆向影响方程： 

T T
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               (6) 

这里 是 维随机误差向量。由于潜

变量

T , 1, ,i i   p N

 和载荷系数 , 1,i ,i p   都是未知，所以(6)也

是不定方程。注意(6)式左边，每一个 T
ix 是一个 维

行向量，而右边每一行是一个数

N

i 乘以行向量 T 。

由于一个 T 要满足多个方程，所以(6)还是矛盾方程

组。 

解矛盾方程组可以利用最小二乘法，还可以添加

合理的约束。令  1, , pX x x  ，  T
1, , p    ，

 1, , p    ，则 X 和 都是 矩阵，方程(6)

成为 

N p

 
 

pxx ,,1   p ,,1  

 

Figure 2. A basic unit of unsupervised learning 

图 2. 无监督学习的基本单元 

T TX T                 (7) 

假设 和 都是独立的，则 

    T T TE X X E E T     。进一步如果假设  

是单位向量，即 T 1   ，则有 

T T TX X E                 (8) 

于是可以得到模长约束最小二乘解(MCLS)[10,11]。 

一般的，可以假定  TE   是一个对角矩阵，即

   2 2T
1 , , pE diag     。于是(8)可以展开为： 

T T 2 2
1 1 1 1 1 1
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  (9) 

注意左边矩阵元素是两个向量的点积，右边矩阵

的元素是两个数的乘积。取对角线的元素相等，得到 

T 2 2 , 1, ,i i i ix x i     p         (10) 

如果能够估计出 2
i ，那么就可以估计出 2

i 。设

协方差矩阵  x E X  T X ， Tˆ
x X X  ，假定 1ˆ

x
 的

对角线元素是 ，根据因子分析的方法，ˆ , 1 ,i  ,i  p 2
i

的估计是 2 1ˆˆi i  1,i， , p  ，这里  î 是矩阵

  1TX X

的对角线元素。于是由(10)可得： 

2 T 2ˆ ˆ , 1, ,i i i ix x i     p          (11) 

有了 i 的估计，就容易计算  各个分量的估计

了。由于(11)式里 i 的估计已经包含随机误差项 的

影响，所以(7)可以近似表达为 T TX  。使用向量

 T
1, , p    左乘 TX T 的两边得到： 

1 1 p pA x     x

2

           (12) 

这里 2
1 pA     。于是潜变量 的估计是： 

1
1

ˆ p
px x

A A


               (13) 

得到潜变量的估计，回到(5)式就容易得到权系数 i ，

1, ,i p  的估计。这只需要使用普通的最小二乘法。 

上述算法的合理性是明显的。方程(6)是不定方

程，如果 ,i  是一组解，那么 ,ic c  也是一组解，这

里 是任一非零常数。也就是说，c  的方向不变，但

是模长可以拉伸或压缩，于是可以假定 是单位向量，

从而得到模长压缩最小二乘解 MCLS。同时，正是因

为不定方程的解不唯一，需要添加新的适当约束来求
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得合理的唯一解，而 MCLS 只是过渡解。 

既然解的模长可以拉伸或压缩，于是可以采用新

的配方约束条件，要求指标汇总的所有权系数都非

负，其和为 1，就是 

1

1, 0, 1, ,
p

i i
i

i 


    p         (14) 

配方约束条件在指标汇总这一类极为广泛的应

用问题里的合理性是明显的，它可以保证潜变量与观

测变量的同质性，即它们分数值范围相同。例如顾客

满意度的测量通常是从1分到10分，那么汇总后的分

数也应该是从1分到10分。此外，当观测变量的分值

越高，对应的潜变量分值也应该越高。如果所有观测

变量的某一个分值相等，那么对应的潜变量分值也应

该等于这个分值。配方条件可以很好的满足这些要

求。 

普通的配方约束回归的算法非常复杂[12]。当初步

的回归系数计算出来有分量为负数时，其配方约束解

应该为 0。这样相应的自变量就实际被删除了，这显

然是一个缺点。现在面临的回归是潜变量回归，因变

量是未知的，这给计算带来极大方便，不仅计算简便，

而且避免删除自变量。 

事实上，(14)和(5)是类似的，系数 1 , , pA A 
就是系数 1, , p  。可以根据(14)完成计算，这只需

要拉伸压缩系数 1 , , pA A  使其满足配方条件即

可。令 1 pb A A    ，以 除以(14)两边，则系

数

b

1 , , pbA bA  满足配方条件：非负，其和为 1。

于是(5)系数的估计值就是： 

  1
1ˆ ˆ, , , , p

p bA bA


 


 
 

 

           (15) 

在上述算法里，模长约束只是一个过渡性数学技

巧，配方约束才是根本性要求。 

下面选择一个实例来计算，了解潜变量配方回归

与普通算术平均的区别。表 1 的数据来自 

http://www.pbc.gov.cn/publish/html/kuangjia.htm?id=20

12s15.htm，是中国人民银行的官方网站。 

有各种不同的方法计算加权指数 。最简单的方

法是普通算术平均，就是对于各列取各个加权系数为

1 4 ，计算结果为 。也可

以采用本文的方法计算加权指数。计算结果加权系数 

51.0,54.55,20. 66.35 

Table 1. Diffuse index of income and price of urban depositors 
表1. 城镇储户收入与物价扩散指数表(2012) 

指数满分为 100 

 
2012. 

Q1 
2012. 

Q2 
2012. 

Q3 
2012. 

Q4 算术平均指数

 1x  2x  3x
 

4x  
 

指数Ⅰ 51.9 50.1 50.2 51.8 51.0 

指数Ⅱ 54.9 53.2 53.8 56.3 54.55 

指数Ⅲ 19.7 18.2 21.0 22.0 20.225 

指数Ⅳ 62.1 65.5 67.6 70.2 66.35 

Ⅰ 当期收入感受指数 

Ⅱ 未来收入信心指数 

Ⅲ 当期物价满意指数 

Ⅳ 未来物价预期指数 

 

i 分别是(0.2474，0.2474，0.2501，0.2550)，其和为

1；而潜变量 计算结果是(51.0040，54.5613，20.2407，

66.3827)，这和算术平均略有不同。 

计算由数据分析与统计计算软件 DASC 完成[13]。

DASC 软件可以从“数据分析与统计计算园地”网站

自由下载，无需注册，免费使用，网址是： 

http://public.whut.edu.cn/slx/English/index.HTM。 

下载到压缩文件包DASC-Chinese.rar (中文版)或

者DASC-English.rar (英文版)，解压它，形成了一个文

件夹。进入文件夹点击可执行文件DASC.exe，主菜单

屏幕出现了。点击主菜单“路径分析→单总体指标汇

总模型(单层SEM)”，例子文件数据出现在屏幕A区。

修改A区行数为 4，列数为 4(注意回车执行)，将本例

中的 4 × 4 原始数据拷贝，鼠标指向A区左上角点击右

键，在弹出的POP菜单选择“黏贴数据”，原始数据

即黏贴到A区。再修改B区的行数和列数各为 4，点击

“计算”按钮，计算过程就立即自动完成。计算结果

可以在C区看到。 

4. 学习系统的配方约束最小二乘解 

225,

本文讨论的无监督学习系统由若干基本单元组

成。基于上节的约束最小二乘算法，可以给出整个学

习系统的配方约束最小二乘解。本文的算法也适合一

般的结构方程模型。 

和(3)，(4)式对应，图 1 所示的观测方程组也可以

被表示为潜变量对于观测变量的影响，即逆向影响方
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程组： 

  
     

1

1 1

, ,

, , , , , 1, ,

t tK t

t t xttK t xtK t

x x

t k      



  



  (16) 

  
     

1

1 1

, ,

, , , , , 1, ,

i iL i

i i yiiL i yiL i i m    



 



 

y y
   (17) 

这里 tj 和 ij 是载荷系数， 是随机误差。 

为简单计，舍去随机误差项，等号变成约等于号： 

     1 1, , , ,t t ttK t tK tx x t           (18) 

左乘转置矩阵得到： 

 

  
 

 
1 1

1 1, , , ,

T T
i t t

t t ttK t tK t
T T

tiK t tK t

x

x x

x

 

t   
 

   
   

   
   
   

    (19) 

上述矩阵的对角元素为 T 2 T
tj tj tj t tx x   

t

， 

。如果假定潜变量 1, ,j K  t  是单位向量，即

，那么载荷系数T 1t t   t 的解可以获得：

 

 Tˆ , 1, ,t j tj tjx x j K t            (20) 

有了载荷系数的估计，就可以估计潜变量 t 。将

(18)转置，然后左乘 可得：   T

1, ,t tK t 
T T

       2
1 1 1t t ttK t tK t tK tx x 2 T         

2

 

令 ，则  
2
1t tK ta    

 
 

1
1

ˆˆ tK tt
t t tK ta a


    x x          (21) 

和(3)比较，权系数的解是 

    1
1

ˆˆ
Ω , , , ,

tK tt
t tK t a a


 

 
   

 
     。但是现在Ω还不 

满足配方条件，而方程(3)是不定方程， t 也不一定要

是单位向量，于是可以对向量 拉伸压缩。令Ω  个分 

量的和为
 1

ˆˆ tK ttb
a a


   ，则(3)权系数的估计值为

    1
1

ˆˆ
ˆ ˆΩ , , , ,

tK tt
t tK t ab ab


 

 
   

 
   ，它的各分量非负， 

其和为1。最后，可以获得潜变量 t 的估计为： 

 
 

1
1

ˆˆˆ , 1, ,
tK tt

t t tK tx x t
ab ab

类似地可以在 (4) 中获得 ij 和 i 的估计，

1, ,i m  ，  1, ,j L  i 。一旦得到潜变量 t ，

1, ,t k  和 i ， 1, ,i m 

ij

的估计，就可以从结构方

程组(1)里求得参数  和 ij 的估计，或者从一般表达

式(2)里求得参数矩阵 和 Γ的估计。注意此时是联立

方程组求解，需要使用二阶段最小二乘法，以使估计

值满足统计学上的一致性[14]。 

B

图1显示的士气模型已经有较长的研究历史[15]，

一般包含6个潜变量[16]。模型的原始数据来自战士们

对问卷的回答，这和顾客满意度测评是类似的。在图

1里，各个潜变量所包含的观测变量个数分别为3，4，

3，3，4，3，观测数据矩阵的列数是这些列数之和，

为20。为简单计，只列出10个战士的问卷分数，原始

数据矩阵行数是N = 10，见表2。 

根据本节描述的确定性算法，可以获得权系数的

估计如表3，路径系数 ij 和 ij 的估计如表4。 
 

Table 2. The original data of moral measurement 
表 2. 士气测评的原始数据 

1  2  1  2  3  4  

5 5 5 5 5 5 5 5 5 4 5 5 4 5 5 5 5 4 5 5

5 5 5 5 4 4 5 5 4 4 4 5 4 5 5 5 4 4 4 4

4 5 5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4

2 3 5 4 4 4 3 4 3 4 2 3 2 4 3 4 5 4 2 4

5 5 5 4 5 4 5 4 5 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5

5 5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 4 4 3 5 5 5 4 4 5

5 5 5 5 5 4 5 4 1 1 4 3 4 5 5 4 4 4 4 4

5 5 5 4 3 4 3 4 3 2 2 4 2 3 3 4 4 4 3 5

5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 4 4 5 5 4 4 5 5 5 4 4 5 4 4 4

 
Table 3. The estimation of weight coefficients with prescription 

表 3. 满足配方条件的权系数的估计 

j  1 2 3 4 和 

1j  0.3227 0.3387 0.3387  1 

2 j  0.2509 0.2491 0.2509 0.2491 1 

1 j  0.3272 0.3364 0.3364  1 

2 j  0.3210 0.3516 0.3274  1 

3 j  0.2318 0.2553 0.2422 0.2707 1 

4 j  0.3140 0.3550 0.3310  1 
k


           (22) 
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表4. 路径系数的估计 
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一旦得到这些系数的估计值，系统的学习过程就

完成了。更多的路径计算分析结果这里省略，可以参

看专门的士气分析文献[15,16]。 
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本例计算过程也可以使用软件DASC自动完成，

只需选择主菜单“路径分析→军队士气评估模型”，

然后调整参数，将A区第一个页面调整为3，4，3，3，

4，3；第四个页面的行数调为10，列数调为20；B区

行数也调为10，列数也调为20，然后按“计算”按钮

即可完成计算。 

[9] S. Hsua, W. Chenb and M. Hsiehc. Robustness testing of PLS, 
LISREL, EQS and ANN-based SEM for measuring customer 
satisfaction. Total Quality Management & Business Excellence, 
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[12] 方开泰, 王东谦, 吴国富. 一类带约束的回归——配方回归

[M]. 计算数学, 1982, 4: 57-69. 本文研究了基于单元配方约束的学习系统及其

算法。这个系统在处理社会、经济、心理等领域的指

标汇总问题有非常广泛的应用。 
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2011.  

本文使用基于配方约束的确定性算法取代传统

的偏最小二乘(PLS)和协方差拟合法(LISREL)。使用

单位模长约束作为一种中间技巧，然后利用潜变量回

归的特点极大改进了传统的配方回归算法，是本文算

法的两个亮点。 

[15] M. Artelli, R. Deckro, D. Zalewski, S. Leach and M. Perry. A 
control theory model of deployed soldiers’ morale. International 
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色系统法[18]、变异系数法[19]、层次分析法[20]、算术平

均法等，本文的确定性算法是一种新方法。这种算法
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的。相对于结构方程模型传统的偏最小二乘算法和协

方差拟合算法，本文算法是确定性算法，优点在于不
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