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Abstract 
In this paper, LPT algorithm is considered for the scheduling problem in which the processing 
times of jobs are similar on two machines. The objective function is to minimize the maximum 
completion time of all machines. The worst performance ratio of the LPT algorithm is given as a 
piecewise linear function of r if job list { }nL J J J1 2, , ,= �  satisfies [ ]( )jp r r1, 1∈ ≥ . Our result 
improves the best existing result. Furthermore, the ratio given here is the best. That means our 
result cannot be improved any more. 
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摘  要 

本文研究了工件具有相似加工时长时2台同类型平行机上LPT算法的最坏性能比。目标函数是使所有

机器的最大完工时间达到最小。若工件序列 { }nL J J J1 2, , ,= � 中的工件满足 [ ]( )jp r r1, 1∈ ≥ ，证明了

LPT算法的最坏性能比为r的分段线性函数，此结论改进了已有的最好结论，并且是不能再改进的最好

结论。 
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1. 引言 

排序问题是组合优化的重要分支之一，在生产管理、计算机信息技术处理等方面具有广泛的应用背

景。自从 Graham [1]在 1969 年首次提出排序问题以来，这个问题一直是最活跃的研究领域之一。经典排

序问题是将 n 个独立工件 1 2, , , nJ J J� 分配到 m 台具有同样性能的机器 1 2, , , mM M M� 上加工，每一个工

件只需在其中一台机器上加工一次就能完工，每台机器每次只能加工一个工件。工件 1 2, , , nJ J J� 之间没

有先后的依存关系，且 iJ 的加工时间为 ip ，目标是使所有工件在最早时间内完成全部加工，也就是使得

所有机器中最大完工时间达到最小。由于排序问题是 NP-困难问题，我们目前只能研究多项式时间近似

算法。LPT (Largest Processing time)算法是 Graham [2]提出的著名近似算法。该算法首先将工件排序使其

满足 1 2 np p p≥ ≥ ≥� ，然后依次安排每个工件，每次总是把尚未投入加工的工件中编号最小者(即加工时 

长最大的)送到最早空闲的机器上进行加工。LPT 算法的最坏性能比是
4 1
3 3m
− 。 

在经典排序问题的算法性能比分析中是假设工件的加工时长是任意的，但实际情况中，工件的加

工时长不会太小，也不会太大。为了更符合实际，也为了改进算法的性能比，促使研究工作者对工件

加工时长做出适当假设。工件加工时长具有相似加工长度(即假设工件加工时长在区间[1, r]内，其中

1r ≥ )是常用假设之一[3]-[8]，也有假设工件最大时长已知的[9]及假设所有工件加工时长总和是已知的

[6]。 
H. Kellerer [10]给出了在 m 台同类型平行机上当工件具有相似的加工时长时 LPT 算法的性能比的上

界为 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

2

2

2 22 2 2 1 3
for ,

2 2 1
, ,

2 22 1 1 2
for ,

1 2 1 1

m k k km k k m k
km k k k

R m LPT
m k k kk m m k

k m k k k

µ
µ

µ

µ

  − − +− − − + −  ∈
 − − +   ≤ 

 − − + + − + −
 ∈

+ − + −   
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其中 3k ≥ ，k 为整数， ( )1 2 , 1 ,
n

p m R
p m

µ µ µ= − ≤ < ∈ ，m 表示机器数。当 ( )3 3
4

m kµ +
≤ = 时，

4
3

m
m
µ−
是

紧的，其它区间不是紧界。 
本文考虑两台机情形，即 2m = ，证明了 LPT 算法的最坏性能比为 

( ) ( )

( )

7 3, ,
6 2

1 1 2 1, 1 1 ,
2 1 2 2 2 3 22, ,

4 7 1 1 2, 1 1 ,
4 6 2 2 2 2 2 3
1 1.

r

kr k r
k k k k kR LPT r

k r
k k k k k

r

 ≥


+ + + − ≤ < + + += 
 +

+ ≤ < + −
+ + +

 =

 

其中 1k ≥ ，k 为整数。 

当
11 3
8 2

r≤ ≤ 时(相当于[10]里的
51,
4

µ  ∈   
，我们得到的性能比和[10]一样。当

11
8

r < 时，我们得到的 

最坏性能比比[10]的更小。 

2. 定义符号 

在本文中我们引入下面记号： 
1) { }1 2, , , nL J J J= � 为一个工件序列，其中每个工件 Jj 的加工长度为 , 1, 2, ,jp j n= � ； 
2) ( )i jp 表示第 i 台机器上的第 j 个工件的加工时长； 

3) ( )1, 2, ,iL i m= � 表示在 LPT 算法下最后一个工件 Jn 被安排之前机器 Mi 上所安排的所有工件加工

时长的总和。并且我们将机器重新编号，使之满足 1 2 mL L L≤ ≤ ≤� ； 
4) 设 A 是任一算法， ( )max

AC L 表示工件集 L 在算法 A 下所有机器的最大完工时间； 

5) OPT 表示最优算法。 
定义 1：算法 A 是一个近似算法， ( )max

AC L 和 ( )max
OPTC L 分别表示在 A 算法和最优算法下该工件序列的 

最大完工时间。定义 

( ) ( )
( )

max

max

, sup
A

OPT
L

C L
R m A

C L
=  

并称其为算法 A 的最坏性能比，其中 { }1 2, , , nL J J J= � 为任一符合条件的工件序列。 

下面我们分析 LPT 算法在两台机上的最坏性能比。 

3. 定理及其证明 
对于任意工件序列 { }1 2, , , nL J J J= � ，易知 

( ) 1
max

n
jjOPT

p
C L

m
=≥

∑
                                     (1) 

其中 m 为机器台数。 
在没有特别说明的情形下，下面我们总是假设工件序列 { }1 2, , , nL J J J= � 满足， 

[ ] 1 21, ,i np r p p p∈ ≥ ≥ ≥� ，并且总是假设 2m = 。 

定理 1. 当 2m = 时，LPT 算法的最坏性能比为： 
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( ) ( )

( )

7 3, ,
6 2

1 1 2 1, 1 1 ,
2 1 2 2 2 3 22, ,

4 7 1 1 2, 1 1 ,
4 6 2 2 2 2 2 3
1 1.

r

kr k r
k k k k kR LPT r

k r
k k k k k

r

 ≥


+ + + − ≤ < + + += 
 +

+ ≤ ≤ + −
+ + +

 =

 

其中 1k ≥ ，k 为整数。 

证明：
3
2

r ≥ 时的结论即是 Graham [2]给出的 ( ) 4 12,
3 3

R LPT
m

= − 当 2m = 时的情形。当 1r = 时，所

有工件的加工时长都一样，显然 LPT 算法也是最优算法，所以结论显然成立。下面讨论
2 3 2 1
2 2 2

k kr
k k
+ +

≤ <
+

  

的情形。我们首先证明对任意满足条件的工件序列 L，下面不等式成立： 

( )
( )

( )

( )

max

max

1 2 1 2 11 ,
2 1 2 2 3 2

4 7 2 3 2 11 .
4 6 2 2 2 2 3

LPT

OPT

kr k k kr
k k k kC L

k k kC L r
k k k k

+ + + + + ≤ < + +≤  + + + ≤ < +
 + + +

                     (2) 

如果(2)不成立，设 { }1 2, , , nL J J J= � 是使(2)不成立且工件个数 n 最小的工件序列，这样的工件序列

我们称之为最小反例。对于最小反例，易知最后一个工件 Jn 是最后完工的工件，即 ( )max 1
LPT

nC L L p= + 。 

所以当
( )
2 1 2 11

2 2 3 2
k kr

k k k
+ +

+ ≤ <
+

时，我们有 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )

1max

max max

11 2

max max

max

21
2 1 2

2
2 2

1
2

LPT
n

OPT OPT

n
j njn

OPT OPT

n
OPT

L pC Lkr k
k C L C L

p pL L p
C L C L

p
C L

=

++ +
< =

+

++ +
≤ =

≤ +

∑
 

最后不等式由(1)得。即 

( ) ( )
( ) ( )max

2 1
2 3

2 1
nOPT

n

k p
C L k p

k r
+

< < +
−

                            (3) 

当
( )

2 3 2 11
2 2 2 2 3

k kr
k k k
+ +

≤ < +
+ +

时，我们同样可得(3)。因此，对于最小反例 L，其总工件个数 4 4n k≤ + 。 

下面我们令 

{ }| , 1, 2i j iS j J LPT M j n i= ≠ =在 算法下安排在 上并且 ； { }* | , 1, 2i j iS j J OPT M i= =在 算法下安排在 上 。 

易知 * *
1 2 1 21,S S n S S n∪ = − ∪ = 。 

为了完成定理 1 的证明，我们首先给出下面的几个引理。 
引理 2. 对最小反例 L，在 LPT 算法下， 2 1iJ − 和 2iJ 安排在不同机器上 ( )1,2, , 2 , 2 1i k k= +� 。 
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证明：假设不然，设 0i 是使 2 1iJ − 和 2iJ 为第一对被 LPT 算法安排在同一台机器上的两个工件，不失一

般性，假设都安排在 2M 上，那么在
02 1iJ − 和

02iJ 安排之前， 1 2,M M 上的工件集 1 2,S S′ ′满足 1 2 0 1S S i′ ′= = − ， 

则由 LPT 算法规则下面不等式必然成立： 

( )
0

1 2

0 2 1 01 j j i
j S j S

i r p p p i−
′ ′∈ ∈

− ≥ ≥ + ≥∑ ∑  

所以有 0

0

11
1 2

i
r

i k
≥ ≥ +

−
。这显然与

11
2

r
k

< + 矛盾，即引理得证。 

由引理 2 可以得出，在 LPT 算法下未安排工件 4 4kJ + 时，两台机器上的工件个数相差不会超过 1。 
引理 3. 对最小反例 L，若 * *

1 2S S≥ ，则 * *
1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 和 * *

2 1 2 2S S S S∩ ≥ ∩ 至少有一个成立。 

证明：若 ( )* *
1 2 1, 2i iS S S S i∩ < ∩ = 成立，则 ( ) ( )* *

1 2 1 1 2 2 2S S S S S S∪ ∩ ≤ ∪ ∩ + 成立。由定义我们有 

( )
* *

*
1 2 * *1

i i
i

i i

S n S
S S S

S n S

 ∉∪ ∩ = 
− ∈

 

这样我们有 ( )* * *
1 2 11 2S S n S− ≤ + ∈ 或者 ( )* * *

1 2 21S S n S≤ + ∈ ，此时都与假设 * *
1 2S S≥ 矛盾。 

引理 4. 设 { }, 1, 2p q∈ ，令 mod 2 1q q= + ，即 1q = 时 2q = ，而 2q = 时 1q = 。若 0pS k≤ ， *
0 1qS k≥ + ，

* *
p q p qS S S S∩ ≥ ∩ 且 0 2k k≤ ，则有 

( )
( )

max

max

1
2 1

LPT

OPT

C L kr k
kC L
+ +

≤
+

                                   (4) 

证明：由 ( )max p

LPT
j nj SC L p p

∈
≤ +∑ 和 ( ) *max q

OPT
jj SC L p

∈
≥ ∑ 得 

( )
( )

* *

* * *

*

*

max

max \

* * *

* * *
\

* * * *

*

*

1 1

\

2

2

p p qp q

q q p p q

p q

q p

LPT j j nj n j S S j S Sj S

OPT
j j jj S j S S j S S

j p qj S S p q p q

j p q p q q pj S S

p q p q p q p q

q

p q

p p pp pC L
p p pC L

p S S S S r S S

p S S S S S S

S S r S S S S r S S

S

S S r S

∈ ∩ ∈ ∩∈

∈ ∈ ∈ ∩

∈ ∩

∈

+ ++
≤ =

+

+ ∩ + ∩ + ∩ +
≤ ≤

+ ∩ ∩ +

∩ + ∩ + ∩ + ∩ +
=

∩ +
≤

∑ ∑∑
∑ ∑ ∑

∑
∑

* * *

*

0 0
*

0

2

2

2 2 1
2 2 2 12

p q p q p q

q

p p

q

S S S r S S

S

S r S k r k kr k
k kS

∩ + ∩ + ∩ +

+ + + + + +
≤ = ≤

+ +

 

上面第二个不等式是因为 1np ≥ 和函数 ( ) ( )0a xf x a b
b x
+

= ≥ >
+

在 0x ≥ 里是 x 的减函数，第四个不等

式由引理 3 得，最后一个不等式是因为 0 2k k≤ 和函数 ( ) ( )1 2
,

2 2
r x

g x y
x

+ +
=

+
是 0x ≥ 的增函数。 

引理 5. 设 { }, 1, 2p q∈ ，令 mod 2 1q q= + 。若 02 1PS k≤ + ， *
02 2qS k≥ + 且 0k k≤ ，则有(4)。 

证明：与引理 4 的证明类似可得 
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( )
( )

( )

* *

* *

max

max \

* *

* *

*

*

0 0

0

1

\

1 1

2 1
2 2 2 1

p q p q

q p p q

LPT
j j nj S S j S S

OPT
j jj S S j S S

p q p q

p q q p

p q p

q

p p pC L
p pC L

S S r S S

S S S S

S S r S

S

k r k kr k
k k

∈ ∩ ∈ ∩

∈ ∈ ∩

+ +
≤

+

∩ + ∩ +
≤

∩ +

∩ − + +
=

+ + + +
≤ ≤

+ +

∑ ∑
∑ ∑

 

上面最后一个不等式是因为函数 ( ) ( )1
,

2
r x y

g x y
x y

+ +
=

+
是 0x ≥ 的增函数，是 0y ≥ 的减函数。 

由(3)，我们下面分 ( )2 1,2 2 2n k k k k′ ′ ′= + + ≤ 和 4 3,4 4n k k= + + 这 4 种情况证明(4)成立。 

情况 1. 2 1, 2n k k k′ ′= + ≤ 。 
由 * *

1 2 2 1S S k ′+ = + 不妨设 *
1 1S k ′≥ + 。由引理 2 得 1 2S S k ′= = ，由引理 3 知， * *

1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 和

* *
2 1 2 2S S S S∩ ≥ ∩ 至少有一个成立。若 * *

1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 成立。则令 01, 1,p q k k ′= = = ，由引理 4 得(4)

成立。若 * *
2 1 2 2S S S S∩ ≥ ∩ 成立。则令 02, 1,p q k k ′= = = ，由引理 4 也得(4)成立。 

情况 2. 2 2, 2n k k k′ ′= + ≤ 。 
由引理 2 不妨设有 *

1 2 1, 1, 1S k S k S k′ ′ ′= = + ≥ + 。若 * *
1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ ，则令 

01, 1,p q k k ′= = = ，由引理 4 得(4)成立。 
若 * *

1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 不成立，此时若有 *
2 1S k ′≥ + ，令 01, 2,p q k k ′= = = ，由引理 4 得(4)成立。否

则有 *
2S k ′≤ ，因而 *

1 2S k ′≥ + 。则由引理 3 知 * *
2 1 2 2S S S S∩ ≥ ∩ 成立，这时令 02, 1, 1p q k k ′= = = + ，由

引理 4 知当 2k k′ < 时(4)成立。 
若 * *

1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 不成立，且 *
2S k ′≤ 和 2k k′ = 成立，令 01, 2,p q k k ′= = = ，由引理 5 知(4)成立，

因为由 * *
1 1 1 2S S S S∩ ≤ ∩ 可得 *

1 1S S k∩ ≤ 。 

情况 3. 4 3n k= + 。 
不妨设 * *

1 2S S> 。由引理 2 及(3)知 *
1 2 2S k= + 且 1 2 2 1S S k= = + 。由引理 3 知 * *

1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 和

* *
2 1 2 2S S S S∩ ≥ ∩ 中至少有一个成立。若 * *

1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 成立，则有 *
1 1 1S S k∩ ≥ + ， *

1 2S S k∩ ≤ 。

令 01, 1,p q k k= = = ，则由引理 5 即得(4)成立。 

若 * *
1 1 1 2S S S S∩ ≥ ∩ 不成立，则必有 * *

2 1 2 2S S S S∩ ≥ ∩ 成立，所以有 *
2 1 1S S k∩ ≥ + ， *

2 2S S k∩ ≤  

02, 1,p q k k= = = 则由引理 5 即得(4)成立。 

情况 4. 4 4n k= + 。 
由(3)得 * *

1 2 2 2S S k= = + 。由引理 2 可不妨设 1 22 1, 2 2S k S k= + = + 。 

若 *
1 1 1S S k∩ ≥ + 成立，则有 *

1 2S S k∩ ≤ 这时令 01, 1,p q k k= = = ，则由引理 5 即得(4)成立。由于

( )* *
1 1 2 2 1S S S k∩ ∪ = + ，若 *

1 1 1S S k∩ ≥ + 不成立，则 *
1 2 1S S k∩ ≥ + 成立，因而有 *

1 1S S k∩ ≤ ，这时令

01, 2,p q k k= = = ，则由引理 5 也得(4)成立。 

由上所述可知 
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( )
( )

( )

( )

max

max

1 4 7max ,
2 1 4 6

1 2 1 2 1, 1
2 1 2 2 3 2

4 7 2 3 2 1, 1
4 6 2 2 2 2 3

LPT

OPT

C L kr k k
k kC L

kr k k kr
k k k k

k k kr
k k k k

+ + + ≤  
+ + 

+ + + + + ≤ < + +=  + + + ≤ < +
 + + +

 

下面我们分别给出上面不等式等号成立的实例： 

当
( )
2 1 2 11

2 2 3 2
k kr

k k k
+ +

+ ≤ ≤
+

时，我们令 { }1 2 4 1, , , kL J J J += � ，其相应的加工时长为{ }, , , ,1,1, ,1r r r� � ，

其中时长为 r 和 1 的工件分别有 2k 和 2 1k + 个。在 LPT 算法下， 1M 上安排时长为 r 和 1 的工件各 , 1k k +

个， 2M 上安排时长为 r 和 1 的工件各 k 个，故 ( )L
max 1PTC L kr k= + + 。 

在 OPT 算法下， 1M 上安排时长为 r 的工件 2k 个， 2M 上安排时长为 1 的工件 2 1k + 个，故

( )max 2 1OPTC L k= + ，即 
( )
( )

max

max

1
2 1

LPT

OPT

C L kr k
kC L
+ +

≤
+

 

当
( )

2 3 2 11
2 2 2 2 3

k kr
k k k
+ +

≤ < +
+ +

时，我们分别给出 k 为奇数和偶数时紧界的实例： 

当 k 为奇数时，令 { }1 2 4 5, , , kL J J J += � ，其相应加工时长为{ }, , , , , , , ,1,1, ,1r r r r r r′ ′ ′� � �  

时长为 r 和 r′的各有 1k + 个，时长为 1 的有 2 3k + 个，并且满足 

2 31 ,
1

kr r r r
k
+′ ′< < + =
+

 

在 LPT 算法下， 1M 上安排时长为 r 和 r′的工件各有
1

2
k +

个，安排 2k + 个时长为 1 的工件。 2M 上

安排时长分别为 r 和 r′的工件各
1

2
k +

个，时长为 1 的工件 1k + 个。则 

( ) ( )( )
max

1
2

2
LPT k r r

C L k
′+ +

= + +  

在 OPT 算法下， 1M 上安排时长为 r 和 r′的工件各 1k + 个， 2M 上安排 2 3k + 个时长为 1 的工件， 
则 ( )max 2 3OPTC L k= + ，故 

( )
( )

max

max

4 7
4 6

LPT

OPT

C L k
kC L
+

=
+

 

当 k 为偶数时，令 { }1 2 4 5, , , kL J J J += � ，其相应加工时长为{ }, , , , , , , , , ,1,1, ,1r r r r r r r r′ ′ ′ ′′ ′′� � � 长分别

为 r 和 r′的各有 k 个，时长为 r′′的工件有 2 个，时长为 1 的有 2 3k + 个，并且满足 

( )1 , 2 2 3r r r k r r r k′′ ′ ′ ′′< < < + + = +  

在 LPT 算法下， 1M 上安排时长为 r 和 r′的工件各
2
k
个，安排 1 个时长为 r′′的工件和 2k + 个时长为 1

的工件。 2M 上安排时长分别为 r 和 r′的工件各
2
k
个和 1 个时长为

''r 的工件以及 1k + 个时长为 1 的工件。则 
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( ) ( )
max 2

2
LPT k r r

C L r k
′+

′′= + + +  

在 OPT 算法下， 1M 上安排时长为 r 和 r′的工件各 k 个，以及 2 个 r′′，在 2M 上安排 2 3k + 个时长为

1 的工件，则 ( )max 2 3OPTC L k= + 故： 

( )
( )

max

max

4 7
4 6

LPT

OPT

C L k
kC L
+

=
+

 

综上可知，定理 1 得证。 

4. 小结 

本文主要研究了工件具有相似加工时长时，LPT 算法在同型平行机上的最坏性能比。证明了当 2m =

时对于任意的工件序列 L，LPT 算法的最坏性能比为 

( ) ( )

( )

7 3, ,
6 2

1 1 2 1, 1 1 ,
2 1 2 2 2 3 22, ,

4 7 1 1 2, 1 1 ,
4 6 2 2 2 2 2 3
1 1.

r

kr k r
k k k k kR LPT r

k r
k k k k k

r

 ≥


+ + + − ≤ < + + += 
 +

+ ≤ ≤ + −
+ + +

 =

 

其中 1k ≥ ，k 为整数。 
本文成果改进了已有的最好结果，并且这是不能改进的最好结果。本文的分析比较复杂，更有趣的

问题是能否改进一般性 m 台机时的最坏性能比。 
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