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Abstract 
Strange attractor of Shanghai Stock Index series from 2010 to 2019 is reconstructed by the me-
thod of reconstructing phase space, then shows that the largest exponent of Lyapunov is positive 
through numerical simulation, which confirms that the index series is chaotic. The optimum em-
bedding dimensionality is selected by method of false neighbors. On this basis, a hybrid prediction 
model based on neural network with genetic algorithm and local forecasting with Gaussian Kernel 
is proposed, which can forecast chaotic series by estimating the trajectory of strange attractor. 
Compared with RNN, this prediction model has better convergence speed and prediction accuracy. 
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摘  要 

应用相空间延迟重构技术重构出2010年至2019年上证指数变动序列的奇异吸引子，并计算得出其最大

Lyapunov指数为正，从而验证了上证指数序列的混沌特性；利用虚假邻域法确定恰当的嵌入空间维数应

用于遗传神经网络并和高斯核权局部预测构造混合预测算法，实现对奇异吸引子中运动轨道的估计，从

而达到对该混沌序列的预测。实证表明：与常用的循环神经网络方法相比，该技术显著提高了学习效率

和预测精度。 
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1. 引言 

混沌理论于 1963 年由美国气象学家爱德华⋅诺顿⋅劳仑兹首次提出。该理论解释了确定系统中可能产

生的“随机”现象，并用模型获得了明确的非周期结果。混沌理论的提出，极大的扩展了非线性问题的

研究方法和思路，目前已被广泛应用于气象、信号、交通、水利、航空航天等领域[1]-[5]。由于大多金融

时间序列的走势具有多种不确定性和非线性性，因此可以看成是混沌时间序列，于是利用混沌理论对

金融时间序列进行预测成为一种新的预测方法被研究。近年来，随着机器学习方法的日益成熟，将机

器学习与混沌理论相结合研究金融市场上的不确定性问题，已成为学术界的热点之一，本文正是基于此

展开。 

2. 文献综述 

对于经济金融数据的非线性动力学特征研究主要从两个方面展开，一是金融数据是否存在混沌现象。

高红兵等[6]不仅证实了我国证券市场运行于具有混沌特征，而且指出上证指数的分形维大约是 2.65，即

决定证券市场运行系统的本质因素最终趋于 3 个。尹海员、华亦朴[7]，刘超[8]等对中国股市的研究也均

表明股票市场存在显著的分形特征。第二个方面是若存在混沌现象如何进行预测？沈菲[9]、卢山[10]对
经济数据的混沌现象作了较全面研究，并就混沌时间序列的常用预测方法，如，相空间预测法，局域预

测法及普通人工神经网络预测法进行了比较研究，结论是平均误差均在 3%以内，特别遗传神经网络的预

测误差更小。顾秋宇等[11]基于金融数据的混沌特征，提出了一种改进的支持向量机方法，并以宝钢股份

的收盘价为例验证了这种改进方法具有较好的预测精度；王维等[12]针对 CPI 数据的非线性特征，利用

混沌 BP 混合算法构建了 CPI 预测模型；李哲敏等[13]对农产品时间序列价格数据建立了动态混沌神经网

络模型进行预测，都取得了较好效果。韩慧婧[14]在相空间重构的基础上利用集合经验模态分解，降低噪

声影响，实现了效果较好的中长期预测。梁春文[15]利用小波神经网络对重构后的欧盟碳排放权交易价格

进行预测，获得了不错的短期预测效果。 
总的来看，将混沌理论与神经网络方法结合是目前预测方法的主流趋势之一，现有方法主要将相空

间重构作为单一的特征提取手段，辅助支持向量机或人工神经网络等模型进行预测，这些方法往往抗噪
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能力不强，并且预测结果缺少长期记忆性。为解决上述问题，本文通过对序列数据进行合理变换，提出

一种将局部预测法和神经网络方法结合的模型，在神经网络模型良好的非线性预测能力基础上，通过基

于高斯核权函数的局部预测提升抗噪能力和长期记忆性，最后对 2010 年至 2019 年上证指数进行实证分

析，对比循环神经网络和局部预测方法，检验了本文方法的有效性。 

3. 数据来源及处理 

本文选取 2010 年 1 月 4 日至 2019 年 6 月 3 日(共 2287 个)上证指数日收盘价，并选取同时段的 CPI
数据，构造出消除通货膨胀的股指变动序列： 

ln lni i iX S CPI= −                                      (1) 

其中 iS 是日收盘价， iCPI 是其对应的居民消费价格指数(以 2010 年 1 月为基期)。将数据如此处理是为了

降低原数据的混沌程度[16]。数据来源：锐思金融数据库。计算软件为 MATLAB。处理后的序列如图 1。 
 

 
Figure 1. Series of modified Shanghai composite index 
图 1. 上证指数变动序列 

4. 相空间重构与最大 Lyapunov 指数 

4.1. 相空间重构 

相空间延迟重构技术的原理在于系统中任意分量的演化是由与其相互作用的其他分量所决定的，因

此这些相关分量的信息就隐含在任意一个分量的发展中。我们可以将一维序列通过时间延迟构造 m 维空

间向量 ( )( )1, , ,i i i i mY X X Xτ τ+ + −=  使得这个𝑚𝑚维相空间与原动力系统在拓扑意义下等价，其中 Takens [17]
证明了在理想情况下只要满足 2 1m d≥ +  (d 是动力系统中吸引子的维数)，就能保证上述相空间的存在性。

所以，针对我们的研究数据，若具有混沌特征，只要找到合适的嵌入空间维数 m 与时间延迟τ 就可以用

该序列构造出一个相空间，而重构出吸引子的相空间在短期预测中具有较高的精度[18]。 
当维数 m 不够大时，奇异吸引子会被“挤压”在低维的相空间中。图 2 给出了 3m = ， 45τ = 时的相

图。可以看出相矢基本分两处聚集，可以判断至少存在两个吸引盘，并且在两个吸引盘外有一条轨道。

恰当的相空间维数 m 和延迟时间τ 有助于预测混沌状态下金融系统的变化过程。但目前还没有公认确定

空间维数 m 与时间延迟τ 的最优方案，这些方法要么具有一定的主观性要么会受到噪声的严重影响，本

文采用虚假邻域法确定 m 与τ 。定义 ( ), ,W k m τ 作为在取定 m 与τ 时与 k 步演化后的距离之比的均值： 
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Figure 2. Phase space when 3m = , 45τ =  
图 2. 3m = ， 45τ = 对应相空间 
 

一方面，在维数较低时，由于奇异吸引子被“挤压”在低维的相空间，使得原本不相邻的点被投影

在同一邻域，从而形成虚假邻域。但经过(2)的几步迭代后有很大概率使得它们分离，因此通过计算相空

间中各相矢之间 k 步迭代后距离与原距离之比的均值，当 ( ), ,W k m τ 的变化趋于平稳时，就可确定 m 与τ
的取值。另一方面，当嵌入维数 m 足够大时，奇异吸引子完全展开，W 将不会随着 m 的变化而显著改变，

因此选择使 W 取得最小值的τ 即可，特别需要说明的是 k 的取值，𝑘𝑘过小会使得在轨道上运动的相邻相

矢误判为虚假邻点，使得 W 更易受到噪声的影响，但 k 过大又会影响真实邻域与虚假邻域的区别，本文

中取 4k = 。 
通过计算发现当1 50m≤ ≤ 时，W 均在 1τ = 时取得最小值，因此取 1τ = ，计算不同维数下 W 的值，

发现当 10m ≥ 时，W 不再显著变化，因此确定最佳嵌入维数为 10。结果如图 3。 
 

 
Figure 3. Determining the embedding dimension by flase neighbor 
图 3. 虚假邻域法确定嵌入维数 
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4.2. 最大 Lyapunov 指数 

Lyapunov 指数是描述混沌系统特征的一个主要参数，在重构的相空间中表示两个相矢随时间演化后

的发散程度，即系统对初始条件的敏感程度。负 Lyapunov指数代表系统受扰动后的恢复时间，正 Lyapunov
指数代表系统发散速度，想要知道系统是否混沌的，只需计算最大的 Lyapunov 指数，大于零即混沌。 

通过 Wolf 算法可以计算出最大的 Lyapunov 指数，首先选取一个相矢及其邻近点，在演化一定时间

间隔后再次度量两点间距离，计算比值，如果距离超过既定范围则搜索另一个邻点做相同计算，以此类

推穷尽整个序列，计算出均值即为最大 Lyapunov 指数(LE)： 

( )
( )1

1 ln
N

i

i i

l t
LE

t l t=

′
= ∑                                   (3) 

其中 ( )il t 是
it

Y 到其最近邻点的距离， ( )il t′ 是距离在既定范围内经过最大迭代次数后两相矢之间的距离。 

t 是穷尽整个序列后的总迭代次数。 
经计算，前文所重构的相空间的最大 Lyapunov 指数为 0.0087，是正数说明本文研究的序列具有混沌

特性，因此，采用重构相空间对于序列的预测会起到重要作用。 

5. 预测算法 

5.1. 遗传算法优化的 BP 神经网络 

神经网络具有良好的非线性拟合能力，非常适合对非线性混沌系统的演化进行预测。BP 算法通过训

练集学习并将误差反向传递修正神经元之间的权重，最终达到误差低于要求的结果。但是神经网络的学

习结果和效率往往和隐藏层中神经元的拓扑结构相关，很多隐藏层结构会陷入局部最优从而导致误差无

法达到要求，有时甚至会导致误差随训练而增加。 
由上文已经确定混沌系统的最佳嵌入维数为 10，进而也就确定了神经网络的最佳输入层节点数为 10。

神经网络的隐藏层节点数难以确定，通常采用试凑法，本文将采用遗传算法进行优化，避免陷入局部最

优，自动调节至最优结构。算法如下： 
1) 虚假邻域法确定神经网络输入节点数； 
2) 随机取初始权值； 
3) 采用 BP 算法对所有神经网络权值进行学习； 
4) 选取均方误差小的网络结构直接遗传至下一代； 
5) 对剩余网络随机进行交叉、变异，产生子网络作为下一代网络结构，检验是否达到设定的均方误

差要求； 
6) 重复(2)至(5)直到有神经网络的均方误差达到迭代终止要求。 

5.2. 基于高斯核权函数的局部预测算子 

局部预测算子利用以当前相矢 m
NY 为中心， 3r σ= 为半径的邻域内的所有相矢 

( )
( )

1
1 22

1 1exp
22 mK u u u− ′= − Σ 

 π Σ
                              (4) 

( )
( )1

m m
N Ni

Ni n m m
N Njj

K Y Y
W

K Y Y
=

−
=

−∑
                                   (5) 
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其中 mu R∈ 为𝑢𝑢的协方差矩阵，Σ为 u 的协方差矩阵， ( )K u 表示迭代距离差为 u 的高斯核函数，体现邻

域内该点在迭代后对 m
NY 的反映程度。权值 NiW 是对邻域内所有点的高斯核函数的归一化。 

局部预测结果即为： 

1,1
1

ˆ
Nn m

Ni N im i
N

N

W Y
Y

n
+=

+ = ∑ 。                                    (6) 

5.3. 基于局部预测算子和神经网络的混合预测 

神经网络算法在非线性拟合上具有优良的效果，但当输入数据带有噪声干扰时往往会出现难以识别，

误差增大的情况；而基于高斯核权函数的预测算子在有噪声干扰的情况下可以给出较缓慢的退化[9]，预

测结果具有较好的鲁棒性。但是局部预测方法会受到数据混沌特性的影响，即便只演化一步也有可能导

致轨道偏离很大，产生较大误差。而本文中相空间的最大 Lyapunov 指数为 0.0087，数值不大，因此可以

考虑将神经网络算法和局部预测方法混合加权预测，通过神经网络预测降低局部预测中由于混沌性质导

致的误差，同时利用局部预测方法增强预测结果的鲁棒性，混合预测实施框图由图 4 给出。本文使用训

练集数据得出最优权数并将其应用到测试集的预测中,通过训练数据的计算，得到局部预测的权重为：

0.226ω = 。 
 

 
Figure 4. Flowchart of hybrid neural network model 
图 4. 混合预测网络结构图 

6. 预测 

将 2287 个数据重构为 2277 个相空间矢量，将后 400 个相矢作为测试集数据，将前 1877 个相矢中随

机选取 15%作为试验集用于判断迭代终止条件。取训练最大步数 3000，目标均方误差为 10−5。为了分析

比较本文方法的预测结果，选取循环神经网络(RNN)以及高斯核权函数局部预测结果与本文使用混合预

测(Hybrid)进行对比。表 1 给出了三种方法预测结果的各项指标，图 5 则给出了前两种预测的残差图。 
 
Table 1. Comparison of prediction result 
表 1. 各算法预测结果比较 

 迭代次数 平均相对误差 最大相对误差 预测涨成功率 预测跌成功率 

混合预测 15 1.63% 14.60% 86.36% 93.69% 

RNN 47 3.09% 18.42% 72.73% 90.39% 

局部预测 - 3.51% 20.47% 84.08% 87.88% 

 
从表 1 可以看出采用遗传算法的 BP 神经网络尽管种群总训练次数很多，但是利用相空间重构技术

选取的最优网络结构仅用 15 次迭代就达到了误差要求，相比之下 RNN 的收敛速度慢很多。无论从平均
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相对误差还是最大相对误差都可以看出，混合预测的精度明显优于 RNN 和单一的高斯核权函数局部预测

方法。在预测序列涨的趋势上，成功率显著高于 RNN。 
 

 
Figure 5. Error comparison of hybrid neural network and recurrent neural network 
图 5. 混合神经网络与循环神经网络两种算法预测残差图 
 

从图 5 可以发现在许多区间上本文方法相比循环神经网络能够更好地捕捉到序列变化趋势，虽然两

种方法往往会同时低估序列值但是混合预测方法低估幅度更小；但当循环神经网络大幅高估序列值时，

混合预测方法的残差基本在 0 附近，给出更为“保守”的预测值，这对于避免金融风险是很有必要的。 
 

 
Figure 6. Prediction result comparison of hybrid neural network and recurrent neural network 
图 6. 混合神经网络与循环神经网络两种算法预测结果比较 
 

图 6 显示的是混合神经网络与循环神经网络两种模型对未来 6 天序列数据的预测结果，观察这 6 个

节点可以发现，混合神经网络在对序列变化趋势的预测上十分准确，而循环神经网络对序列的预测有一

定的延迟感，基本符合前一项的变化趋势。从整体上看，混合神经网络不仅有较高的预测精度，而且在

数据变化的拐点处具有更好的预测性能。 
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7. 结论 

本文选取 2010 年 1 月 4 日至 2019 年 6 月 3 日上证指数日收盘价和同期定基居民消费价格指数，构

造出一个股指变动序列。通过虚假邻域法，选取合适的嵌入维数和延迟时间，重构出该混沌时间序列的

相空间并还原了原金融系统的动力学特性，利用 Wolf 算法计算出最大 Lyapunov 指数为 0.0087，由此验

证了奇异吸引子的存在性。最后提出一种基于遗传算法辅助训练 BP 神经网络和基于高斯核权函数的局

部预测算子的混合预测方法，对相矢演化进行预测并获得序列的预测值，与以往在时间序列预测中常用

的循环神经网络相比，学习效率和预测精度均有显著提升。 
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