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摘  要 

单光子放射断层成像(SPECT)在疾病的影像诊断中起重要作用。全变差正则项在抑制噪声方面非常有效，

但会产生阶梯状伪影。剪切波变换是一种多尺度几何分析方法，它比传统的小波变换更符合人类视觉系

统的感知特性，能更有效地刻画和捕获图像中的边缘、纹理等几何特征，并能充分利用图像自身的几何

特性实现对其更为“稀疏”的表示。本文提出一种基于下卷积剪切波变换惩罚项的SPECT重建方法，在

抑制噪声的同时，进一步消除阶梯状伪影。实验结果表明，本文方法优于下卷积全变差惩罚项，图像边

缘清晰、细节丰富，符合人眼视觉效果。 
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Abstract 
Single-photon emission tomography (SPECT) plays an important role in the imaging diagnosis of 
the disease. Total variation regularization is more effective in suppressing noise but produces 
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stair-step artifacts. Shearlet transformation is a multi-scale geometric analysis method. It is more 
in line with the traditional wavelet transform perception characteristics of the human visual sys-
tem, and can more effectively depict and capture geometric feature texture in the image edge. It can 
make full use of the geometric characteristics of the image itself to its more sparse representation. In 
this paper, Infimal Convolution regularized SPECT image reconstruction based on shearlet trans-
form is proposed, suppressing the noise and further eliminating stair-step artifact. Results show 
that the method is better than the infimal convolution total variation punishment. The recon-
structed image has a clear edge and rich detail, which conforms to the human visual effect. 
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1. 引言 

单光子放射断层摄影(SPECT)借助于单光子核素标记药物实现人体体内功能和代谢显像，在疾病的影

像诊断中起重要作用。但高剂量的药剂会对患者的健康造成损害，增加致癌风险。因此需要减少医学成

像包括 SPECT 中的放射性药剂。假设成像时间和伽玛相机保持不变，只有通过降低所给示踪剂的活性才

能达到较低的辐射剂量。它会导致原始数据中的伽马光子较少，从而增加了重建图像中的图像噪声。因

此，挑战是如何减少 SPECT 检查中的辐射剂量，而不会影响图像质量。这可以通过应用更好的放射性机

构，改进的成像硬件或优越的重建方法来实现。最常用的描述 SPECT 投影数据的概率分布是泊松模型[1]。
在此模型的基础上，如何正确估计放射性分布是一个长期存在的研究问题。 

本文提出下一种卷积剪切波变换惩罚项，与应用一阶二阶全变差正则项(ICTV)下卷积惩罚项[2]进行

比较。我们进行仿真实验，使用小球模态和脑体模进行实验，以比较两种方法的重建图像的质量，并研

究使用剪切波下卷积惩罚项方法降低患者辐射剂量的可行性。结果表明，本文方法优于下卷积全变差惩

罚项，图像边缘清晰、细节丰富，符合人眼视觉效果。 

2. 相关工作 

2.1. 全变差正则项 

SPECT 图像重建是一个反问题，可以通过建立一个 ECT 成像系统(系统矩阵)，并通过应用变分方法

与有效的最小化算法相结合。基于统计考虑的贝叶斯方法，依赖于后验概率(MAP)的最大化一个利用目

标函数的负对数似然和关于解的先验知识的解。利用吉布斯先验分布的概念[3]，重构问题可以被视为一

个包含三项的凸优化问题前两项，统称为保真项，用于评估和惩罚预期数据和观测数据之间的匹配度(即
评估拟合优度)，而最后一项，称为正则化项，惩罚低先验概率解。这两个项之间的平衡由一个正则化参

数决定。正则化项需要反映未观察到的放射性示踪剂活性 f 的先验分布的统计特性关系，并应允许在抑

制图像噪声的同时保留图像细节，包括尖锐的边缘。 
其中一个常用的正则项是全变差正则项 total variation (TV) [4]，全变差正规项是 Panin 等人[5]将其引

入到 SPECT 重构中。然而，由于它只考虑一阶导数，即使原始图像只包含代表 ECT 活动分布的灰度值
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的平滑梯度，它也倾向于创建具有虚假尖锐边缘的人工分段常数块区域，称为阶梯效应。为了减少阶梯

效应，同时保留全变差的边缘保留特性，对 TV 进行了高阶 l1 范数的改进[6]。 
TV 正则化用可微函数近似 TV 可能会导致图像分辨率和对比度的损失，以及解的不稳定性。Li [7]

引入了一种基于接近算子的不动点算法，即前置条件交替投影算法(PAPA)，该算法严格地处理不可微 TV
正则化，提供了一种鲁棒有效的迭代方案，并且利用高阶 TV (HOTV)正则化的方法实现了 SPECT 重建

的算法 PAPA-TV。 
之后，Li 用 ICTV 惩罚项[8]代替了重建模型[7]中的 TV 项，对所涉及的图像分量之和施加了非负性

约束。此外，在图像质量评估方面，该研究考察了 ICTV 正则化处理楼梯伪影的能力，两个图像分量都

是非负的，因为两个分量代表不同平滑度的图像区域，并且整个图像域的放射性分布是非负的。这产生

了一个更合理的 SPECT 重构模型。 

2.2. 下卷积正则项 

重建模型 F 的定义： 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2,1 ln ,F u A f f A f f gγ= + − + +                         (1) 

在论文[2]中，作者提出以下迭代模型来求 F 的最优解： 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T

1

1 1T

prox

k k k k

k k kT

k k k k

h P u S F u SB Tb

b I b Bh

u P u S F u SB Tb

ϕ

+

+

+ +
+

 = − ∇ −



= − +

 = − ∇ −


�

�

                          (2) 

在迭代格式(2)中， 12R db∈ 为双变量；S 是一个 2d*2d 对角正定预处理矩阵，它加速合成算法， 
( )1 3 2 9: diag ,d dT I Iµ µ= 是一个带有正参数 1µ 和 2µ 的 12d*12d 对角矩阵。在原始 PAPA 的驱动下，我们选

择预处理矩阵作为第 k 次迭代的对角矩阵 ( ) ( ) ( )( )1 2: diag ,k k kS S S= ，其中 ( ) ( )( )T
1 1diagk kS f A= 1 ， 

( ) ( )( )T
2 2diagk kS f A= 1 。每次迭代的重建图像由 ( ) ( ) ( )

1 2:k k kf f f= + 给出。 

迭代模型(2)的实现也要求 P+和
1

proxT
ϕ

−
的闭集，算子 P+是一个封闭集合 

{ }2R : 0, 1,2, , 2d
iy y i d∈ ≥ = � 的投影算子。对于 2R ax∈ ，我们有 ( )( ) { }max ,0ii

P x x+ = 。对于 ICTV 正规

项 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2z z zϕ λϕ λ ϕ= + ，其中 3
1 R dz ∈ ， 9

2 R dz ∈ ，对应与向量 1/4 上部分和 3/4 下部分。我们可以

看到函数 u 是可分为两个变量 z1 和 z2。根据论文[9]，ϕ 的 proximity 算子有这样的形式 
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，计算ϕ 的 proximity 算子相当于计算 ( ) ( )
1 1 1prox u zλ 和 ( ) ( )

2 2 2prox u zλ ，根

据论文[10]，对于向量 ( ) ( )
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替上式中的 1y 和 1z ， 1 1uλ 与 2 2uλ 同理。 

对于带约束的 ECT 图像重建优化模型(1)，调用预处理交替投影算法对其进行求解，下卷积型二阶全

变差正则化的图像重构优化模型： 
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( ) ( ) ( ){ }{ }1 2 1 1 1 2 2 2min ,1 ln , mind f f ff
Af Af g B f B fγ λ ϕ λ ψ= +∈

− + + +
�

             (3) 

该模型使用一阶全变差与二阶全变差的下卷积来惩罚数据拟合项。下卷积的定义：对于合适的凸函

数 { }: , 1, 2, , , 2n
i i N Nψ → ∪ +∞ = ≥�R R ，它的下卷积即ψ 定义为： 

( ) ( )( ) ( )
1

1
1

: inf
N
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���                          (4) 

该正则化模型(1)把重构图像分解成两个部分，其中 f1 适用于一阶全变差正则化，而 f2 适用于二阶全

变差正则化，这意味着对 f2 的光滑性要求比 f1 更高。因此,直观上来看，f1 着重刻画了重构图像中的细节

以及边界信息，而 f2 则倾向于刻画图像中的光滑区域。全变差的公式： 

( ) ( ) ( )2 2

, ,
h v
i j i j

i j
U Z Z Z= ∇ + ∇∑∑                                (5) 

其中 ,
h
i j Z∇ 表示水平方向的梯度， ,

v
i j Z∇ 表示垂直方向的梯度。 

3. 本文方法 

对于小波，脊波、曲波、轮廓波等多尺度几何方法能够表达丰富变化的纹理细节，但是在频率空间

中曲波和轮廓波是隔层细分的，这在一定程度上影响了其稀疏表示。剪切波(Shearlets) [11]是多尺度几何

分析的最新发展，它是 K.H. Guo 和 G. Labate 等通过特殊形式的具有合成膨胀的仿射系统构造的一种接

近最优的多维函数稀疏表示法，对图像的表示同时具有多分辨、局域性和方向性等优点。剪切波变换不

仅具有与曲线波和轮廓波相同的非线性误差逼近阶，而且在频率空间中是逐层细分的，所以具有更好的

表示性能。与此同时，shearlet 变换的数学结构比较简单，它通过对一个函数进行伸缩、平移、旋转来生

成基函数，该特点与小波类似，却正是曲波和轮廓波所缺少的。本文用 shearlet 作为重建模型的正规项。

当维数为 2 时，其仿射系统表示为具有合成膨胀的仿射变换系统，表达式为 

( ) ( ) ( )2
AH , , det , ,i i j

j t k i
M x x k j l kϕ ϕ ϕ= = − ∈A B A Z                     (6) 

式中基函数 ( ), ,j t k xϕ 的集合为通过对单个局部特性良好的窗函数进行平移、旋转、剪切操作而形成；矩阵

A 决定图像的多尺度分解，是具有各向异性的膨胀矩阵；矩阵 B 决定图像的多方向分解，是剪切矩阵；

det A 1= ；j 为分解尺度 l 为方向参数；k 为平移参数。当 ( )AHM ϕ 具有紧框架，则(6)式中的 ( ), ,j t k xρ 为

合成小波。剪切波中，A、B 一般表示为： 
4 0 1 1

,
0 2 0 1
   

= =   
   

A B  

而在公式(5)中，它只有水平、垂直两个方向，不能很好地表达丰富变化的细节。而多尺度分析具有

各向异性和方向性等特点，所以能够对图像中有很高各向异性的边缘和纹理等信息给出接近最优的表示。 
把 shearlet 的滤波器来分成两组作为论文[8]中的 SPECT 重建模型(3)中的 B1 和 B2 惩罚项，优化模

型同(1)。根据不同的尺度对应于不同的光滑度和对图像的表征来进行分组。利用 3 维剪切波系统(ShearLab 
3D) 最优表达高维数据的能力对图像分解，所应用的剪切波变换系统有五个尺度。经实验，scale 为 0、1、
2 可刻画图像中的细节以及边界信息，而 scale 为 3、4 来刻画图像中的光滑区域，所以把该剪切波滤波

器分为两部分，其中一组 B1 滤波器作用于 f1，另一组 B2 滤波器作用于 f2，该重建方法称为 PAPA-ICSL。 

4. 实验测试与结果分析 

4.1. 实验数据 

我们使用了Monte Carlo仿真软件包来获得扇形光束(焦距 43.1 cm) SPECT 仿真数据(由 128 × 64尺寸
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检测器矩阵中的 120 个投影视图组成，具有 3.56 mm 检测器元件尺寸，和 2.2 毫米重建空间体素大小)分
段常数幻影。我们模拟直径 20.8 厘米和长度为 14.08 厘米，含有均匀的冷、热且带有尖锐的边缘球体的

均匀气缸：六个传动系统的平面，在与相对球体相同的径向距离，与背景活动比为 2:1 和中央横截面区

域从 0.58 cm2 为球体为 6 至 4.26 cm2 的球体(图 1)。将得到的蒙特卡罗模拟投影图像乘以适当的常数，得

到 120 个视图中高噪声数据和低噪声数据的总数分别为 4.2 × 106 和 8.4 × 106。 
 

 
Figure 1. Transaxial cross-sections of a phantom: six hot Gaussian blobs 
图 1. 模体的轴位截面：六个高斯热斑点 

4.2. 实验平台 

本文中所有实验均采用 Window 10 操作系统，CPU 为 Intel Core i5-4200H，2.8 Ghz，内存 8 g。使用

MATLAB 2018a 平台进行仿真实验。 

4.3. 各项指标 

4.3.1. 均方误差 
我们使用均方误差(MSE)来评估重建的准确性。MSE 是一种全局的图像质量度量，它量化了整个重

建空间中重建图像和真图(ground truth)之间的均方差。 

4.3.2. 峰值信噪比 PSNR 
峰值信噪比，是一个表示信号最大可能功率和影响它的表示精度的破坏性噪声功率的比值的工程术

语。 

4.3.3. 结构相似度 
结构相似度(SSIM)从图像组成的角度将结构信息定义为独立于亮度、对比度的反映场景中物体结构

的属性，并将失真建模为亮度、对比度和结构三个不同因素的组合。用均值作为亮度的估计，标准差作

为对比度的估计，协方差作为结构相似程度的度量。 

4.4. 实验结果 

从实验结果表 1 可以看出，高噪声、低噪声的投影图像使用剪切波变换下卷积惩罚项(PAPA-ICSL)的
重建图像其 SSIM，PSNR，MSE 均有所提升，说明重建图像跟接近原图；而由重建图像图 2、图 3 可见，

本文方法 PAPA-ICSL 的重建图像没有 PAPA-TV，PAPA-ICTV 的阶梯型伪影，这正是因为剪切波变换能

表达图像多个方向的信息，通过两组剪切波变换构造的滤波器分别刻画图像的细节边界信息和光滑区域。 
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Table 1. Reconstruction results of hot spheres by different methods 
表 1. 不同方法对热球的重建结果 

hot spheres SSIM PSNR MSE 

Low-noise simulated hot sphere 

FBP 0.16 20.52 0.0088 

PAPA-TV 0.97 35.22 0.000300 

PAPA-ICTV 0.97 35.43 0.000286 

PAPA-ICSL 0.98 36.83 0.000258 

High-noise simulated hot sphere 

FBP 0.40 25.81 0.00262 

PAPA-TV 0.97 36.02 0.000125 

PAPA-ICTV 0.98 37.57 0.000174 

PAPA-ICSL 0.99 38.29 0.000100 

 

   
(a) PAPA-TV                   (b) PAPA-ICTV                   (c) PAPA-ICSL 

Figure 2. Reconstructed images of high noise hot sphere obtained by three investigated methods 
图 2. 三种研究方法获得的高噪声热球的重建图像 

 

   
(a) PAPA-TV                       (b) PAPA-ICTV               (c) PAPA-ICSL 

Figure 3. Reconstructed images of the low noise hot sphere obtained by three investigated methods 
图 3. 三种研究方法获得的低噪声热球的重建图像 
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从脑体模的重建结果图 4 可见，本文提出的方法 PAPA-ICSL 的重建图像相比 PAPA-TV、PAPA-ICTV
保留了更多的细节。 

 

   
(a) PAPA-TV                 (b) PAPA-ICTV                 (c) PAPA-ICSL 

Figure 4. Reconstructed images of the denoised brain phantom obtained by three investigated methods 
图 4. 用三种方法对去噪的脑模体的重建结果 

5. 结论 

本文针对低剂量 SPECT 图像重建问题，提出了一种基于剪切波变换下卷积惩罚项的重建算法。实验

表明：该算法在低剂量图像重建时，能够进一步消除阶梯状伪影，同时保留更多图像的细节，从而有效

提高重建图像的质量。同时本文方法重建的图像中仍有一定程度的噪声，影响了重建的整体效果，需要

在抑制噪声方面做进一步改进。 
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