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Abstract 
This paper considers the problems of robust simultaneous H-infinity control for nonlinear singular 
systems with uncertain state time-delay. The stabilization criterion for singular systems is derived 
by Lyapunov-Krasovskii functional, linear matrix inequality (LMI) and nonlinear uncertain vector 
function with norm bounded, then the sufficient condition of closed-loop nonlinear singular systems 
with time-delay is gained to guarantee regular, impulse-free, stable. The H-infinity controller design 
approach is given for nonlinear uncertain singular closed-loop systems with time-delay and distur-
bance. Finally, a numerical example is presented to illustrate the feasibility of the proposed results. 
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摘  要 

针对一组具有不确定性状态非线性的时滞奇异系统鲁棒 H∞控制问题进行研究。基于Lyapunov-Krasovskii
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泛函和线性矩阵不等式(LMI)以及非线性不确定向量函数范数有界的条件下，得到自由奇异系统的稳定性判

据，进而有状态反馈控制下闭环非线性时滞奇异系统的正则、无脉冲、稳定的充分条件。给出带有不确定

性具有扰动的非线性时滞闭环系统的 H∞控制器的构造方法。最后，给出仿真算例说明本文方法的可行性。 
 

关键词 

非线性奇异系统，时滞，线性矩阵不等式，鲁棒同时 H∞控制 

 
 

1. 引言 

奇异系统广泛应用在实际系统中，比如：化工、冶金、炼油、航空航天、机械制造等。在复杂工业

过程中都会出现时滞现象，时滞的出现使得受控系统处于不稳定状态或者系统性能下降。因此，近年来

时滞奇异系统的镇定问题引起了学者的广泛关注，取得了颇多的研究成果。谢湘生，刘永清[1]在 1996
年基于 H∞ 控制，得到时滞奇异系统镇定控制器设计方法，基本上是国内较早研究时滞系统的镇定问题

的学者。随后冯俊娥，程兆林在[2]中利用矩阵不等式(LMI)给出时滞广义系统稳定的充分条件，并讨论了

H∞ 状态反馈控制器设计思路，但并没有考虑时滞奇异系统的鲁棒性。系统中信号的传递和观测时间以

及系统元件老化的原因，使得鲁棒控制成为研究时滞系统控制问题的重要课题。张冬雯[3]研究了不确定

时滞奇异系统状态反馈的鲁棒 H∞ 控制问题，杨帆，张庆灵在文献[4]中基于神经网络模型，对带有扰动

的时滞广义系统鲁棒 H∞ 控制进行研究，但是这些成果仅仅是对线性时滞奇异系统的研究，没有涉及到

非线性。 
徐胜元，杨成梧[5]研究了不确定非线性广义系统的鲁棒控制并没有考虑系统的时滞和 H∞ 控制。王

德进在文献[6]考虑不确定非线性时滞系统的时滞依赖的鲁棒干扰抑制，基于 LMI 得到了状态反馈控制

律，且具有鲁棒稳定性和优化的抑制能力。傅勤[7]等对带有界扰动的一类非线性系统进行状态设计。王

岩青，姜长生在文献[8]对状态为非线性的不确定线性时变时滞系统的状态控制器设计问题就行研究。不

足之处是这些学者所得结论非线性时滞奇异系统并不一定适用，王天成[9]基于 Lyapunov-Krasovskii 泛函

和 LMI 针对非线性时滞广义系统研究并给出 H∞ 控制器的构造方法，然而并没有考虑多个非线性时滞奇

异系统的同时 H∞ 控制。同时镇定问题首先由 Saeks [10]等人源于实际工程中多模型特征系统稳定的需要

首先提出。在国内，曹永岩，孙优贤[11] [12]由状态空间的互质分解提出同时镇定问题研究。2011 年关

强，何冠男[13]等人在回顾前人同时镇定方法后，对“比利时巧克力问题”，“香槟问题”等进一步探讨

分析同时镇定问题。至今，同时镇定问题仍是学者关注的热点领域。 
本文考虑非线性奇异时滞系统的鲁棒同时 H∞ 控制问题。系统状态是带有时变的非线性的有界范数，

基于基于 Lyapunov-Krasovskii 泛函和线性矩阵不等式(LMI)，分别得到自由奇异系统的稳定性判据，状

态反馈控制下闭环非线性时滞奇异系统的正则、无脉冲、稳定的充分条件，给出在带有不确定性具有扰

动的非线性时滞系统的 H∞ 控制器的构造方法，所得结论是一组严格的矩阵不等式形式，利用 matlab 
toolbox 可以运行可行解。 

2. 问题描述 

考虑如下状态非线性不确性的广义时滞系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]( )

1 2, ,

1, 2, ,

,0 ,

d i id

n

Ex t Ax t A x t d t f x t t f x t d t t B u t B t

z t Cx t Du t i m

x t t t C R

ω

ϕ ϕ τ

 ′ = + − + + − + +
 = + = …


= ∈ −

         (1) 
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其中 ( ) nx t R∈ 为系统状态向量， ( ) mu t R∈ 为系统控制输入， ( ) qt Rω ∈ 是有限能量的外部扰动输入，

即 ( ) [ )2 0,t Lω ∈ ∞ , ( ) pz t R∈ 是被调输出， n nE R ×∈ 是奇异阵，不失一般性，我们假设 rankE r n= < 。 A ，

dA ， 1B ， 2B 为已知的适维常数阵， ( )d t 为变时滞，满足： ( )0 d t< < ∞， ( )0 1d t β′< < < ， ( )tϕ 表示系

统的连续的初始状态， if ，
n

idf R∈ 连续可微的向量函数，且满足如下范数有界条件： 

( )( ) ( ),i if x t t M x t≤                                   (2) 

( )( )( ) ( )( ),id idf x t d t t M x t d t− ≤ −                             (3) 

令系统(1)中 ( ) 0u t = ， ( ) 0tω = 得到自由系统 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) [ ]( )

, ,

,0 , 1, 2, ,

d i id

n

Ex t Ax t A x t d t f x t t f x t d t t

x t t t C R i mϕ ϕ τ

 ′ = + − + + −


= ∈ − = 

                 (4) 

假设自由系统(4)正则、无脉冲，在满足(2)，(3)式以及初始条件下有解。事实上，若 ( ) 0x t = ， ( )0, 0if t = ，

( )0, 0idf t = ，即 ( ) 0x t = 是自由系统的平衡点。 
本文的目的是设计状态反馈 

( )u Kx t=                                        (5) 

其中 m nK R ×∈ 为反馈增益阵。 
使得系统(1)的闭环系统： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]( )

1 2, ,

,0 , 1, 2, ,

d i id

n

Ex t A B K x t A x t d t f x t t f x t d t t B t

z t C DK x t

x t t t C R i m

ω

ϕ ϕ τ

 ′ = + + − + + − +
 = +


= ∈ − = 

        (6) 

对满足(2)，(3)式的所有 if ， idf ( )1,2, ,i m=  满足： 
(1) ( ) 0tω = 时闭环系统(6)正则、无脉冲、稳定。 
(2) 在零初始状态 ( ) [ ]0, ,0t tϕ τ= ∈ − 下，对任意的 0γ > ， 0T > 有： 

( ) ( ) [ )2 22
22 20 0

d d , 0,
T T

z t t t t Lγ ω ω≤ ∀ ∈ ∞∫ ∫  

引理 1 [14]：奇异系统 

( ) ( )Ex t Ax t′ =  

的解是正则、无脉冲，当且仅当存在矩阵 X 满足 
T T T T0, 0X E E X X A A X= ≥ + <  

引理 2 [15]：对于任意矩阵 P ， R 和对称正定矩阵Q ，有以下不等式成立： 
T T T T 1P R R P P QP R Q R−+ ≤ +  

引理 3 [16]：设 ( ),E A 正则、无脉冲，则存在可逆阵U ，V ，使得下式成立： 

1 00
,

00 0
r

n r

AI
UEV UAV

I −

  
= =   
   

 

3. 稳定性分析 

为了研究方便，首先考虑自由系统(4)的稳定性。 
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定理 1：如果存在适当正数 iλ ， idλ ( )1,2, ,i m=  ，正定对称矩阵 P ，S 有如下线性矩阵不等式成立： 
T T 0P E E P= ≥                                     (7) 

( )

T

T

1 0

1* 1 0 0
0

* * 0 0
* * * 0
* * * *

d i i
i

id
id

A P PA S PA PN M

S M

I
I

I

λ

β
λ

 + + 
 
 

− −  < 
 −
 

− 
 − 

                   (8) 

其中 [ ],i i idN I Iλ λ= ，则自由系统(4)渐近稳定。 
证明：由(8)式利用 schur 补引理可得： 

T 1 T1 0
1 d dA P PA S PA S A P

β
−+ + + <

−
 

由 0 1β< < ， T 1 T 0d dA P PA S PA S A P−+ + + < ，由引理 2 知： 

( ) ( )T 1 T T T T T T T0 d d d d d dA P PA S PA S A P A P PA P A A P P A A A A P−> + + + ≥ + + + = + + +       (9) 

式(9)结合(7)式由引理 1 可得：矩阵对 ( ), dE A A+ 正则、无脉冲，自由系统(4)有解。 
取候选的 Lyapunov-Krasovskii 泛函： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

2 2
T T T

0

2 2

0

1 1, d , d

1 1 , d

t t
i i it d t

i i

t
id id

id id

V x t t x t E Px t x Sx M x f x

M x d f x d

τ τ τ τ τ τ τ
λ λ

τ τ τ τ τ τ
λ λ

−

 
 = + + −
  

 
 + − − −
  

∫ ∫

∫

      (10) 

由于矩阵 P ， S 对称正定，且有式(2)，(3)成立，则 ( )( ),iV x t t 正定。 

( )( ),iV x t t 沿着自由系统(4)对 t 求导： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

T T T T T T

2 2 2 2

T T T T

22T
2 2

2

2 2

, 1

1 1 1 1, ,

2 2

1 11 ,

1 1

i

i i id id
i i id id

d i id

i i
i i

id
id id

V x t t x t E Px t x t E Px t x t Sx t d t x t d t Sx t d t

M x t f x t t M x t d t f x t d t t

x t A P PA S x t x t PA x t d t x t P f f

x t d t Sx t d t M x t f x t t

M x t d t

λ λ λ λ

β
λ λ

λ λ

′ ′ ′ ′= + + − − − −

+ − + − − −

≤ + + + − + +

− − − − + −

+ − − ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

2

2T T T T T
2

T T
2

,

1 2 2

1 1

id

i i d i i i
i

id id
id

f x t d t t

x t A P PA S M M x t x t PA x t d t x t PN f f

x t d t M M S x t d t

λ

β
λ

−

 
= + + + + − + − 

 
 

+ − − − − 
 

 

其中
T T T1 1,i i id

i id

f f f
λ λ
 

=  
 

，则上式可等价于下式： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) TT T T T T T
i ix t x t d t f H x t x t d t f   = − −     

其中 

( )

T T
2

T
2

1

1* 1 0

* *

i i d i
i

id id
id

A P PA S M M PA PN

H S M M

I

λ

β
λ

 + + + 
 
 

= − − + 
 
 −
 
 

               (11) 

如果 0H < ，则有 ( )( ), 0iV x t t′ < 即是 ( )( ),iV x t t′ 负定。由稳定性定理知：自由系统(4)渐近稳定。由

schur 补引理知：式(11)与式(8)等价，定理证毕。 
下面考虑系统(1)在状态反馈下的闭环系统(6)的稳定性。 
推论：如果存在适当正数 iλ ， idλ ( )1,2, ,i m=  ，正定对称矩阵 P ， S 和适当维数的矩阵 K 有如下

线性矩阵不等式成立： 
T T 0P E E P= ≥  

( ) ( )

( )

T
1 1

T

1 0

1* 1 0 0
0

* * 0 0
* * * 0
* * * *

d i i
i

id
id

A B K P P A B K S PA PN M

S M

I
I

I

λ

β
λ

 + + + + 
 
 

− −  < 
 −
 

− 
 − 

 

则闭环系统(6)是渐近稳定的。 
证明：由定理 1 结论可知：若下面矩阵不等式 

T T 0P E E P= ≥  

( )

T

T

1 0

1* 1 0 0
0

* * 0 0
* * * 0
* * * *

d i i
i

id
id

A P PA S PA PN M

S M

I
I

I

λ

β
λ

 + + 
 
 

− −  < 
 −
 

− 
 − 

 

表 1A A B K= +  
成立，则闭环系统(6)渐近稳定，证毕。 
最后考虑非线性奇异时滞闭环系统(6)的 H∞ 性能。 

4. H∞ 性能分析 

定理 2：如果存在适当正数 iλ ， idλ ( )1,2, ,i m=  ，正定对称矩阵 P ，S ，Q ，R 和适当维数的矩阵T ，

使得下列线性矩阵不等式成立： 
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T T 0P E E P= ≥                                     (12) 

( )

( )

T T
2

T

2

1 0

1* 1 0 0 0 0 0

* * 0 0 0 0 0
0

* * * 0 0 0 0
* * * * 0 0 0
* * * * * 0 0
* * * * * * 0
* * * * * * *

d i i
i

id
id

A R B N CQ DT QM Q

R RM

I
I

I
I

I
R

λ

β
λ

γ

 Π + 
 
 

− − 
 
 −

< 
− 

 −
 

− 
 − 
 − 

           (13) 

其中 

( ) ( )T
1 1AQ B K AQ B KΠ = + + +

 

则非线性奇异时滞闭环系统(6)满足 H∞ 性能，此时状态反馈增益阵为 
1K TQ−=  

证明：取候选的 Lyapunov-Krasovskii 泛函： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

2 2
T T T

0

2 2

0

1 1, , d

1 1 , d

t t
i i it d t

i i

t
id id

id id

V x t t x t E Px t x Sx M x f x

M x d f x d

τ τ τ τ τ τ
λ λ

τ τ τ τ τ τ
λ λ

−

 
 = + + −
  

 
 + − − −
  

∫ ∫

∫

 

沿着闭环系统(6)对时间 t 求导，可得： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T T T T T T

2 2 2 2

T T T T T
2

22T
2 2

2

, 1

1 1 1 1, ,

2 2 2

1 11 ,

1

i

i i id id
i i id id

d i id

i i
i i

id
id

V x t t x t E Px t x t E Px t x t Sx t d t x t d t Sx t d t

M x t f x t t M x t d t f x t d t t

x t A P PA S x t x t PA x t d t x t PB w t x t P f f

x t d t Sx t d t M x t f x t t

M x t

λ λ λ λ

β
λ λ

λ

′ ′ ′ ′= + + − − − −

+ − + − − −

≤ + + + − + + +

− − − − + −

+ ( )( ) ( )( )( ) 22

2

1 ,id
id

d t f x t d t t
λ

− − −

(14) 

下证在零初始条件下，系统(6)具有 H∞ 性能指标 γ 。 
定义指标函数： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

T 2 T
0

T 2 T
0

T 2 T
0

d

d 0

d

T

T
i i

T
i

J z t z t t t t

z t z t t t t V x T V x

z t z t t t V x t t

γ ω ω

γ ω ω

γ ω ω

= −

≤ − + −

′= − +

∫

∫

∫

                (15) 

由 ( ) ( ) ( )z t C DK x t= + ，结合(14)式，代入(15)式可得： 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
TT T T T T T T T

i iJ x t x t d t w t f G x t x t d t w t f   ≤ − −     

其中 

11 2

22
2

* 0 0
* * 0
* * *

d iG PA PB PN
G

G
I

I
γ

 
 
 =
 −
 

− 

 

表 T T T
11

1
i i

i

G A P PA S C C M M
λ

= + + + + ， ( ) T
22 2

11 id id
id

G S M Mβ
λ

= − − + ， 1A A B K= + ，C C DK= +  

若 0G < ，则有 0J ≤ ，即
2 22z wγ≤ 成立，闭环系统(6)满足 H∞ 性能。 

由 schur 补引理容易证明， 0G < 等价于下面矩阵不等式成立： 

( )

T T T
2

T

2

1 0

1* 1 0 0 0 0

* * 0 0 0 0 0
* * * 0 0 0
* * * * 0 0
* * * * * 0
* * * * * *

d i i
i

id
id

A P PA S PA PB PN C M

S M

I
I

I
I

I

λ

β
λ

γ

 + + 
 
 

− − 
 
 − <
 

− 
 −
 

− 
 − 

                

(16) 

对(16)式左边的矩阵左，右乘 1 1diag P S I I I I I− −  可以得到： 

( )

1 T 1 1 1 1 1 T 1 T
2

1 1 T

2

1 0

1* 1 0 0 0 0

* * 0 0 0 0 0
* * * 0 0 0
* * * * 0 0
* * * * * 0
* * * * * *

d i i
i

id
id

P A AP P SP A S B N P C P M

S S M

I
I

I
I

I

λ

β
λ

γ

− − − − − − −

− −

 + + 
 
 

− − 
 
 − <
 

− 
 −
 

− 
 − 

      (17) 

令 1P Q− = ， 1S R− = ，T KQ= ，再次利用 schur 引理，(17)式可以化成(13)式，定理证毕。 

5. 仿真算例 

考虑状态非线性的时滞奇异系统(1)，相关参数如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]( )

1 2, ,

1, 2

,0 ,

d i id

n

Ex t Ax t A x t d t f x t t f x t d t t B u t B t

z t Cx t Du t i

x t t t C R

ω

ϕ ϕ τ

 ′ = + − + + − + +
 = + =


= ∈ −
 1 0

0 0
E  
=  
 

，
3.5 1.5
1 7

A
− − 

=  − − 
，

0.5 0
0 0.2dA

− 
=  − 

， 
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1

0
1.5

B  
=  
 

， 2

1 0
0 0.5

B  
=  − 

，
1 2

0.5 0
C

− 
=  − 

，
1
1

D  
=  
 

 

( )
( )

1
1

2

sin
sin

x t
f

x t
 

=  
 

，
( )
( )

1
1

2

sin 0.5
sin 0.5d

x t
f

x t
 − 

=  − 
，

( )
( )

1
2

2

sin
sin

x t
f

x t
 

=  
 

，
( )
( )

1
2

2

sin 0.1 0.2sin
sin 0.1 0.2sind

x t t
f

x t t
 − − 

=  − − 
， 1

1 0
0 1

M  
=  
 

，

1

1 0
0 1dM  

=  
 

， 2

1 0
0 1

M  
=  
 

， 2

1 0
0 2dM  

=  
 

 

取 0.2β = ， 0.8γ = ， 1 1λ = ， 1 1dλ = ， 2 0.2λ = ， 2 0.2dλ = ，求解定理 2 中矩阵不等式(13)得到：
T0.7588

1.7008
T  
=  − 

，
1.3981 0.2898
0.2898 1.1681

Q  
=  
 

，

T0.8903
1.6769

K  
=  − 

，此时控制器为 1 20.8903 1.6769u x x= − 。 

6. 结语 

本文考虑非线性奇异时滞系统的鲁棒同时 H∞ 控制问题。基于 Lyapunov-Krasovskii 泛函和线性矩阵

不等式(LMI)以及非线性向量函数的有界范数给出带有不确定性具有扰动的非线性时滞系统的 H∞ 控制

器的构造方法，所得结论是一组严格的矩阵不等式形式，利用 matlab toolbox 运行可行解。最后给出算例

说明本方法的可行性。 
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