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Abstract 
In this paper, we first introduce briefly the fundamental contents of information geometry. By in-
troducing the Fisher information matrix and the dual connections, we can deal with the statistical 
manifold. At the same time, by using the theory of Lie groups and submanifolds of the general li-
near group, the theory of matrix information geometry is constructed. Then we introduce the ap-
plications of information geometry to control theory, including the random case and the non- 
random case. 
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摘  要 

本文首先简要介绍信息几何的基本内容，包含随机的情形和非随机的情形。通过引入Fisher信息矩阵、
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对偶联络的引入，来处理随机的统计流形；通过利用一般线性群的李子群以及子流形的理论，建立矩阵

信息几何理论。然后介绍信息几何在控制理论中的应用，包含随机的情形和非随机的情形。 
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1. 引言 

信息几何旨在利用黎曼几何的方法来解决信息领域里的问题。经过多年的研究，信息几何的理论体

系不断完善，所涉及的范围愈加广泛。特别是，随着信息几何的理论在统计推断、神经网络、纠错码、

雷达信号处理、图像处理、控制理论等领域的成功应用[1]-[9]，信息几何受到越来越多的关注。一方面，

许多学者试图把各种数学工具引入到信息几何的框架，另一方面越来越多的学者在尝试信息几何能不能

用来解决自己研究领域的问题。当然，信息几何的理论不是万能的，它的适用范围也是有条件的。究竟

什么研究领域能够利用信息几何来解决，需要不断的尝试。经过多年的研究人们发现信息几何主要分为

两种体系：随机的信息几何与非随机的信息几何。通过引入 Fisher 信息矩阵作为黎曼度量把要研究的对

象看成黎曼流形，再引入对偶联络和 Kullback-Leibler 散度，由此建立起随机的信息几何理论框架。对于

非随机的情形，主要利用一般线性群的李子群和子流形的理论来构建信息几何的理论，其中所涉及到的

几何与拓扑等理论，使得信息几何的面貌焕然一新，随之而来的利好是应用范围迅速扩大，特别是在核

磁共振等领域的应用令人振奋。 
本文我们首先介绍信息几何的基本内容，然后介绍信息几何在控制领域中的应用。 

2. 黎曼几何 
微分流形是一个带有拓扑结构和微分结构的集合，在其上面可以进行求导和积分等运算。例如 n 维

欧几里得空间 nE 、 n 维球面 nS 以及一般线性群 ( ),GL n R 都是微分流形。 nE 是平坦的空间，其上面连接

任意两点的最短线是直线。对于一般的微分流形，其上面连接任意两点的最短线就不一定是直线了，例

如球面 2S 上连接其上面任意两点的最短线是大圆的一部分。设 M 是一个 n 维流形，其上面每一点 p处的

切空间 pT M 是一个线性空间。在 pT M 上可以定义黎曼度量 

: p pg T M T M R× →  

这是一个双线性的对称映射。于是， ( ),M g 成为黎曼流形。例如 nE 、球面 nS 以及一般线性群在适

当的黎曼度量下都是黎曼流形。在黎曼流形上要定义一个联络(求导方式) 

: p p pT M T M T M∇ × →  

满足线性和莱布尼兹法则。特别地，我们关心特殊的联络——黎曼联络，满足对称性 

[ ],X YY X X Y∇ −∇ =  

和相容性 

( ) ( ) ( ), , ,X XXg Y Z g Y Z g Y Z= ∇ + ∇  

其中 

[ ],X Y X Y Y X= −   
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称为 Lie 括号。有了黎曼我们就可以定义黎曼曲率张量 

( ) [ ],, X Y X Y X YR X Y Z Z Z Z= ∇ ∇ +∇ ∇ −∇  

流形的曲率定义为 

( ) ( )
,

det
ijij

ij

R
R i j

g
= −  

其中 ijijR 为曲率张量的分量。例如 nE 的曲率为零， n 维球面 nS 的曲率为 1。测地线是流形上连接相邻两

点距离的最短线，满足 0γ γ∇ =


 ，其中 ( ): ,a b Mγ → ，用分量表示为 0k k i j
ijγ γ γ+ Γ =   ，其中 k

ijΓ 是联络系

数。另外，通过变分方法通过求能量泛函的极值同样可以获得测地线方程。对于一般的黎曼流形，其上

面的测地线不容易求解，但是对于矩阵流形，我们就可以获得显式的解。通过对能量泛函的二阶变分，

我们可以获得沿测地线 γ 的 Jacobi 方程 

( ), 0J R Jγ γ γ γ∇ ∇ + =
 

   

其中 R 表示曲率张量。利用 Jacobi 方程我们可以研究 Jacobi 场的稳定性[10] [11] [12]。此外，指数映射和

对数映射是联系光滑流形与其切空间的重要数学概念。通过指数映射，我们可以获得流形上过一点和一

个切方向的测地线的表达式。 

3. 随机信息几何 

信息几何不研究单个随机现象，而是把要研究的随机现象全体(概率密度函数)看成一个集合，加上一

些条件使之成为一个微分流形，研究该流形的性质以及应用[1] [2]。设 

( ){ }, | nM p x Rθ θ= ∈  

是一个n维统计流形，其中 ( ),p x θ 是概率密度函数，θ 表示参数。作为特例，一元正态分布全体构

成的流形 

( ){ }2, ,M p x µ σ=  

是一个 2 维流形，其中 

( ) ( )2
2

2
1, ,

22π
x

p x
µ

µ σ
σσ

 − = − 
  

 

通过引入 Fisher 信息矩阵 

( ) ( ) ( )log , log ,ij i jg E p x p xθ θ θ
θ θ
∂ ∂ =  ∂ ∂ 

 

流形 ( ), ijM g 成为一个黎曼流形，其中上式中的 E 表示数学期望。 
Amari, S.提出了对偶联络的概念，是对经典联络中关于相容性的推广 

( ) ( ) ( )*, , ,X XXg Y Z g Y Z g Y Z= ∇ + ∇  

其中∇与 *∇ 为对偶联络。当联络∇满足对称性以及相容性时，∇称为黎曼联络。经计算，我们可以计算

得到：上述的一元正态分布全体所构成的黎曼流形是一个具有负常曲率的双曲空间。进一步地，Amari, S.
定义了特殊的对偶联络 ( )α∇ 与 ( )α−∇  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), log , log , log , log , log ,
2Xg Y Z E XY p x Z p x E X x Y x Z xα αθ θ θ θ θ∇ = +        
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上述定义的好处在于， ( )α∇ 是对称联络而且 ( )α∇ 与 ( )α−∇ 是对偶联络。另外，如所周知，指数分布族

( ) ( ) ( ){ }{ }, | , expM p x p x xθ θ θ ψ θ= = ⋅ −  

包含了许多重要的分布，其中 ( )ψ θ 表示势函数。通过计算可知，指数分布族流形的几何量由 ( )ψ θ 完

全确定。不同于标准的距离函数，在随机信息几何中可以利用 Kullback-Leibler 散度 

( ), log pK p q E
q

 
=  

 
 

来衡量两个分布的差异，其中 ,p q是密度函数。另外，可以引入散度(Divergence) 

( ) ( ) ( ), 0q q
p pd p q ϕ θ ψ η θ η− ⋅= + ≥  

其中 ,ϕ ψ 是势函数。该散度只满足非负性，不满足对称性和三角不等式。此外还可以引入 Bregman 散度

等来推广 Kullback-Leibler 散度。 
自然梯度广泛用于求定义在黎曼流形上的目标函数的最优值，其中的迭代公式与黎曼度量有关。设 

( ),M g 是黎曼流形， :f M R→ ，通过迭代公式 

( )1
1t t tx x g f xη −
+ = − ∇  

来求 ( )f x 的最小值，其中η表示迭代步长。 

4. 矩阵信息几何的基本内容 
李群是以一个流形同时又是一个群[13] [14]。抽象的李群是很难去使用的，矩阵李群具有广泛的应用。

通过在李群上引入适当的度量，使得李群具有很好的几何性质，以便使用。 ( ) ( ){ }, | det 0n nGL n R A R A×= ∈ ≠

或 ( ),GL n C 是实数域或复数域上的一般线性群，可以证明，它们是光滑的流形而且在通常矩阵的乘法意义

下构成群，从而它们是李群。 
对于非随机的情形，上面的理论已经不再适用，一般线性群的李子群以及子流形发挥重要的作用。

我们关心它们的李子群，例如正交群 

( ) ( ){ }T, | n nO n A GL n R A A I ×= ∈ =  

酉群 

( ) ( ){ }, | H
n nU n A GL n C A A I ×= ∈ =  

以及特殊辛群 ( )2 ,Sp n R ，它们都是紧致的李群。同时， ( ),GL n R 的一些子流形，例如正定矩阵全体

构成的流形 ( )SPD n ，特殊欧几里得群 

( ) ( ) ( )| , det 1,
0 1

nA d
SE n A O n A d R

   = ∈ = ∈  
   

 

Steifel 流形 

( ) { }T, | ,n nSt m n A A A I n m×= = ≤  

以及 Grassmann 流形等在信息几何的应用中发挥重要作用。既然对于同一个流形，赋予其不同的度量将

具有不同的几何结构，我们需要根据解决问题的需要定义适当的度量。 
测地线的理论在信息几何的研究中有重要的作用，局部上它是连接流形上两点的最短线。但是对于

抽象的流形，测地线的方程往往满足一个非线性的方程，无法给出解析解。然而，对于矩阵流形，我们

可以给出测地线的显式表达。另外，在求解一个定义在一般的黎曼流形上的函数的最小值时，我们需要
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利用自然梯度给出相应的迭代公式。但是，其中的求逆运算在求解过程中增加了复杂性。在矩阵流形上，

根据具体的情形我们可以给出黎曼梯度的简洁表达式，使得运算过程变得相对简单[12] [13] [14]。 

5. 矩阵流形上的几何度量 

在统计流形上我们可以定义 Fisher 信息矩阵，使之成为黎曼流形，而对于矩阵流形 M ，我们可以定

义不同的黎曼度量，使之成为黎曼流形[13] [14] [15] [16] [17]。例如在一般线性群 ( ),GL n R 上定义欧氏度

量 

( ) ( )T,g X Y tr X Y=  

则 ( ),GL n R 成为一个欧氏空间，其中 X 与Y 为 ( ),GL n R 上任意一点处的切空间的元素，该定义与

( ),GL n R 上点的选取无关。另一方面，如果我们定义 

( ) ( ) ( )( )T1 1,Ag X Y tr A X A Y− −=  

则 ( ),GL n R 成为一个弯曲的黎曼流形。但是，由于 ( ),GL n R 不连通，具有两个连通分支，我们只能

在每一个连通分支上给出相应的测地线，以及进行最优化的计算等。 
正定矩阵流形 ( )SPD n 在信息几何的研究中发挥重要的作用，例如多元正态分布的协方差矩阵就是

正定矩阵，在核磁共振、雷达信号处理等领域具有广泛的应用。如果我们在 ( )SPD n 上定义欧氏度量 

( ) ( )T,g X Y tr X Y=  

此时 ( )SPD n 成为一个欧氏空间，其上面连接任意两点 ( ),A B SPD n∈ 的测地线是一条直线

( ) ( )t A t A Bγ = + − ，从该式子我们发现：该直线不能总是在 ( )SPD n 上，这是我们不希望的结果，因为

我们经常要在一个流形上衡量连接任意两点的最短距离(测地线的最短距离)。现在我们定义另一个黎曼度

量 

( ) ( )1 1,Ag X Y tr A XA Y− −=  

其中 ( )A SPD n∈ ， ,X Y 属于 ( )A SPD n∈ 的切空间。于是 ( )SPD n 成为一个 Hadamad 空间(完备的，带有

非正曲率的空间)。此时，在 ( )SPD n 上，任意两点 ( ),A B SPD n∈ 都可以用测地线连接，测地线的方程为 

( )
1 1 1 1
2 2 2 2

t

t A A BA Aγ
− − 

=   
 

 

此时连接 ,A B 两点的距离(测地距离)定义为 

( )
1 1

2 2 2, logd A B tr A BA
− −  

=       
 

Pennec，Xavier [5]在等 ( )SPD n 上定义了另一个黎曼度量，通过指数映射给出 ( )SPD n 的切空间与其

本身的线性等距，使得 ( )SPD n 成为一个特殊的欧氏空间，因此在 ( )SPD n 上获得更加简洁的衡量两点间

距离的函数。 
在一般线性群 ( ),GL n R 的紧李群上，我们可以定义双不变的黎曼度量 

( ) ( )( )T1 1,Ag X Y tr A X A Y− −=  

其中 A 和 ,X Y 分别是相应的李群以及切空间上的元素。在该黎曼度量意义下，紧李群成为带有非负曲率

的黎曼流形，而连通的紧李群是测地完备的，换句话说，连通的紧李群上任意两点都可由测地线来连接。
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另外，还有一些重要的李群或流形属于一般线性群的李子群或子流形。例如特殊欧几里得群 ( )SE n 在机

器人控制与图像处理等领域具有重要的应用。 ( )SE n 不是紧李群，其上面不存在双不变度量，但是存在

左不变度量或右不变度量，由此在 ( )SE n 定义上述度量后它成为一个黎曼流形。同时， ( )SE n 上的测地

线可以显式地给出。Steifel 流形是紧致的，正交群和单位球面属于 Steifel 流形的特例。Steifel 流形的几

何结构在流形的优化等领域具有重要应用[18] [19] [20]。 

6. 信息几何与控制理论 

本章介绍信息几何理论在控制理论中的应用。首先，研究随机系统的控制[21] [22] [23] [24] [25]，然

后通过几何算法来求解 Lyapunov 方程与 Riccati 方程，研究线性系统的稳定性与最优控制[26] [27] [28] 
[29]。 

既然几乎所有的控制系统都受制于随机信号，随机控制系统是常用的系统，如传感器的噪声，系统

参数的随机微小变化等都会对控制系统产生随机影响。在造纸工艺中，要求得到的成品纸张的重量及密

度都近似地服从正态分布。但当生产线发生异常时，就不再严格服从正态分布。于是就要设计控制, 使
得这些质量参数重新服从正态分布。Dodson，Christopher T. J.和 Wang，Hong [21]设计了随机分布控制系

统的输出服从 Gamma 概率密度函数时控制器的两种方法。具体来说就是利用测地线得到对控制器的方法

以及利用 B-spline 函数得到的控制方法。 
随机控制问题的核心思想是：要设计一个控制系统，使得系统的输出所满足的概率与事先指定目标

越接近越好。随机分布控制也被认为是对概率密度函数形状的控制，其成功地克服了目前最小方差控制

仅能研究高斯型随机控制系统的局限。 
对于这个问题，我们的主要思想是把输出概率分布全体看成一个统计流形，通过把函目标函数参数

化，使之具有概率分布的形式，而且把这样的参数化的目标函数看成流形，把要研究的问题归结成为求

两个流形之间的最小距离问题。再引入 Kullback-Leibler 散度作为距离函数，来求解该问题。进一步，可

以考虑带有噪音的情形以及带有反馈的情形。 
对于系统的结构未知、系统输出可测的随机分布控制系统, 通过引入 B-spline 流形, 借助于自然梯度

-投影算法和测地-投影算法可给出随机分布控制系统的控制策略。 
关于线性系统的稳定性问题，通常可以寻找一个 Lyapunov 函数，它满足非负性而且其导数是非正的。

问题最后归结为对于给定的一个正定矩阵，求解一个 Lyapunov 方程。例如，对于线性系统 ( )x Ax t= ，

设 ( ) ( ) ( )Tu t x t Px t= ，其中 P 是正定矩阵，可以验证 ( )u t 是非负的而且其导数是非正的。要研究该线性

系统的稳定性问题归结为对于给定的正定矩阵Q ，方程 
TA P PA Q+ = −  

关于正定矩阵 P 是否有解。我们把Q 和 ( )TA P PA− + 都看成正定矩阵流形 ( )SPD n 的点，它们由测

地线连接。 
我们利用测地距离衡量Q 和 ( )TA P PA− + 的差异，我们希望连接这两点的测地距离越小越好。可以

使用 ( )SPD n 上的自然梯度的迭代方法来求数值解，从而给出稳定性问题的求解。对于 Lyapunov 方程的

求解问题，已经有许多数值解法。我们利用信息几何的方法来求解，获得的算法具有迭代步骤少的特点。 
另外，人们经常要面临这样的需求：对于一个线性系统，给定的一个目标函数，寻找系统输入使得

目标函数取得最优值。问题最终归结为求解 Riccati 方程。我们给出了 Riccati 方程几何求解方法，给出了

最优控制的几何算法。具体地，对于线性系统 

( ) ( )x Ax t Bu t= +  
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要设计输入 ( )*u t 使得指定的目标函数 

( ) ( ) ( ) ( )T T
0

dx t Qx t u t Ru t t
∞
 + ∫  

达到最小值，其中 ,Q R是正定矩阵。该问题可以归结为求解关于正定矩阵的 Riccati 方程 
T 1 T 0PA A P PBR B P Q−+ − + =  

利用上述类似的方法我们可以给出 Riccati 方程的数值解，从而获得最小值。与其它的方法相比较我

们的方法具有迭代次数少的优点。 
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