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Abstract 
The 4-DOF underactuated gymnastic robot is a complex control system which is multivariable, nonli-
near and strong coupling. In this paper, according to the system of this kind of robot, the dynamic eq-
uation of rigid body is established firstly by using Lagrange method. Secondly, a linearization method 
for nonlinear robot mathematical model in the vicinity of vertical inverted equilibrium point is dis-
cussed. Then, a Linear Quadratic Regulator (LQR) is used to design the optimal controller of the 
handstand balance. Finally, some simulation results show the effectiveness of the proposed method. 
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摘  要 

4关节欠驱动体操机器人是一个多变量、非线性、强耦合的复杂控制系统。本文针对该类机器人系统，

首先利用拉格朗日法建立了其刚体动力学方程，然后探讨了非线性机器人数学模型在垂直倒立平衡点附
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近的线性化方法，接着采用了线性二次型调节器(LQR)对体操机器人进行了倒立平衡最优控制器的设计，

最后通过仿真实验验证了提出方法的有效性。 
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1. 引言 

生物力学研究表明，人类和其它生物的运动之所以自然、优美、高效，原因是人类和生物极善于利

用躯体各部分的动力耦合来实现运动能量的传递，达到整个机体的高度协调。因此，对基于动力学耦合

驱动原理的欠驱动机器人展开研究，将会促进机器人从呆板机械的运动向接近人体或生物的动力协调运

动发展。由于欠驱动系统的高度非线性、参数摄动、多目标控制要求及控制量受限等原因，系统的动特

性显得非常复杂，其一般力学特性，包括其固有运动在内，理论解析上还很不明确[1]。作为欠驱动机器

人家族中的一员，单杠体操机器人可以简化成由一个被动关节和多个主动关节组成的欠驱动连杆系统模

型。近年来，国内外相继报道了许多以该类机器人为对象的研究成果[2]-[8]。 
在国内外早期关于体操机器人的研究中，大都采用 Acrobot 的欠驱动两关节体操机器人模型[9] [10] 

[11]。Acrobot 是一种具有 2 个自由度和 1 个主动关节的两关节机器人，它能简单的模拟体操运动员在单

杆上的摆起、倒立、大回环等体操动作，其第一个关节是非驱动的，模拟了体操运动员的腕关节，第二

个关节是驱动的，模拟了体操运动员的髋关节。随着研究的深入，目前较多采用的是三关节体操机器人

模型，其具有 3 个自由度和 2 个主动关节，其中肩关节和髋关节为主动关节，腕关节为被动关节，是一

种典型的欠驱动机器人[8] [12]。该机器人可以有效地模拟体操运动员肩关节和髋关节的主动控制作用，

相比于 Acrobot，三杆体操机器人具有更强的非线性和耦合性，其控制具有高度的复杂性和非线性，可用

来检验控制理论和控制方法在类似复杂控制系统的有效性[13] [14] [15]。 
四关节欠驱动体操机器人具有 4 个自由度和 3 个主动关节可有效模拟运动员的肩关节、髋关节和膝

关节的主动控制作用。膝关节的加入使得单杠体操机器人能做出更加复杂的体操动作，因此，四关节单

杠体操机器人能更好地反映真实体操运动员的肢体运动，当然，这类机器人也具有更复杂的非线性特性，

目前国内外尚鲜有相关研究成果报道。4 关节单杠体操机器人的运动控制研究，对于进一步实现更逼真

的类人体操机器人具有重要的意义。本文以 4 关节体操机器人在单杠上倒立稳定运动作为控制目标，提

出了一种采用 LQR 的平衡控制方法。 

2. 动力学分析与建模 

2.1. 物理模型 

四关节体操机器人能够被抽象为一个如图 1 所示的由 4 节连杆、4 个关节连接构成的刚体。第 i
( )1, 2,3, 4i = 个连杆分别定义为机器人的手臂、躯干、大腿和小腿，第 i ( )1, 2,3, 4i = 个关节分别对应为腕关

节、肩关节、髋关节及膝关节。 il ， ia ， im ， iI 分别定义为第 i ( )1, 2,3, 4i = 个连杆的长度、质心–轴心距、

质量以及以质心为转轴时的转动惯量， iq 为第 i ( )1, 2,3, 4i = 个关节的角度，角度的正方向为逆时针方向。 

4 关节欠驱动体操机器人，腕部的旋转为完全不受限的旋转，转角范围0 ~ 360 ，肩关节、髋关节和膝

关节不能做完整的旋转。采用拉格朗日力学的方法建立体操机器人的动力学模型，拉格朗日运动方程式为： 

( )d , 1, 2,3, 4
d k

k k

T T Q k
t q q
 ∂ ∂

− = = ∂ ∂ 
                            (1) 
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Figure 1. Physical model of four-link gymnastic robots 
图 1. 四关节体操机器人物理模型 

 

式中，L 为拉格朗日算子； kq 为系统的广义坐标； kQ 称为系统的广义外力。求解拉格朗日算子，可得到

4 关节欠驱动体操机器人的动力学模型： 

( ) ( ) ( ),M q q C q q G q u+ + =                                (2) 

式中， 

( )

11 12 13 14 1

21 22 23 24 2

31 32 33 34 3

41 42 43 44 4

,

M M M M q
M M M M q

M q q
M M M M q
M M M M q

   
   
   = =
   
   

  

 

其中， ( )M q 称为惯性矩阵，是对阵正定矩阵， ( ),C q q 是离心力矩阵， ( )G q 表示加在机器人上的重力

项。 ( ), , , 1, 2,3, 4; 1, 2,3, 4i j i iM C G i j= = 的表达式见附录。 

另外，由于在广义坐标 1q 上无外力作用，则下式成立： 

1 11 1 12 2 13 3 14 4 0u M q M q M q M q≡ + + + =                               (3) 

因此，4 关节欠驱动机器人是典型的多输入( 2 3 4, ,u u u )多输出( 1 2 3 4, , ,q q q q )的非线性多变量系统，在

系统的各变量间存在有较强的耦合作用。 

2.2. 倒立平衡点附近状态空间模型推导 

4 关节欠驱动体操机器人的平衡是把机器人稳定在垂直倒立的不稳定平衡区。虽然体操机器人在整

个运动范围内是非线性的，但在其垂直向上的平衡点附近，体操机器人的动力学模型可以采用线性化的

近似模型来表示。 
由方程式(2)可以推导出： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1 31

4

0
,

u
qq

u
M q C q q G q M q Eq

u
− −

 
      = +      − +       









                      (4) 
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其中， [ ] [ ] [ ]T T T0 1 0 0 , 0 0 1 0 , 0 0 0 1E  =  。 

定义状态变量 x 如下： 

[ ]T1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , ,x q q q q q q q q=                                    (5) 

则可以将式(4)写成： 

( ) ( )x f x g x u= +                                      (6) 

机器人在垂直向上的倒立位置时， 1 2 3 4 1 2 3 4π, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0q q q q q q q q= = = = = = = =    ，则可定义

[ ]T0 π, 0, 0,0,0,0,0,0x = 。在倒立平衡点 x 附近对系统进行线性化处理，可得到体操机器人系统的状态空

间描述为 
,
.

x Ax Bu
y Cx Du
= +

 = +



                                       (7) 

式中， 0x x x= − ， ( ) ( )( )
0 , 0x x u

A f x g x u
x = =

∂
= +
∂

， ( )
0x x

B g x
=

= ， [ ]4 4 4, 0C I ×= ， 4 30D ×= 。 

3. 倒立平衡控制 

体操机器人倒立稳定控制的目标就是控制机器人在垂直向上不稳定平衡点附近达到并保持倒立状态，

但该过程是一个动态平衡，因为机器人在平衡位置是不稳定的，因此需要设计一个平衡控制器才能实现

这一目标。 
LQR(Linear Quadratic Regulator)即线性二次型调节器可得到状态线性反馈的最优控制规律，易于构成

闭环最优控制。由式(7)的状态方程 x Ax Bu= + 确定最佳控制向量 

( )u Kx t= −                                        (8) 

的反馈矩阵 K ，使得下述二次型性能指标最小 

( )T T
0

dJ x Rx u Qu t
∞

= +∫                                   (9) 

式(8)中， 1 TK R B P−= ，其中，对称矩阵 P 为式(10)所示的定常黎卡提(Ricatti)矩阵微分方程 
T 1 T 0A P PA PBR B P Q−+ − + =                                (10) 

的唯一正定解。此外，矩阵Q 和 R 为加权矩阵，其确定了误差和能量损耗的重要性。 

4. 数值仿真 

为了验证LQR平衡控制器的控制效果，使用MATLAB进行仿真。体操机器人模型的参数设置如表1所示。 
基于表 1 的机器人模型参数，由式(7)可求得机器人线性化系统的矩阵 A ， B 如下： 

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

19.377 65.889 4.418 0.540 0 0 0 0
20.973 156.53 22.105 2.702 0 0 0 0
2.15 122.053 83.828 29.954 0 0 0 0
0.727 41.294 86.949 87.271 0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 =  − −
 
− − 
 − − 
− −  

, 
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0.568 0.397 0.134
1.317 1.261 0.672
1.261 3.209 4.130

0.672 4.130 8.789

B

 
 
 
 
 
 =  − −
 

− 
 − − 

−  

. 

将求得的系统矩阵 A ，B 代入式(10)中，选取 ( )100,100,100,100,10,10,10,10Q diag= ， ( )1,1,1R diag= ，

可得到状态反馈增益矩阵 K 为 

6660.115 3162.570 730.879 195.622 2318.924 1229.864 309.421 86.520
3806.982 1987.326 369.859 98.912 1329.662 717.111 170.787 47.180
1415.941 741.380 162.873 15.672 495.431 268.334 66.536 14.3

K
− − − − − − − −
= − − − − − − − −
− − − − − − − − 17






 

假设系统初始状态分别取下式(11)所示的值， 

[ ]
[ ]

0

0

Case 1: 3.14,0.015, 0.02,0.01,0.001, 0.001,0.001, 0.015 ,

Case 2 : 3.13, 0.01,0.01, 0.01,0.02, 0.01,0.005, 0.015 .

x

x

 = − − − −


= − − − −
             (11) 

利用求得的 LQR 控制器参数，仿真可以得到图 1~6 所示的机器人倒立稳定的仿真曲线，其中，图 1~3 
 
Table 1. Model parameters of gymnastic robots 
表 1. 体操机器人模型参数 

 第 1 杆 第 2 杆 第 3 杆 第 4 杆 

im  [kg] 6.87 33.57 14.07 7.54 

iI  [kg⋅m2] 0.205 1.61 0.173 0.164 

il  [m] 0.548 0.601 0.374 0.362 

ia  [m] 0.239 0.337 0.151 0.227 

 

 
Figure 2. Angular variation of balance control (Case 1) 
图 2. 平衡控制的角度变化(Case 1) 
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Figure 3. Angular velocity variation of balance control (Case 1) 
图 3. 平衡控制的角速度变化(Case 1) 

 

 
Figure 4. Torque variation of balance control (Case 1) 
图 4. 平衡控制的力矩变化(Case 1) 

 

 
Figure 5. Angular variation of balance control (Case 2) 
图 5. 平衡控制的角度变化(Case 2) 
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Figure 6. Angular velocity variation of balance control (Case 2) 
图 6. 平衡控制的角速度变化(Case 2) 

 

 
Figure 7. Torque variation of balance control (Case 2) 
图 7. 平衡控制的力矩变化(Case 2) 

 

为取式(11)中的 Case 1 所示的初始状态所得到的响应曲线，图 4~6 为取式(11)中的 Case 2 的初始状态所

得到的响应曲线。图 1 和图 4 分别显示两种状态下的 4 个关节角度 ( )1 2 3 4π, , ,q q q q− 的变化曲线，图 2 和

图 5 分别为 4 个关节角速度 ( )1 2 3 4, , ,q q q q    的变化曲线，而 3 个主动关节的控制力矩 ( )2 3 4, ,u u u 的变化曲线

分别如图 3、图 6、图 7 所示。仿真结果表明，机器人即使在不同的初始条件下，不改变控制器参数，基

于 LQR 的控制器仍然能够使系统达到倒立稳定。 

5. 结束语 

本文在分析并建立四关节欠驱动单杠体操机器人的数学模型及其在倒立平衡点附近线性化方法的基

础上，基于 LQR 设计了一种控制器以实现对该机器人直体倒立的稳定控制，仿真实验验证了该控制方法

的有效性。本文的工作为下一步实现四关节单杠体操机器人更加复杂的运动动作控制奠定了基础。 
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附  录 

( )( ) ( ) ( ){
( ) } ( ){

( ) ( ) ( )
( ) ( ) }

2 2
11 2 2 1 2 2 1 3 3 1 2 3 3 2 3

2 2 2
3 1 2 2 1 2 4 4 1 2 3 4

2
4 2 3 4 4 3 4 4 1 2 2

2 2 2 2
1 3 2 3 2 3 3 1 2 3 1 1 1 2 3 4

2 cos 2 cos 2 cos

2 cos 2 cos

2 cos 2 cos 2 cos

2 cos 2 cos

M m a l q a l m a l q q a l q

a l l q l l m a l q q q

a l q q a l q a l l q

l l q q l l q l l l a m i i i i

= + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + +

+ + + + + + + + + + +

; 

( )( ) ( ) ( ){
( ) } ( ){

( ) ( ) ( )
( ) ( ) }

2
12 2 2 1 2 2 3 3 1 2 3 3 2 3

2 2
3 1 2 2 2 4 4 1 2 3 4

2
4 2 3 4 4 3 4 4 1 2 2

2 2
1 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 4

cos cos 2 cos

cos cos

2 cos 2 cos cos

cos 2 cos

M m a l q a m a l q q a l q

a l l q l m a l q q q

a l q q a l q a l l q

l l q q l l q l l i i i

= + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

+ + + + + + + +

; 

( ) ( )( ) ( ){
( ) ( ) ( )
( )( )}

2
13 3 3 1 2 3 3 2 3 3 4 4 1 2 3 4

2
4 2 3 4 4 3 4 4 1 3 2 3

3 2 3 3 3 4

cos cos cos

cos 2 cos cos

cos

M m a l q q a l q a m a l q q q

a l q q a l q a l l q q

l l q l i i

= + + + + + +

+ + + + + +

+ + + +

; 

( )( ( ) ( ) )2
14 4 4 1 2 3 4 4 2 3 4 4 3 4 4 4cos cos cosM m a l q q q a l q q a l q a i= + + + + + + + ; 

21 12M M= ; 

( )( ) ( ) ( ){
( ) }

2 2
22 3 3 2 3 3 2 4 4 2 3 4 4 3 4

2 2 2 2
4 2 3 3 2 3 2 2 2 3 4

2 cos 2 cos 2 cos

2 cos

M m a l q a l m a l q q a l q

a l l q l l a m i i i

= + + + + +

+ + + + + + + +
; 

( )( ) ( ){
( ) ( ) }

2
23 3 3 2 3 3 4 4 2 3 4

2 2
4 3 4 4 2 3 3 3 3 4

cos cos

2 cos cos

M m a l q a m a l q q

a l q a l l q l i i

= + + +

+ + + + + +
 

( ) ( )( )2
24 4 4 2 3 4 4 3 4 4 4cos cosM m a l q q a l q a i= + + + + ; 

31 13M M= ; 

32 23M M= ; 

( )( )2 2 2
33 4 4 3 4 4 3 3 3 3 42 cosM m a l q a l a m i i= + + + + + ; 

( )( )2
34 4 4 3 4 4 4cosM m a l q a i= + + ; 

41 14M M= ; 

42 24M M= ; 

43 34M M= ; 

2
44 4 4 4M a m i= + ; 

( )( ) ( ){ ( )( ) ( )
( ) ( )} ( ) ( )

( )( ) ( ){
( )( ) ( )

1 3 3 2 3 1 2 3 3 3 1 2 3 1 2 3 2 3

1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2

4 4 3 4 1 2 3 4 4

4 2 3 4 1 2 3 4 3 4

2 sin 2 sin

2 sin 2 sin

2 sin

2 2 sin

C m a l q q q q q a l q q q q q q q

l l q q q q a l m q q q q

m a l q q q q q q

a l q q q q q q q q

= − + + − + + + +

− + − +

+ − + + +

− + + + + +
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( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )}

4 1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4

2
2 3 3 3 2 3 1 2 3 3 1 2 2 1 2 2

1 3 2 3 1 2 3 2 3

2 sin

sin 2 sin 2 sin

2 sin

a l q q q q q q q q q q

l l q q l l q q q q l l q q q q

l l q q q q q q q

− + + + + + + +

+ − − + − +

− + + + +

      

      

    

; 

( ) ( ){ ( ) ( )
( ) ( )} ( ){
( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
2 2 1 2 1 2 3 3 1 1 2 3 3 2 3 1 3 3 2 3 3

2 2
3 2 2 3 3 1 2 1 2 4 4 1 1 2 3 4

4 3 4 1 4 4 2 3 1 3 4 4 2 4 1 3 4

2
4 3 4 4 4 3

sin sin 2 sin sin

2 sin sin sin

2 sin 2 sin 2 sin

sin 2

C a l m q q m a l q q q a l q q q a l q q

a l q q q l l q q m a l q q q q

a l q q q a l q q q q a l q q q q

a l q q a l q

= + + − −

− + + + +

− − + − +

− −

    

   

     

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )}

2
2 4 4 4 3 3 4 4 4 2 3 3 4

2
4 2 4 3 4 4 2 2 3 3 4 4 2 2 4 3 4

2 2
4 2 3 4 3 4 1 2 1 2 1 3 1 2 3

2
2 3 3 1 3 2 3 3 3 2 3 2 3 3

sin 2 sin sin

sin 2 sin 2 sin

2 sin sin sin

2 sin sin 2 sin

q q a l q q q a l q q q

a l q q q a l q q q q a l q q q q

a l q q q q l l q q l l q q q

l l q q q l l q q l l q q q

− − +

− + − + − +

− + + + +

− − −

   

    

   

    

; 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
3 3 3 1 1 2 3 3 2 1 2 3

2
4 4 1 1 2 3 4 4 3 4 1 4

2 2
4 2 1 2 3 4 4 3 4 4

2
4 3 2 4 4 4 3 3 4 4 1 3 1 2 3

2
2 3 1 3 2 3 2 1 3 2 3

= sin sin

sin 2 sin

sin sin

2 sin 2 sin sin

sin 2 sin

C m a l q q q a l q q q

m a l q q q q a l q q q

a l q q q q a l q q

a l q q q a l q q q l l q q q

l l q q l l q q q l l

+ + +

+ + + −

+ + + −

− − + +

+ + +

  

  

  

    

   ( )}2
2 3sinq q

; 

( ) ( ){
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )}

2 2
4 4 4 1 1 2 3 4 4 3 1 4

4 3 2 1 4 4 3 3 1 4

22
4 3 2 4 4 2 1 2 3 4

2
4 3 3 4 4 3 2 3 4

sin sin

2 sin 2 sin

sin sin

sin 2 sin

C m a l q q q q a l q q

a l q q q a l q q q

a l q q a l q q q q

a l q q a l q q q

= + + +

+ +

+ + + +

+ +

 

   

  

  

; 

( ) ( )( ){
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )(

( ) ( )) ( )}

1 2 2 1 2 1 1

3 3 1 2 3 1 1 2 1 2

4 4 1 2 3 4 1 1

2 1 2 3 1 2 3 1 1 1

sin sin

sin sin sin

sin sin

sin sin sin

G g m a q q l q

m a q q q l q l q q

m a q q q q l q

l q q l q q q a m q

= + +

+ + + + + +

+ + + + +

+ + + + + +

; 

( ) ( )( ){
( ) ( )(

( )) ( )}

2 3 3 1 2 3 2 1 2

4 4 1 2 3 4 2 1 2

3 1 2 3 2 2 1 2

sin sin

sin sin

sin sin

G g m a q q q l q q

m a q q q q l q q

l q q q a m q q

= + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

 

( ) ( )( ){ ( )}3 4 4 1 2 3 4 3 1 2 3 3 3 1 2 3sin sin sinG g m a q q q q l q q q a m q q q= + + + + + + + + + ; 

( )4 4 4 1 2 3 4sinG a gm q q q q= + + + . 
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