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Abstract 
The unstable point in the bistable system plays a decisive role and acts as a threshold in image 
enhancement. Under certain conditions, let the unstable point (that is, the threshold) tend to a 
stable point in order to achieve the image enhancement. In this paper, a class of bistable systems 
is studied and the linear stability of the system is analyzed. By using this property, the image his-
togram equalization is realized by traversing each pixel value at the special time point. Better re-
sults. 
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摘  要 

双稳系统中的不稳定点对图像增强起到了决定性的作用，使其充当了一个阈值的角色，在一定条件下，

使得不稳定的点(也就是阈值)趋于稳定的点，以实现图像增强。本文研究了一类双稳系统，分析了该系

统的线性稳定性，利用该性质，在特殊的时间点下，通过初值遍历每一个像素值，实现了图像直方图均

衡化，达到了图像增强较好的效果。 
 
关键词 

图像增强，双稳系统，像素值，直方图均衡化 

 
 

1. 引言 

图像增强就是指按照特定的需要去突出一幅图像中的某些信息，同时去除某些不需要信息的处理方

法。针对给定图像的应用场合，有目的地强调图像的整体或局部特征，将原来不清晰的图像变得清晰或

强调某些感兴趣的特征，扩大图像中不同物体特征之间的差别，使之改善图像质量，丰富信息量，加强

图像的识别效果，满足一些较为特殊分析的需要。图像增强有很多种方法，本文介绍基于一类简易双稳

系统的图像加强，即将双稳系统看成一个机器，像素值作为输入值，经过机器后，就会有一个输出值，

从而达到图像像素值的改变。进一步的说，上述过程只有在系统满足一些特定的条件下才可以实现。 
近年来，关于双稳系统的研究有很多，大多是关于随机共振的研究，即在双稳系统与噪声及弱信号

的共同作用下达到图像处理的目的。1981 年，Benzi 提出随机共振的概念时研究了具有双稳态的朗之万

(Langevin)方程[1]。试想，若只有一个双稳系统图像又是否可以加强呢？在文献[2]中，作者提出了一种

通过非线性振子实现的图像对比度增强的算法；2008 年，Morfu 通过雅可比椭圆函数分析了动力系统在

不耦合下的解与时间的关系，也强调了阈值的概念，从而实现了图像对比度增强[3]。Morfu 算法实现的

图像处理主要针对低对比度的图片，通过非线性系统作用，可以达到使其对比度增强的目的，而对于像

素缺失图片如木材缺陷，该算法是无能为力的。 
本文首先引入一个简单的双稳模型，讨论其线性稳定性，得到该系统达到双稳的条件，并利用该系

统双稳态下的性质对木材缺陷图片进行纹理增强的处理，使得木材图片纹理更清晰。 

2. 双稳系统简介 

双稳系统是一种非线性动力学模型，此系统的特点是系统有三个平衡态 P，Q 和 R，其中，P 和 R
是稳定的，而 Q 态是不稳定的，因此称为双稳系统[4]。1981 年，Benzi 提出随机共振的概念时研究了具

有双稳态的朗之万(Langevin)方程，由(1)式描述： 

3d
d
x ax bx
t
= −                                          (1) 

其中，系统中的系数 a 和 b 为正数，该系统描述了双稳态系统势阱的形状参数。此双稳系统描述了由两

个势阱和一个势垒所组成的双稳态系统，系统存在两个对称的势阱，分别对应系统的两个稳定状态[5]。
图 1 是非线性系统的分叉图，其稳定性可以用一个小球 O 在不同形式的势阱中的运动情况来表示，小球

O 从势垒会朝两个势阱的方向运动，如图 2： 

x µ=  
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Figure 1. The bifurcation diagram 
图 1. 分叉图 

 

 
Figure 2. Bistable potential function 
图 2. 双稳势函数 

 

如图 2，小球在 0 点易从势垒到两边的势阱。由图 1 知，系统在 0µ = 处产生分叉，µ 为系统的分叉

值。若给定初值 0 0x >  (或 0 0x < )，系统要趋于稳态解 x µ= ± ，当 t →∞ 时，系统无穷逼近该定态，

且再不会离开该定态[5]。 

3. 一个双稳系统的线性稳定性分析 

本文考虑如下双稳系统： 

( )( )d 1
d
x ax x x b
t
= − −                                   (2) 

其中 0, 0 1a b< < <  
求解方程 ( )( )1 0ax x x b− − = ，显然系统有 3 个平衡点 1 0x∗ = ， 2x b∗ = ， 3 1x∗ =  
我们分别对系统在个平衡点处的稳定性情况进行讨论： 
平衡点为 1 0x∗ = 时，在此平衡点处线性化后得到系统(2)的特征方程为： 

0abλ − =  
0abλ∴ = <  

因为特征值小于 0，此时系统稳定； 
②当平衡点为 2x b∗ = 时线性化后得到系统(1)的特征方程为： 

( )23 2 1 0ab a b b abλ  − − + + =   

化简得 ( )1 0ab bλ − − =    
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( )1ab bλ∴ = −  

又 1 0b − < ， 0ab < ， 0λ∴ >  
特征值大于 0，此时系统不稳定； 
③当平衡点为 3 1x∗ = 时，在此平衡点处线性化后得到系统(1)的特征方程为： 

( ) 0a abλ − − =  

( )1 0a ab a bλ∴ = − = − <  

由于特征值小于 0，此时系统稳定。 
综上，双稳系统(2)在平衡点 0 与 1 时为稳定状态；在 b 时即为不稳定状态。 
数值仿真 
取系统(2)中的参数， 1, 0.65a b= − = ；在此系数条件下，方程变为 

( )( )d 1 0.65
d
x x x x
t
= − − −                                 (3) 

分别取系统(3)的初值为： 

1 2 3 40 0 0 0
0.55, 0.6, 0.7, 0.8x x x x= = = =  

由上述稳定性分析得知此系统在 b = 0.65 平衡点处是不稳定的，而在 0 与 1 两个平衡点处是稳定的，

下面进行数值仿真来分析这四个不同的初值下的解曲线。 
取系统(3)的初值分别为 1 2 3 40 0 0 0

; ; ;x x x x ，仿真的时间区间为[0,20]，得到四条解曲线 A，B，C，D 分

别对应四个初值 1 2 3 40 0 0 0
; ; ;x x x x 下的解曲线，图 3 为仿真结果 

在这四个初值下的解曲线，当初值 0 0.65x > 时，解曲线收敛到 1；当初值 0 0.65x < 时，解曲线收敛到

0。验证了双稳的定义，三个平衡点中不稳定的点附近的点会朝着两个稳定的点逐渐趋近。在 t = 2 时，

解的变化的范围在[0.2,0.9]之间；在 t = 4.5 时，解的变化范围在[0,1]之间，且不同的初值下的解之间存在

着差值；在 t = 8 时，解的范围在[0,1]之间，但几乎所有的解都会趋于 0 附近或者 1 附近，就会导致在中

间值(0,1)的解过少。但当 t = 8 时也就是大多数灰度级是 0 或 1，中间灰度值为(0,1)的值会偏少，进而不

可以实现图像直方图均衡化，从理论上分析在 t = 8 时图像增强效果不好。 
由此发现，若给系统一个初值，对应的就会有一个解，且在不同的时间下，解不同。由此可以把双

稳系统的性质应用到图像增强上。从图像的灰度上考虑，一幅清晰的图像的灰度变化应是从[0,1]且均匀

散开。若把原图像的像素值当做系统的一个初值，经过此双稳系统，在 t = 2 时灰度级就在[0.2,0.9]间，

达不到图像直方图均衡化；当 t = 8 时也就是大多数灰度级是 0 或 1，中间灰度值为(0,1)的值会偏少，进

而不可以实现图像直方图均衡化；但是在 t = 4.5 时，灰度级为[0,1]，且灰度级为均匀散开，可以达到直

方图均衡化。若要实现图像增强也就是要把图像对应的直方图均衡化，则系统解的时间就会显得尤为重

要，这个问题在下一部分会给出实验结果的分析。 
算法具体步骤： 
I. 数字图像 m × n 的每一个点(I,j)为一个像素值，把像素值作为初值，也就是输入值，原图像就是输

入图像，像素值构成的矩阵为输入矩阵； 
II. 通过双稳系统输出方程的解，遍历图像的每一个点，从第一行第一列到第 m 行第 n 列，使每一个

点都经过双稳系统，每一个点都会有一个输出解，这样就会得到一个与原图像行与列相同的矩阵，作为

输出矩阵； 
III. 将输出矩阵生成新图像。 
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Figure 3. Solution curve: Four initial value 
图 3. 四个初值下的解曲线 

4. 木材缺陷图像增强 

取一副木材纹理不清图片作为输入图像并利用 MATLAB 仿真。其中，所选取的图像像素大小为 128 
× 128。 

取系统(2)中的参数 a = −1，b = 0.65；按照上述算法步骤，图像中的每一个像素值都会经过一次双稳

的演化，通过稳定性分析选取 tspan = 4.5，实验结果如下图 4 所示。 
图 4 中的四幅图片从左至右，从上到下依次表示为原木材缺陷图像、经过双稳系统处理后的图像、

原木材缺陷图像对应的直方图、经过双稳系统处理后的图像对应的直方图。观察图像，经过双稳系统处

理后，原木材缺陷图像中的木结部分被突出出来，其余部分弱化掉，符合图像增强的思想；再观察直方

图部分，经过双稳系统处理后，原木材缺陷图像的直方图的灰度级由[0.3,0.8]均衡到[0,1]且灰度级均匀散

开。综上，双稳系统可以实现加强，并可以将直方图均衡化。 
在上一部分提到的时间 t 影响图像处理后的效果与质量,下面我们观察在不同的时间 t 下图像的效果

有何变化，从而验证我们的结论。 
图 5 中的四幅图片从左至右、从上至下依次表示为 tspan = 2 时图像、tspan = 8 时的图像、tspan = 2

时的图像对应的直方图、tspan = 8 时的图像对应的直方图。观察图像，tspan = 2 时木结部分开始清晰，

但周围的部分还未被弱化掉，从理论的稳定性分析的部分考虑，就是因为在 tspan = 2 时双稳系统的解还

未收敛到 1，所以灰度级就只会是[0.2,0.9]，此时图像加强处于“未达标”的状态；tspan = 8 时，图像部

分周围需要被弱化掉的部分已被弱化掉，但是木结部分已经全部变黑，再看它所对应的直方图，灰度级

为[0,1]，但是在(0,1)上的灰度级过于分散，从稳定性分析的角度来说，就是在这个时间下大多数的解已

经收敛到 0 或 1，导致在(0,1)上的解过少，此时可以说图像被“过于”加强了。 
从理论上的角度再分析一下“最佳时间”的产生，在第 2 部分中的稳定性分析中我们选取的最佳时

间点的依据是解之间差值的大小，这样才会有图像对比度的产生。我们做第 2 部分中曲线 A 与 D 的差值

曲线以及 B 与 C 的差值曲线 P 及 Q，见图 6，P 曲线是初值为 0.55 以及 0.8 之间的差值曲线，Q 曲线是 
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Figure 4. Before and after the image progress and its corresponding histogram 
图 4. 加强前后图像以及与之对应的直方图 
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Figure 5. tspan =2 and 8 output image and its histogram 
图 5. tspan = 2 和 8 时的输出图像以及与之对应的直方图 

 

 
Figure 6. The relationship between the time t and the difference between the solutions under 
the initial value 
图 6. 时间 t 与初值不同下解之间的差的关系 

 
初值为 0.6 以及 0.7 之间的差值曲线，若想增强对比度，只需找到解之间相差最合适的点，通过前文的分

析，P 曲线解之间的差距最合适范围应在[0.5,0.6]之间，Q 曲线解之间的差距小于 0.5 即可，所以当 t = 
[4.5,5.5]时，即为图像增强的最佳时间了。所以不在最佳时间就会产生图 5 的效果。 

5. 结论 

本文介绍了一种简单的双稳型系统并对其做了稳定性分析。通过观察其解曲线，选取特定的时间点，

达到直方图均衡化，从而实现图像增强。主要结论如下：1) 双稳系统可以实现图像增强；2) 在不同的时
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间下，图像增强的效果不同；3) 此种模型较简单且实现速率较快。 
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