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Abstract 
The influence of initial stress on the nonlinear flutter of circular truncated conical shells in axial 
supersonic airflow was investigated. The piston theory was used to calculate aerodynamic force. 
Nonlinear aeroelastic equations of circular truncated conical shells with initial stress terms were 
established. The nonlinear responses of circular conical shells under different initial stress levels 
were studied by one dimensional differential quadrature method (DQM), considering the influ-
ence of rotating angular speed. The results show that, the influence of initial stress can change the 
critical aerodynamic pressure of Hopf bifurcation. As the aerodynamic pressure increases, the in-
fluence of initial stress on the amplitude of the limited cycle oscillation decreases. No obviously 
multi-periodic phenomenon was found in the response research with the compressed stress as 
parameter. The bifurcation is a Hopf type upon the critical compressed pressure. As the com-
pressed stress increases, the amplitude of limited cycle oscillation increases. 
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摘  要 

为研究超声速轴向流中具有初应力的完全截锥壳非线性响应问题，采用活塞理论计算气动力，建立了含

有初应力的截锥壳非线性气动弹性运动方程。采用一维微分求积法离散，求解了不同初应力状态下，完

全截锥壳的气动弹性非线性响应，并考虑了旋转角速度的影响。结果表明，不同初应力对应的Hopf分岔

点不同，随着气动压力的增大，初应力对极限环颤振幅值的影响逐渐减弱。在以压应力为参数的响应研

究中，没有发现明显的多周期现象，系统在临界压应力之后出现Hopf分岔，极限环幅值随压应力的增大

而增大。 
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1. 引言 

截锥壳被广泛应用于超声速飞行器设计中。对截锥壳的气动弹性响应的研究始于上个世纪五六十年代，

从 1970 年起，Dixon [1] [2]等人对截锥壳气动弹性颤振进行了系统的理论和试验研究。文献[3]研究了内压

作用下截锥壳的颤振临界及模态，并对比了试验，两者结果较为一致。文[4]研究了带有环支截锥壳的非对

称颤振和发散，指出不同环支刚度会产生不同的失稳形式。文献[5]研究了受预应力和内部液压影响双重作

用的圆柱壳的颤振临界动压，研究表明，轴向拉力和内部压强能增大临界静压，反之减小。目前，对带有

初应力的完全截锥壳的非线性响应，特定动压下以初应力为参数的动力系统分岔现象，则鲜有研究。 
本工作开始于对含有初应力截锥壳在超声速轴向流中颤振临界动压的研究[6]，研究发现，颤振临界

动压随着压应力的增大而减小，轴向初应力的变化引起的临界动压变化量要小于周向初应力。随后，又

考虑了旋转角速度对截锥壳颤振临界动压的影响[7]，发现增大旋转角速度将会降低系统颤振临界动压。

基于这些工作，本文研究了含有初应力的非线性截锥壳气动弹性系统的气动分岔问题，以及特定动压参

数下，以初应力为参数的分岔问题，并考虑了旋转角速度的影响。 

2. 初应力完全截锥壳非线性气动弹性运动方程 

各向同性的薄截锥壳气动弹性模型及坐标系如图 1 所示。 0α 为半顶角，L 为母线长度，h 为壳体厚

度，R1 和 R2 分别为顶面半径和底面半径。u，v，w 分别为 x，θ，z 方向的位移，气流沿壳体母线方向(图
中为 x 方向)，当当地马赫数 1lMa  时，采用近似的一阶线性活塞理论来计算气动力。其表达式如下[1] 

2 1l

l l

q w wp
Ma x U t

 ∂ ∂
∆ = − + ∂ ∂ 

                                  (1) 

其中， 2
0 2l lq Uρ= ，Mal 为当地马赫数， 0ρ 为气体密度，Ul 为当地气流速度。 

考虑初应力项的影响，本文推导了包含沿母线、周向、法向三个方向位移参量 u，v，w 的大挠度截

锥壳气动弹性运动方程为(此处忽略 0
xN θ )。 
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Figure 1. Truncated conical shell model 
图 1. 截锥壳模型示意图 
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式中， ( )21K Eh ν= − 为薄膜刚度， ( )3 212 1D Eh ν= − 为弯曲刚度，E 为杨氏模量，ν 为泊松比，ρ 为材

料密度，t 为时间变量， 0
xN 为轴向初应力， 0Nθ 为周向初应力。其它参数同图 1。 

关于截锥壳动力方程的离散化方法很多，目前主要有 Galerkin 方法、有限元法和微分求积法(DQM
法)，在文献[8]中做了较为详细的综述，同时也讨论了 DQM 方法在求解该问题上的精度问题，本文

不再重复。在此沿用文献[9]求解截锥壳非线性响应的方法，将一维微分求积法和模态缩减法相结合，



范晨光，杨翊仁 
 

 
13 

来求解初应力状态截锥壳气动弹性非线性系统响应和分岔问题。 
基于驻波颤振假设，将位移向量写为下列形式[9]： 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }T , , , , , , , cos , sin , cosX u x t v x t w x t U x t n V x t n W x t nθ θ θ θ θ θ= =     (3) 

参照文献[9]的做法，微分求积法(DQM)离散化后的系统运动方程可以写为 

{ } [ ]{ }{ } { } [ ]{ }{ } { } [ ]{ }{ } { } { }T T T T 0qK q G q M q Nφ φ φ φ φ φ φ+ + + =              (4) 

其中 ( )i xφ 为基于线性系统特征值分析得到的特征向量，在此作为非线性分析的基向量，q 是广义坐标，

M，G，K，Nq 的形式参考文献[8]。含有初应力的项也可以类似写出，在此不再给出。对方程(4)在时域

内直接积分，求得响应。 

3. 初应力对极限环幅值的影响 

取参数如下， 64.5 GpaE = ， 0.00107 mh = ， 2.35 mL = ， 1 0.869 mR = ， 0 30α = ， 34859.8 kg mρ = ，

0.32ν = ， 3lMa = 。此处取前 4 阶轴向模态，即 NMs = 4，计算周向波数 n = 19 时，周向坐标 19θ = ，

轴向坐标 0.78x L = 处的响应情况。 
图 2 给出了不同初应力时气动参数 Hopf 分岔曲线。由图可见，不同初应力对应的 Hopf 分岔点有所

不同，随着气动压力的增大，三条曲线逐渐靠近，这也说明当气动压力逐渐增大时，初应力对极限环颤

振幅值的影响逐渐减弱。可以认为，随着来流动压的增加，由初应力产生的截锥壳刚度的变化相对动压

引起的气动刚度的变化逐渐减弱。在远高于颤振临界动压的较高动压范围内，初应力对极限环颤振幅值

的影响可以忽略不计。 

4. 初应力为参数的 Hopf 分岔 

图 3 描述了以初应力为变化参数，气体动压 6620λ = 时的 Hopf 分岔图。此处取前 6 阶轴向模态，即

NMs = 6，计算周向波数 n = 19 时，周向坐标 9θ = ，轴向坐标 0.78x L = 处， 6620λ = 时的响应情况。

图中的初应力均表示压应力。由图可见，在所研究的压应力范围内，没有出现明显的多周期现象，系统

在临界压应力之后出现 Hopf 分岔，极限环幅值随压应力的增大而增大。当压应力继续增大至某一特定值

时，积分将出现不收敛情况。由此可见，初应力为参数的 Hopf 分岔与气动压力为参数的 Hopf 分岔具有

相似性。 

5. 带有旋转角速度时初应力为参数的 Hopf 分岔 

考虑旋转角速度，可以参考文献[7]将旋转角速度带入方程(2)中，得到带有旋转角速度和初应力的完

全截锥壳非线性气动弹性运动方程，在此不再列出，需要引入行波颤振假设，求解方法不变。图 4 描述

了旋转角速度 10Ω = ， 6800λ = ，NMs = 6 时，周向坐标 9θ = ，轴向坐标 0.78x L = 处，由初应力变化

产生的分岔图。由图可见，由于旋转角速度的存在，在所研究的初应力范围内，出现了明显的概周期现

象甚至是混沌现象。当初应力继续增大时，积分将出现不收敛情况。同时，由于旋转角速度的存在，系

统产生 Hopf 分岔的临界点要比不考虑旋转时的临界点低，同样大小的气动压力下，极限环幅值比没有考

虑旋转角速度情况的幅值大。系统是由 Hopf 分岔经概周期通向混沌的(Ruelle-Takens 道路)。 

6. 结论 

以超声速轴向流中含有初应力的非线性完全截锥壳系统为研究对象，利用微分求积法离散气动弹性

方程，数值模拟了不同初应力状态的气动弹性响应分岔现象，并对旋转状态的初应力薄壳进行了分岔研 
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(a) 

 
(b) 

Figure 2. Hopf bifurcation curves of aerodynamic pressure with different initial 
stresses: (a) Amplitudes of limited cycle oscillations with different axial initial 
stresses (here, “-” means compression); (b) Amplitudes of limited cycle oscillations 
with different circumferential initial stresses (here, “-” means compression) 
图 2. 不同初应力时气动参数 Hopf 分岔图：(a) 不同轴向初应力时(此处

“-”表示受压)，极限环幅值随动压变化图；(b) 不同周向初应力时(此处

“-”表示受压)，极限环幅值随动压变化图 
 

 
Figure 3. Hopf bifurcation of shell displacement with different initial stresses 
(here, Nx is compression stress) 
图 3. 初应力为参数的 Hopf 分岔图(此处 Nx为压力) 
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Figure 4. Hopf bifurcation of shell displacement with different initial stresses 
(here, Nx is compression stress, 10Ω = ) 
图 4. 初应力为参数的 Hopf 分岔图(此处 Nx为压力， 10Ω = ) 

 

究，主要结论为： 
1) 不同初应力对应的 Hopf 分岔点有所不同，当气动压力逐渐增大时，初应力对极限环颤振幅值的

影响逐渐减弱。 
2) 在特定气动压力下，以初应力为变化参数的系统分岔研究表明，系统在临界压应力之后出现 Hopf

分岔，极限环幅值随压应力的增大而增大，其结果与气动压力为参数的分岔具有相似性。 
3) 由于旋转角速度的存在，系统产生 Hopf 分岔的临界点要比不考虑旋转时的临界点低，同样大小

的气动压力下，极限环幅值比没有考虑旋转角速度情况的幅值大，随着气动压力的进一步增大，系统逐

渐分岔出现概周期甚至是混沌响应。 
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