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Abstract 
Based on the Lyapunov-Krasovskii stability theory, linear matrix inequality and free weight ma-
trix method, the fractional synchronization of Lur’e system with time-delay chaotic system based 
on adaptive data is designed. A new delay-dependent exponential synchronization criterion is 
proposed. And the corresponding adaptive data controller is designed. The controller designed by 
Matlab simulation verifies the error system to reach the equilibrium point at a faster speed. The 
research in secure communication, which is based on the adaptive time-delay chaotic Lur'e system, 
can be applied to the time-delay Chua circuit and can be extended to other fields. 
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摘  要 

本文基于Lyapunov-Krasovskii稳定性理论，线性矩阵不等式及自由权矩阵方法，设计了基于自适应数

据的时滞混沌系统Lur’e系统的分数同步，提出了一种新的时滞相关指数同步判据，并设计了相应的自适

应数据控制器。经Matlab仿真验证设计的控制器使得误差系统以较快的速度到达平衡点。本文研究的基

于自适应时滞混沌Lur’e系统的保密通信研究可拓展应用到时滞Chua电路等，具有推广性。 
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1. 引言 

混沌系统因其具有内随机性、连续宽谱及对初值极为敏感的特点在通信保密领域具有长远的应用

前景[1]。随着研究任意阶次微积分算子的分数阶微积分的发展，分数阶混沌系统被提出和研究。分数

阶系统具有更大的密钥空间，并且具有普遍性，使得分数阶混沌系统在通信保密领域具有更高的使用

价值。一些分数阶混沌的方法如投影同步、耦合同步、主动控制同步、反馈控制同步、自适应控制同

步等为其在保密通信领域的应用提供了理论基础。自 Pecora 和 Carroll 创造性提出的混沌系统的驱动—

—响应同步以来，混沌同步的理论价值在保密通信、信息处理等领域受到广泛的关注[2]。各种实现混

沌同步的方法相继被提出，如混沌神经网络基于分散控制的驱动——响应同步，四维混沌系统基于自

适应控制的改进投影同步，混沌系统基于可靠反馈控制的完全同步，混沌 Lur’e 系统基于时滞反馈控制

的完全同步等[3]。 
其中，Lur’e 系统是一种典型的非线性系统，并且该系统的非线性项满足一个扇形有界的约束条件，

Lur’e 系统能够表述许多实际控制电路，如 n-涡卷超混沌吸引子等[4]。Lur’e 系统的方法有：利用常时

滞输出反馈控制器给出两个相同的混沌 Lur’e 系统的完全同步，时滞混沌 Lur’e 系统的指数同步等。本

文为了增加系统的可适用性，在改进的基础上研究一个分数阶带有采样数据时滞混沌 Lur’e 系统的混沌

同步。 

2. 时滞混沌 Lur’e 系统 

2.1. 系统描述 

考虑以下两个时滞混沌 L’ure 系统[5]： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 2 1 1 1 1 2 2 2 1x t A x t A x t d t B D x t B D x t d t

p t Cx t

ϕ ϕ = + − + + −


=



                  (1) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 2 1 1 1 1 2 2 1 1z t A z t A z t d t B D z t B D z t d t

q t Cz t

ϕ ϕ = + − + + −


=



                  (2) 
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其中， ( ) nx t R∈ 和 ( ) nz t R∈ 分别为驱动系统和响应系统的状态变量， ( ) tp t R∈ 和 ( ) tq t R∈ 为系统的输出

变量， ( ) nu t R∈ 为控制输入， 1 2 1
n n n n n mA R A R B R× × ×∈ ∈ ∈ 2 1 2

n m n m n mB R D R D R× × ×∈ ∈ ∈ 和 l nC R ×∈ 为已知常

数的矩阵， ( )1d t 为时变时滞且满足 ( ) ( )1 1 10  d t h d t µ≤ ≤ ≤ 。 1 0, 0h µ> > 为常数。 

2.2. 系统特性 

定义同步误差 ( ) ( ) ( )e t x t z t= − 则由驱动系统(1)和响应系统(2)可得误差系统为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1 2 1 1 1 1 2 2 2 1e t A e t A e t d t B D e t B D e t d t u tη η= + − + + − −  

其中， ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) , 1, 2i i i i i i iD e D e D z D z iη ϕ ϕ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ =  

在文[6] 0jσ − = ， 0jδ
− = 的基础上，引入下界 j jδ σ− −

，进行改进扇形条件，使其更具有普遍的推广性，

使得
( ) ( )1 1j j

j j

x z
x z

ϕ ϕ
σ σ− +−

≤ ≤
−

，
( ) ( )2 2j j

j j

x z
x z

ϕ ϕ
δ δ− +−

≤ ≤
−

。 

由此可得 ( )ijη ⋅ 满足以下条件： 

( ) ( )( ) ( )
( )

1 1 1 1 1

1 1 1

ij j j j j j
j j

j j j

D e D e z D z
D e D e z D z

η ϕ ϕ
σ σ− +

+ −
≤ = ≤

+ −
                          (3) 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

j j j j j j
j j

j j j

D e D e z D z
D e D e z D z

η ϕ ϕ
δ δ− +

+ −
≤ = ≤

+ −
                        (4) 

其中，如图 1 所示 , ne z R∈ ， 0, 1, 2, 1, 2, ,ijD e i j m≠ = =  ， ijD 为 iD 的第 j 行向量。 
 

 
Figure 1. Attractor of the chaotic system of fractional order L’ure obtained by numerical simulation 
图 1. 数值模拟得到的分数阶 L’ure 混沌系统吸引子 
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2.3. 设计三维分数阶混沌误差系统 

( )1
d ,
d

q

q
x f x z

t
=                                         (5) 

( )2
d ,
d

q

q
z f x z

t
=                                         (6) 

其中，0 1q< < ， 1z R∈ ， 2x R∈ 为误差系统的变量， 1f 和 2f 为非线性连续微分方程，且 ( ) ( )1 20,0 0,0 0f f= = 。 
假设 1：函数 ( )1 ,f x z 在 0z = 附近是平滑连续的，其子系统对于所有的渐近稳定于原点； 
注 1：本文研究的为分数阶时滞混沌 L’ure 系统，可以推广应用到其他一般系统； 
注 2：函数 ( )1 ,f x z 在 0z = 附近平滑连续，即存在 0 1,λ λ 满足： 

( ) ( )1 1 0, , 0f x z f x zλ− ≤                                    (7) 

11x zλ≤                                           (8) 

2.4. 自适应控制器 

为了使误差系统稳定在平衡点 0x = ， 0z = ，本文设计自适应控制器 u ，使得 u ks= −  
s 定义为： 

1

1
d
d

q

q
s z

t

−

− =                                           (9) 

其中 k 为自适应律，θ 为任意正实数； 
2k sθ=                                           (10) 

定理 1：从任何初始值出发，误差系统(5) (6)在控制器(9)和自适应律(10)的作用下渐近稳定[7]。 
考虑以下 Lyapunov 函数[8]： 

( ) ( )221 1
2 2

V t s k k
θ

∗= + −                                   (11) 

其中， 2 3k λ λ∗ > 将上式求导可得： 

( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

( )

2
2

2 2
2

2 2
2 3

2
2 3

d       
d

       ,

       

       

       

       0

a

a

kV t ss k k

z ks k k
t

s f x z ks k k s

s z ks k k s

s ks

k s

θ

θ

λ

λ λ

λ λ

∗

∗

∗

∗

∗

= + −

= + −

= − + −

≤ − + −

≤ −

≤ − −

≤





                              (12) 

根据 Barbalat 定理[9]，随着时间的演化，可以得到随着 0s → ，有 0z → 。并且根据假设 1 可知随着

时间的演化 0x → ，最终 z ， x 都逐渐趋近于 0。 

3. 数值仿真 

通过数值仿真模拟[10]得到系统的误差同步图，如图 2~图 4 所示。由图中可以看出，驱动系统与相 
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Figure 2. Synchronization error c1 evolution in chaotic systems of fractional 
order Lur’e  
图 2.分数阶 Lur’e 混沌系统同步误差 c1演化图 

 

 
Figure 3. Synchronization error c2 evolution in chaotic systems of fractional 
order Lur’e 
图 3.分数阶 Lur’e 混沌系统同步误差 c2演化图 

 

 
Figure 4. Synchronization error c3 evolution in chaotic systems of fractional 
order Lur’e 
图 4.分数阶 Lur’e 混沌系统同步误差 c3演化图 

 

应系统在较短时间内便趋近于同步。 
在响应系统与驱动系统保持同步之后，利用响应系统 1x 的变量对信号 S 进行相加运算即掩盖加密[11]，

加密后的信号成为 ( )1x S+ ，将此信号进行发送，驱动系统即接受者接收到此加密后的信号对其进行解密即

( )1 1x S y+ − 我们已经知道驱动系统与响应系统在同步控制器的作用下保持了一致即 1 1 1 0e x y= − = ，因此有

( )1 1 1 1x S y x S x S+ − = + − = 这样便能够把信息恢复出来。 

4. 结论 

本文以时滞混沌 Lur’e 系统为例，研究其动态特性及其时滞系统的混沌特性，并提出了一种自适应
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非线性反馈控制器，实现了时滞混沌 Lur’e 系统的自时滞混沌同步。该控制器只包含当前的系统状态，

不涉及时滞因数，且只对部分状态进行控制，原理简单，易于工程实现。自时滞同步使时滞系统和原系

统同步，能够避免现实中因为时滞而产生的各种问题。它是自同步的扩展，进一步拓宽了研究同步问题

的视野，具有非常重要的现实意义和理论价值。同时，时滞混沌系统应用在混沌保密通信中也可以更好

地提高保密性能。 
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