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Abstract 

We take Hindmarsh-Rose (HR) model as an example to study the synchronization property of reg-
ular coupled neural networks. Through introducing appropriate error variable, we transform the 
stability of synchronization manifold into that of null solution of error equations. By constructing 
a proper Lyapunov function for error equations, the relative criterion is theoretically provided for 
global asymptotic synchronization of HR neural networks. Further, the theoretical result shows 
the influence of neuron numbers and connection types in neural network on synchronization. 
Numerical simulations test the reliability of the results in this paper. 
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摘  要 

我们以Hindmarsh-Rose (HR)模型作为例子，研究了规则连接神经网络的同步特性。通过引入适当的偏

差变量，将同步流形的稳定性转化为偏差方程零解的稳定性。为偏差方程构造合适的李雅普诺夫函数，

得到了HR神经网络实现全局渐近同步的相关准则。理论结果显示了神经元数目和连接方式对神经网络同
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步的影响。数值模拟验证了文中结果的可靠性。 
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1. 引言 

同步作为耦合系统中的一个重要行为，它已经逐渐渗透到许多领域，如电路系统、神经系统、生物

系统、复杂网络等。科学家们已经在麻醉的猫的视觉脑皮层里观察到了 γ 频率运动的同步[1] [2]。随后，

类似的结果也在清醒的猴子脑记录中发现[3]。这些发现表明神经系统中广泛存在着同步行为。然而，生

物机体的同步行为并非都发挥着积极的作用。有生理实验表明，过多的同步可能造成某些生理疾病，如

癫痫[4] [5]和帕金森综合症[6] [7]等。基于这些发现，同步现象的研究就有了紧迫性和现实意义。想要更

深入地了解同步机制，就必须知道生物体内神经元之间的连接模式。神经元主要依靠两种方式的突触连

接形成神经网络。由缝隙连接实现的电耦合和由突触释放神经递质形成的化学耦合[1]，并具有不同的拓

扑结构，如规则连接、非对称连接[8]、小世界网络[9]等。 
在不同类型的同步研究中，完全同步的研究方法和理论是最为成熟和完善的。这些方法主要是基于

动力系统的稳定性理论。通过计算同步流形处线性化偏差系统的零解稳定性得到实现同步的条件。Pecora
和 Carroll [10]在 1998 年提出了主稳定判别法，通过计算最大条件 Lyapunov 指数，可以找到同步的范围。

吕[11]等人运用 Routh-Hurwitz 准则研究了 3 个耦合的 Lorenz 系统的同步稳定性，并给出了同步稳定性的

准则。王[12]等人在之前研究的基础上提出了矩阵理论，给出了对称连接的神经网络同步稳定的依据。在

文献[13]中，赵等人利用李雅普诺夫函数的方法研究了 3 个 HR 模型在链式和环状连接方式下的同步性，

探究出两种连接方式对神经网络同步的影响。由于模型的高维性和复杂性，理论的方法探究耦合系统的

同步性还存在很大的局限性。对此，数值模拟的方法来测量同步被广泛地应用[14] [15]。 
为了更进一步地研究规则耦合神经网络同步的同步特性。本文借助 HR 模型，研究了三种连接方式

下生物神经网络的同步性。首先，引入偏差变量，把耦合系统的同步性转化为线性化偏差系统零解的稳

定性。随后，为偏差系统构造合适的李雅普诺夫函数，给出李雅普诺夫函数的导数为负的条件，进而得

出耦合系统在链式、环状、全局三种连接方式下达到全局渐近同步的准则。最后，利用数值模拟检验了

同步稳定性准则的可靠性。研究发现，耦合系统的同步性与神经元数目以及连接方式有关，这为同步现

象的研究提供了一定的参考作用。 

2. 模型描述 

2.1. 单个 HR 模型 

HR 模型是 Hindmarsh 和 Rose 根据电压钳实验获得的关于蜗牛神经细胞数据而提出的，它能模拟软

体动物神经元重复的峰放电和不规则的簇放电行为，是一类可兴奋的神经元模型。其简化的神经元模型

有利于模拟真实神经网络，单个 HR 模型描述如下： 
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其中 ( ) ( )3 2 2
1 1 1 1 1,f x ax bx g x c dx= − + = − ； 1x 是神经元的膜电位； 2x 是与 Na+和 K+有关的快电流； 3x 为相

关的慢电流，例如 Ca+； I 为刺激电流；本文采取参数 1, 3, 1, 5, 1.6, 4, 0.008a b c d sχ µ= = = = = − = = 。当

2.95I = 时，其神经元电位发放图和相平面图如图 1(a)和图 1(b)所示。图中显示， 2.95I = 对应神经元的

混沌状态，其膜电位的范围是 1 2x ≤ 。 
 

 
(a)                                                    (b) 

Figure 1. (a) Time series of membrane potential; (b) Phase-plane diagram of x1 and x3 
图 1. (a) 膜电位的时间序列图；(b) x1和 x3的相平面图 

2.2. N 个神经元电耦合的动力系统 

现考虑电突触耦合的 N 个 HR 模型构成的神经网络系统，神经元之间是双向连接的，第 i 个神经元

的动力学方程由下列微分系统给出： 
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其中 ( ) 3
1 2 3, , T

i i i iX x x x R= ∈ 表示第 i 个 HR 模型的状态变量； ( ) ( ) ( )1 2 3, ,i i if X f X f X 为系统(1)中对应变量

的表达式； 0ijk ≥ 表示耦合强度；如果第 i 个神经元和第 j 个神经元相连，则记 1ij jig g= = ，否则记为 0，

并且有
1,

N

ii ij
j j i

g g
= ≠

= − ∑ ，则系统的连接矩阵 ( )ij N N
G g

×
= 。单个 HR 模型对应变量表达式构成的三维向量函

数记作 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,
T

i i i iF X f X f X f X= ，系统(2)可以简记为： 
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T
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 =  
  

，表示仅仅依靠第一个状态变量来实现耦合。 

定义：如果耦合系统的状态变量满足关系： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 , ,NX t X t X t s t t= = = = → +∞                          (4) 

其中 ( )s t 是单个神经元系统的解，那么我们称耦合系统(3)达到了完全同步状态。 
引理[12]：设 1 2 30 Nλ λ λ λ= > ≥ ≥ ≥ 是连接矩阵G 的所有特征值。如果下面的 1N − 个线性化偏差系

统： 

( )( )( )d , 2,3, , ,
d X mD F s t k T m N

t
γ

λ γ= + = 
                         (5) 

在零解处是渐近稳定的，其中 ( ) 3
1 2 3, , T Rγ γ γ γ= ∈ 是系统(3)的同步偏差变量， ( )( )XD F s t 为 ( )F X 在 ( )s t

处的雅可比矩阵，那么耦合系统(3)的同步状态(4)是渐近稳定的。 

3. 三种连接方式分析 

本节中，我们研究 N 个规则连接的 HR 模型在链式、环状、全局耦合方式下的同步性，得到了三种

连接方式下全局渐近同步的准则，即定理 1~3。并对其进行了严格的证明。 

3.1. 链式连接 

多个神经元通过电突触耦合，如果第一个神经元仅与其后面的一个神经元有连接，最后一个神经元

仅与其前面的一个神经元存在连接，而其他神经元都与其相邻的两个神经元存在连接，则这种连接方式

称为链式连接。图 2(a)为其网络结构示意图。 
 

 
(a)                     (b)                  (c) 

Figure 2. Three different connections: (a) chain connection; (b) ring connection; (c) global connection 
图 2. 三种不同的连接：(a) 链式连接；(b) 环状连接；(c) 全局连接 

 

此种方式的连接矩阵
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定理 1：在链式连接方式下，如果
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> ，那么耦合系统(3)是全局渐近同步的，其中
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因此，在链式连接下，当耦合强度

( )2

2

1
4
π4sin

2

L
H

k

N

+
+

> 时，偏差系统(5)是全局渐近稳定的。根据引理，

定理 1 得证。 

3.2. 环状连接 

环状连接是一种非常普遍的循环网络连接模式，在海马、小脑、大脑等神经组织中大量存在。其主

要特点为神经网络中的每一个神经元均和其最近的两个神经元之间存在耦合作用，图 2(b)为其网络结构

示意图。 

此种方式的连接矩阵
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 −
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   ，其最大非零特征值 2
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λ = − 。 
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定理 2：在环状连接方式下，如果

( )2

2

1
4
π4sin

L
H

k

N

+
+

> ，那么耦合系统(3)是全局渐近同步的，其中

( ){ } ( ){ }1 1max max
max , 1,2, , , max , 1,2, ,i i i iH H f x i N L L g x i N′ ′= = = = = =  。 

定理 2 的证明与定理 1 类似，此处省略。 

3.3. 全局连接 

全局连接是指网络中的任意两个神经元之间都存在耦合作用，网络结构示意图如图 2(c)。 

此种方式下连接矩阵
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，其最大非零特征值 2 Nλ = − 。 

定理 3：在全局连接方式下，如果

( )21
4
L

H
k

N

+
+

> ，那么耦合系统(3)是全局渐近同步的，其中

( ){ } ( ){ }1 1max max
max , 1,2, , , max , 1,2, ,i i i iH H f x i N L L g x i N′ ′= = = = = =  。 

定理 3 的证明与定理 1 类似，此处省略。 
从上面的分析，我们得到了链式、环状和全局连接方式下耦合系统达到全局渐近同步的充分条件。

不妨把链式、环状和全局连接方式下，达到全局渐近同步时对应的定理 1、2 和 3 中不等式右边的耦合强

度最小值称为耦合系统的同步阈值，分别记作 ,c rk k 和 gk 。 

由于 4N ≥ 时， 2 π π4sin 4sin
2

N
N N

− < − < − ，故三种对称连接方式下对应的同步阈值大小关系为

c r gk k k> > 。而当 N 增大的时候，对于链式和环状连接， ck 和 rk 也随之增大。对于全局连接， gk 是随之

减小的。 

4. 数值模拟 

为了验证定理 1~3 的可靠性，我们将对系统(3)进行数值模拟。在这里，引入系统(3)的同步差： 

( ) ( ) ( )
2

2
1 1

1 1

1 1 ,
N N

i i
i i

e t x t x t
N N= =

 = −  
 

∑ ∑  

( )e t 表示 t 时刻的同步差，它反映了耦合系统的同步状态。规定当耦合强度 0k k> 时，如果 ( )lim 0
t

e t
→+∞

= ，

那么称系统(3)达到了完全同步，此时我们把满足 0k k> 条件的 0k 的最小值称为耦合系统实际的同步阈值。 
根据系统(1)的参数值，可知 1 2, 3, 20x H L≤ = = ，验证 4N = 时定理 1~3 的可靠性。图 3(a)是 4 个神

经元处于未耦合状态，即 0k = 时，系统(3)的同步差 ( )e t 的时间序列图。从图中可以看到， ( )e t 的波动性

较大，此时神经元之间是不同步的。根据定理 1~3 的计算可得：4 个神经元在链式、环状和全局连接方

式下，耦合系统的同步阈值分别为 193.3、56.62 和 28.31。在这三个耦合强度下，链式、环状和全局耦合

系统 ( )e t 的时间序列图分别为图 3(b)、图 4(a)和图 4(b)。图中显示， ( )e t 在经过一段很短的时间后，迅速

变成了 0，耦合系统达到了完全同步，这说明理论结果的可靠性。 
根据 ( )e t 的最大值计算实际的同步阈值，在这里仍然取 4N = 。图 5(a)是链式耦合系统 ( )e t 的最大值
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随耦合强度变化图。从图 5(a)可以看出，当 1.56k ≥ 时， ( )e t 的最大值等于 0，耦合系统达到了完全同步。

对应图 5(b)，当耦合强度 k = 1.56 时，链式耦合系统的 ( )e t 在一段时间后变成了 0，这说明耦合系统达到

了完全同步。由此，我们得到了 4 个电耦合的 HR 模型在链式连接下，完全同步的实际阈值。 
图 6(a)环状连接的耦合系统 ( )e t 的最大值随耦合强度变化图。从图 6(a)可以看出，当 0.47k ≥ 时， ( )e t

的最大值等于 0，耦合系统达到了完全同步。对应图 6(b)，当 0.47k = 时， ( )e t 在一段时间后变成了 0，
这说明耦合系统达到了完全同步。由此，我们得到了 4 个电耦合的 HR 模型在环状连接下，完全同步的

实际阈值。 
图 7(a)是 4N = 时，全局连接的耦合系统 ( )e t 的最大值随耦合强度变化图。从图 7(a)可以看出，当

0.235k ≥ 时， ( )e t 的最大值等于 0，耦合系统达到了完全同步。对应图 7(b)，当 0.235k = 时， ( )e t 在一

段时间后变成了 0，这说明耦合系统达到了完全同步。由此，我们得到了 4 个电耦合的 HR 模型在全局连

接下，达到完全同步的实际阈值。 
 

 
(a)                                                    (b) 

Figure 3. (a) The time series of e(t) when k = 0 in system (3); (b) The time series of e(t) in chain-coupled system when k = 
193.3 
图 3. (a) 当 k = 0 时，系统(3) e(t)的时间序列图；(b) 当 k = 193.3 时，链式耦合系统 e(t)的时间序列图 
 

 
(a)                                                   (b) 

Figure 4. (a) The time series of e(t) in ring-coupled system when k = 56.62; (b) The time series of e(t) in global-coupled 
system when k = 28.31 
图 4. (a) 当 k = 56.62 时，环状耦合系统 e(t)的时间序列图；(b) 当 k = 28.31 时，全局耦合系统 e(t)的时间序列图 
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(a)                                                  (b) 

Figure 5. (a) Maximum of e(t) vs. k in chain-coupled system; (b) The time series of e(t) in chain-coupled system when k = 1.56 
图 5. (a) 链式耦合系统的最大值随 k 的变化图；(b) 当 k = 1.56 时，链式耦合系统 e(t)的时间序列图 
 

 
(a)                                                  (b) 

Figure 6. (a) Maximum of e(t) vs. k in ring-coupled system; (b) The time series of e(t) in ring-coupled system when k = 0.47 
图 6. (a) 环状耦合系统 e(t)最大值随 k 变化图；(b) 当 k = 0.47 时，环状耦合系统 e(t)的时间序列图 
 

 
(a)                                                  (b) 

Figure 7. (a) Maximum of e(t) vs. k in global-coupled system; (b) The time series of e(t) in global-coupled system when k = 
0.235 
图 7. (a) e(t)最大值随 k 的变化图；(b) 当 k = 0.235 时，全局耦合系统 e(t)的时间序列图 
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取 5,6, ,12N =  ，重复上述过程。在链式、环状和全局连接方式下，数值模拟得到实际同步阈值分

别记作 ,c rk k′ ′和 gk′。数据如表 1，图 8 为表 1 中神经元数目和同步阈值关系图，它更直观地展示了同步阈

值随神经元数目的变化趋势。从表 1 和图 8 可以看出理论和数值模拟结果都反映出相同的性质，对于链

式和环状连接的系统，同步阈值随 N 的增大而增大。对于全局连接的系统，同步阈值随 N 的增大而减小。

并且理论计算出的同步阈值大约是数值模拟得到的同步阈值的 125 倍。另外，当 N 相同的时候，理论计

算的同步阈值和数值模拟的同步阈值的关系为 ,c r g c r gk k k k k k′ ′ ′> > > > ，这说明全局连接的系统比环状连

接的系统更容易达到同步，而环状连接的系统又比链式连接的系统更容易达到同步。 
 
Table 1. Data of the number of neuron and synchronization thresholds for three types of regular coupled neural networks 
表 1. 三种规则连接神经网络的神经元数目与同步阈值数据 

神经元数量 N ck  ck ′  rk  rk ′  gk  gk ′  

4 193.3 1.56 56.62 0.47 28.31 0.235 

5 296.4 2.42 81.94 0.65 22.65 0.179 

6 422.6 3.49 113.25 0.91 18.87 0.152 

7 571.7 4.68 150.39 1.21 16.17 0.131 

8 743.8 6.00 193.32 1.54 14.15 0.116 

9 938.9 7.58 242.03 1.91 12.58 0.101 

10 1156.9 9.30 296.49 2.36 11.32 0.093 

11 1397.9 11.1 356.70 2.84 10.29 0.082 

12 1661.8 13.2 422.65 3.36 9.437 0.076 

 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 8. (a) The theoretical synchronization thresholds vs. the number of neurons from top to bottom being chain-coupled, 
ring-coupled and global-coupled; (b) The true synchronization thresholds vs. the number of neurons from top to bottom be-
ing chain-coupled, ring-coupled and global-coupled, respectively 
图 8. (a) 理论同步阈值与神经元数目的关系图，从上到下依次是链式连接、环状连接、全局连接；(b) 实际同步阈值

与神经元数目关系图，从上到下依次是链式连接、环状连接、全局连接 

5. 本文结论 

本文借助引理，将多个神经元耦合的同步问题转化为偏差系统零解的稳定性问题，通过构建合适的

李雅普诺夫函数，发现同步阈值由耦合系统的连接矩阵的最大非零特征值决定，进而给出了达到完全同

步的准则。克服了模型维数高且复杂的难题，从理论上解决了多个神经元耦合的系统同步阈值问题。最

后，利用计算机数值模拟，验证了结果的可靠性，并计算出了不同耦合神经网络实际的同步阈值。 
理论结果和数值模拟结果都反映了相同的性质。一方面，对于链式和环状耦合系统，同步阈值随着
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神经元数目的增大而增大；对于全局耦合系统，同步阈值随神经元数目的增大而减小。并且理论计算的

同步阈值大约是数值模拟计算值的 125 倍。这说明神经元数目增多，会使链式和环状耦合系统同步能力

变弱，而使全局耦合系统变强。另一方面，当神经元数目相同的时候，链式连接的同步阈值大于环状连

接大于全局连接。这说明三种连接方式中，全局连接的同步能力最强，其次是环状连接，而链式连接的

同步能力最弱。虽然理论结果相对较为保守，但是它刻画了神经元数目及连接方式与同步阈值的关系，

进一步地，对于任意一个确实的耦合系统，通过本文结论可以估计该系统的同步范围，这对研究同步现

象具有一定的参考作用。 
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