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Abstract 

The dynamics of the novel four-dimensional (4D) chaotic system are presented. The analog circuit 
is derived from the modified module-based approach to chaotic circuit design and implemented 
by means of the A + D Lab platform to illustrate that the novel 4D chaotic system could generate 
chaos on hardware. For chaos control of the novel 4D chaotic system, the mathematical model of 
the controlled system is formulated, and a linear feedback controller only with one variable is de-
signed based on the Lyapunov stability theory and implemented by circuit. The output signals of 
the circuit implementation show that the state variables of the controlled novel 4D chaotic system 
are no longer chaotic or periodic but asymptotically converge to zero, which indicates that the 
controlled system is asymptotically stable at the origin and the linear feedback controller is feasi-
ble and effective. 

 
Keywords 

Chaos, Novel Four-Dimensional Chaotic System, Chaos Control, Circuit Implementation 

 
 

一个新四维混沌系统的分析、控制与电路实现 

王志礼1,2，牛  弘1，谭得楚1,3 
1天津科技大学，电子信息与自动化学院，天津 
2天津大学，电气自动化与信息工程学院，天津 
3北京科技大学，自动化学院，北京 

 

http://www.hanspub.org/journal/dsc
https://doi.org/10.12677/dsc.2019.82015
https://doi.org/10.12677/dsc.2019.82015
http://www.hanspub.org


王志礼 等 
 

 

DOI: 10.12677/dsc.2019.82015 130 动力系统与控制 
 

收稿日期：2019年3月11日；录用日期：2019年3月22日；发布日期：2019年4月3日 
 

 
 

摘  要 

本文首先对新四维混沌系统的动力学特性进行分析。而后，采用改进型模块化混沌电路设计方法设计新

四维混沌系统的电路模型并于A + D Lab实验平台上搭建其模拟电路实现，从硬件上验证该新四维混沌系

统可产生混沌运动现象。针对新四维混沌系统的稳定性控制，本文通过建立被控新四维混沌系统的数学

模型，基于Lyapunov稳定性理论，设计单变量线性反馈控制器并搭建其硬件电路实现，从硬件上验证被

控新四维混沌系统不再产生混沌或周期运动而是渐近稳定于平衡点原点，以及所设计的线性反馈控制器

的可行性与有效性。 
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1. 引言 

高维混沌系统维数高、动力学特性更为复杂，一直是混沌研究领域的研究热点内容之一[1] [2] [3] [4]。
本文作者于文献[5]中提出一个新四维混沌系统，并于文献[6]中采用改进型模块化混沌电路设计方法设计

了该新四维混沌系统的电路模型。同时，本文作者于文献[5]中基于 Lyapunov 稳定性理论设计出单变量

线性反馈控制器，使新四维混沌系统不再产生混沌或周期运动，而是渐近稳定于平衡点原点。进一步，

本文作者于文献[5] [6]中借助 Matlab 数值仿真软件和 Multisim 电路仿真软件，绘制了新四维混沌系统的

相轨迹曲线，验证了所设计的电路模型的正确性以及线性反馈控制器的可行性与有效性。然而，针对该

新四维混沌系统及其稳定性控制的硬件电路实现尚未给出。 
本文基于文献[5] [6]，对新四维混沌系统的动力学特性进行扩充，给出对于系统对称性、耗散性、平

衡点特性、初值敏感性以及混沌吸引子的具体分析。在此基础上，采用“A + D Lab 理工实验室”模拟

数字混合贯穿式智慧实验平台搭建新四维混沌系统及其被控系统的硬件电路实现，从硬件上验证新四维

混沌系统中混沌现象的存在性以及所设计的单变量线性反馈控制器的控制效果。 

2. 新四维混沌系统的动力学特性分析 

2.1. 数学模型 

新四维混沌系统的数学模型如下所示 

( )
( )

,

,
,

,

x a y x

y c x y z xw
z mx y hz
w xy bw

= −

= + + −

= − −
= −









                                    (1) 
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其中， , , ,x y z w∈为系统的状态变量， 25a = ， 3b = ， 18c = ， 19m = ， 14h = 为新四维混沌系统(1)
的典型参数。 

2.2. 对称性 

新四维混沌系统(1)关于 w 轴对称，即通过坐标变换 ( ) ( ), , , , , ,x y z w x y z w→ − − − ，系统的数学模型不

发生改变。 

2.3. 耗散性 

新四维混沌系统(1)满足如下等式 

( ) 24 0,x y z wV a c h b a b h c
x y z w
∂ ∂ ∂ ∂

∇ = + + + = − + − − = − + + − = − <
∂ ∂ ∂ ∂
    

则新四维混沌系统(1)始终是耗散的，系统状态的变化是有界的。 
新四维混沌系统相体积的指数衰减率可表示为 

( )d e ,
d

a b h cV
t

− + + −=  

即一个初始体积为 0V 的体积元经过时间 t 收缩为体积元 ( )
0e a b h c tV − + + −  [7]。这意味着，当 t →∞ 时，包含

系统轨线的每个体积元以指数速率 ( )a b h c− + + − 收缩到 0。因此，当 ( ) 0V a b h c∇ = − + + − < 时，系统

吸引子的整数维体积为零。 

2.4. 平衡点分析 

令式(1)的右边为 0，可得新四维混沌系统(1)的平衡状态方程为 

( )
( )

0,

0,
0,

0,

a y x

c x y z xw
mx y hz
xy bw

− =

+ + − =

− − =
− =

                                  (2) 

解方程组(2)，令 

( )

( ) ( )

o o

o

o

2 1
,

1 2 1
,

2 1,

b ch m
x y

h
m b ch m

z
h h

ch mw
h

+ −
= =

− + −
=

+ −
=

 

可得新四维混沌系统(1)共有 3 个平衡点，分别为 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

1 1

2 o o o o 2

33 o o o o

0,0,0,0 , 0,0,0,0 ,

, , , , 10.5762,10.5762,13.5980,37.2857 ,

10.5762, 10.5762, 13.5980,37.2857 ,, , , ,

S S

S x y z w S

SS x y z w

= =

= → =

= − − −= − − −

 

现以平衡点 ( )1 0,0,0,0S = 为例对平衡点处的相关特性进行分析。通过在平衡点 ( )1 0,0,0,0S = 处对系统(1)
进行线性化，得其 Jacobian 矩阵为 
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0 0
1 0

,
1 0

0 0 0

a a
c c

J
m h

b

− 
 
 =
 − −
 

− 

 

其特征方程为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 2 2 0,f s s b s h c a s hc ah ac s a ach am = + + − + + − + − + − − =   

将 25a = ， 3b = ， 18c = ， 19m = ， 14h = 代入上式，求得其特征根分别为 

1 2 3 426.8744, 33.2857, 14.5886, 3.0000,s s s s= = − = − = −  

其中， 1 0s > ， 2 3 4, , 0s s s < ，则平衡点 ( )1 0,0,0,0S = 为一不稳定平衡点。其余 2 个平衡点的分析方法与

此处相同，各平衡点的性质分别如表 1 中所示。 
 
Table 1. Properties of equilibrium points of the novel 4D chaotic system 
表 1. 新四维混沌系统各平衡点的性质 

平衡点 Jacobian 矩阵的特征根 性质 

( )1 0,0,0,0S =  

1

2

3

4

26.8744,
33.2857,
14.5886,
3.0000.

s
s
s
s

=
= −
= −
= −

 不稳定 

( )2 10.5762,10.5762,13.5980,37.2857S =  
1,2

3,4

3.9894 16.8862 ,
15.9894 2.1045 .

s j
s j

= ±

= − ±
 

不稳定 

( )3 10.5762, 10.5762, 13.5980,37.2857S = − − −  不稳定 

2.5. 初值敏感性 

将新四维混沌系统(1)的状态变量的初始值分别设定为 ( ) ( )01 0 0 0, , , 1,1,1,1x y z w = 和 ( )02 0 0 0, , ,x y z w
( )1.0001,1,1,1= ，并保持其他条件均不变，利用 Matlab 数值仿真软件，绘制出新四维混沌系统(1)在不同

初始值下的解曲线，如图 1 中所示。 
 

 
Figure 1. Curves of state variables of the novel 4D chaotic system (1) under different initial values: (a) t-x; (b) t-y; (c) t-z; (d) t-w 
图 1. 新四维混沌系统(1)在不同初始值下的解曲线：(a) t-x; (b) t-y; (c) t-z; (d) t-w 
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从图 1 中可以明显地看出，其他条件均保持不变，仅仅是将新四维混沌系统(1)中 x 的初始值变化了

0.01% ，经过很短的一段时间后，系统解曲线的变化明显，说明新四维混沌系统(1)具有初值敏感性，初

值敏感性是混沌运动的一个重要特征。 

2.6. 新四维混沌系统的混沌吸引子 

令新四维混沌系统(1)的初值为 ( ) ( )0 0 0 0, , , 1,1,1,1x y z w = ，通过数值仿真可求得系统的 Lyapunov 指数

分别为 1 2.6630 0λ = > ， 2 0.0016 0λ = ≈ ， 3 11.7829 0λ = − < ， 4 14.8816 0λ = − < ，说明此时新四维混沌系

统产生混沌运动。由此可计算出新四维混沌系统(1)的 Lyapunov 维数 Ld 为 

1

1

2.6630 0.00162 2.2261,
11.7829

j

i
i

L
j

d j
λ

λ
=

+

+
= + = + =

∑
                       (3) 

其中， j 是使
1

0
j

i
i
λ

=

>∑ 的最大整数[8]。由式(3)可知， Ld 为一分数维。新四维混沌系统(1)的各相轨迹曲线

如图 2 中所示。 
 

 
Figure 2. Phase portraits of the novel 4D chaotic system (1): (a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z; (e) y-w; (f) z-w 
图 2. 新四维混沌系统(1)的相轨迹曲线：(a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z; (e) y-w; (f) z-w 
 

由上述分析可知，由于新四维混沌系统(1)具有耗散性，因此，做混沌运动的新四维混沌系统(1)从整

体来说是稳定的，吸引子外的一切轨线最后都要收缩进入到吸引子中。但就局部而言，吸引子内的运动

又是不稳定的，相邻轨道要相互排斥而按指数形式分离，从而不具有轨道稳定性且具有初值敏感性。所

以，新四维混沌系统(1)的混沌吸引子是整体稳定性和局部不稳定性的矛盾结合体，具有复杂结构[8]。 

3. 新四维混沌系统的电路设计与硬件实现 

3.1. 电路设计 

本文作者于文献[6]中应用改进型模块化混沌电路设计方法设计出新四维混沌系统(1)的模拟电路模
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型，主要过程包括变量比例压缩变换、时间尺度变换、标准形式变换、电路模型设计、元件参数确定五

个步骤[9]，即令 ˆ10x x= ， ˆ10y y= ， ˆ10z z= ， ˆ10w w= ，并代入式(1)。为简化标记，仍将 x̂ ， ŷ ， ẑ ， ŵ
记为 x ， y ， z ， w 。同时，为便于电路实现，对系统进行时间尺度变换并改写为标准形式，则 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

d ,
d
d 10 ,
d
d ,
d
d 10 ,
d

x a x a y
t
y c x c y z xw
t
z m x y h z
t
w x y b w
t

τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ

= − − −

= − − − − − − −

= − − − −

= − − −

                        (4) 

其中， 0 100τ = 。 
由式(4)设计相应的改进型模块电路并将输入、输出项对应连接，可得系统(4)的电路模型，如图 3 中

所示。 
 

 
Figure 3. Circuit model of the system (4) 
图 3. 系统(4)的电路模型 
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由图 3，可得该电路模型的状态方程为 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 2 1

3 2 4 2 5 2 6 2

7 3 8 3 9 3

10 4 11 4

d 1 1 ,
d R C R C
d 1 1 1 1 ,
d R C R C R C 10R C
d 1 1 1 ,
d R C R C R C
d 1 1 .
d 10R C R C

x x y
t
y x y z xw
t
z x y z
t
w x y w
t

= − − −

= − − − − − − −

= − − − −

= − − −

                (5) 

令 式 (5) 与 式 (4) 中 对 应 项 系 数 相 等 ， 已 知 1 2 3 4C C C C 10nF= = = = ， x fx y fyR R R R= = =  
fzR R 10kΩz= = = ，则 1 2R R 40kΩ= = ， 3 4R R 55.6kΩ= = ， 5 8R R 1MΩ= = ， 6 10R R 10kΩ= = ，

7R 52.6kΩ= ， 9R 71.4kΩ= ， 11R 333.3kΩ= 。 

3.2. 硬件实现 

本文应用“A + D Lab 理工实验室”模拟数字混合贯穿式智慧实验平台搭建并观测如式(5)所示的新

四维混沌系统的模拟电路硬件实现。本文中所采用的运算放大器的型号均为 TL082CP，乘法器的型号均

为 AD734AN，电源供电电压均为 15V± 。新四维混沌系统的模拟电路硬件实现如图 4 中所示。硬件电路

运行产生的实际相轨迹曲线如图 5 中(a)~(f)中所示。 
逐一对比图 5 中(a)~(f)与图 2 中(a)~(f)，考虑到硬件电路中各元器件的精度均有限，且不可避免地存

在导线电阻等外加参数摄动，使得实际电路中各参数与图 3 中对应参数间存在偏差。但从定性分析的角

度出发，仍可认为图 5 中的实际电路输出曲线与图 2 中的软件数值仿真曲线相一致，并基于此认为实际

电路的参数是正确的，可用于本文中对于新四维混沌系统硬件部分的后续研究。 
 

 
Figure 4. Circuit implementation of the novel 4D chaotic system 
图 4. 新四维混沌系统的模拟电路硬件实现 
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Figure 5. Phase portraits of the circuit implementation: (a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z; (e) y-w; (f) z-w 
图 5. 硬件电路运行产生的实际相轨迹曲线：(a) x-y; (b) x-z; (c) x-w; (d) y-z; (e) y-w; (f) z-w 

4. 新四维混沌系统的稳定性控制 

4.1. 控制器设计 

本文作者于文献[5]中详细介绍了新四维混沌系统(1)的稳定性控制过程，即通过设计线性控制器，使

新四维混沌系统(1)不再产生混沌或周期运动，而是渐近稳定于平衡点原点，并通过数值仿真验证了所设

计的控制器的可行性与有效性。主要结论如下：令 [ ]Tx y z w= − =OX X

   ，其中 [ ]Tx y z w=X
为系统(1)的状态变量， [ ]T0 0 0 0=O 为原点，则被控系统可表示为 

( )
( )

c1

c2

c3

c4

,

,

,

,

x a y x u

y c x y z xw u

z mx y hz u

w xy bw u

= − +

= + + − +

= − − +

= − +



  



   



  



  

                               (6) 

其中， 

[ ] [ ]T T
c c1 c2 c3 c4 1 2 3 4 1 4, , , 0u u u u k x k y k z k w k k= = − − − − ≥u   

              (7) 

为待设计的线性反馈控制器。由文献[5]可知，可取径向无界的正定函数 

( ) ( )2 2 2 21 ,
2

V x y z w= + + +X     

作为被控系统(6)的 Lyapunov 函数，其导数为 
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Figure 6. Curves of state variables of circuit implementation of the controlled novel 4D chaotic system: (a) t-x; (b) t-y; (c) t-z; 
(d) t-w 
图 6. 被控新四维混沌系统硬件电路实现中各状态的控制效果：(a) t-x; (b) t-y; (c) t-z; (d) t-w 
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
1 2 3 4

1

2

3

4

2 0
2 0 01 ,

0 2 02
0 0 0 2

T

V xx yy zz ww

k a x a c xy k c y mxz k h z k b w

k a a c m
a c k c

m k h
k b

= + + +

= − + + + − − + − + − +

− + + 
 + − − =  − +
 

− +  

X

X X

    

   

  

 

 

文献[5]中已经证明，可取 1 3 4 0k k k= = = ，则当 

( ) ( )2 2

2 2 ,
44

h a c a c
k c c

aah m
+ +

> + > +
−

 

( )V X  是负定的。又由于 ( )V X 是径向无界的，所以被控系统(6)在原点处是全局渐近稳定的。现取 2 45k = ，

则控制器 cu 可表示为 

[ ] [ ]T T
c c1 c2 c3 c 4 0 45 0 0 .u u u u y= = − u                         (8) 

将式(8)代入式(6)，仍将被控系统(6)的初始值设为 ( ) ( )0 0 0 0, , , 1,1,1,1x y z w =   ，得被控系统(6)的 Lyapunov 指

数分别为 1 3.0802cλ = − ， 2 3.7533cλ = − ， 3 15.3813cλ = − ， 4 46.7848cλ = − ，均为负值，说明被控系统(6)
渐近稳定于平衡点原点，不再产生混沌或周期运动。 

4.2. 被控系统的电路实现 

仍采用改进型模块化电路设计的方法设计控制器 cu 的模拟电路实现。对式(8)进行变量比例压缩变换

和时间尺度变换并改写为标准形式，则 

c2 2 0 2 0 12
12 2 12 2 2 0 2

1 1 1R 22.2kΩ,
R C R C C

u y k y k
k

τ τ
τ

= − = − → = → = =                  (9) 

由式(9)可设计出控制器 cu 的改进型模块电路，如图 3 中红色方框中所示。 
控制器 cu 的硬件电路实现如图 4 中红色方框中所示。闭合开关 S1，硬件电路中各状态的控制效果

如图 6 中所示。可以看出，加入控制器后，各状态曲线不再产生混沌或周期运动而是渐近稳定于零平衡

状态，说明所设计的控制器可有效控制系统使其不再产生混沌或周期运动，而是渐近稳定于平衡点原点。 

5. 结论 

本文通过分析新四维混沌系统的对称性、耗散性、平衡点特性、初值敏感性和混沌吸引子特性，从

理论上说明了新四维混沌系统中混沌现象的存在性。在此基础上，本文采用“A + D Lab 理工实验室”

模拟数字混合贯穿式智慧实验平台搭建了新四维混沌系统及其被控系统的硬件电路实现，使用板载

15V± 直流电源，借助 WaveForms 应用软件，将笔记本电脑显示屏作为示波器显示新四维混沌硬件系统

的输出信号，有效简化了实验设备，方便对输出信号的观测、读取和存储；与此同时，从硬件上观测到

了新四维混沌系统产生的混沌吸引子，并验证了所设计的单变量线性反馈控制器对于控制被控新四维混

沌系统使其不再产生混沌或周期运动的可行性与有效性。本文所设计的新四维混沌系统的硬件电路实现

还可用于诸如混沌同步、保密通信等的研究中。 
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