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摘  要 

本文探究了在符号图中具有时变延迟神经网络有限和固定时间控制问题。通过设计有限和固定时间的控

制器，利用在符号图中的矩阵M、稳定性理论和其它的一些不等式，得到时变延迟神经网络实现有限和

固定时间的二分同步的充分条件以及达到同步的估计停时。最后，给出了一个数值例子验证了所设计有

限和固定时间控制器的有效性。 
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Abstract 
In this paper, we explore the finite and fixed time controls of neural networks with time-varying 
delay in signed graphs. By designing finite and fixed time controllers and using matrix M defined 
in signed graph, stability theory and some other inequalities, the sufficient conditions and esti-
mated time to achieve bipartite synchronization in finite and fixed time are obtained. Finally, a 
numerical example is given to verify the effectiveness of the designed finite and fixed time con-
trollers. 
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1. 引言 

近年来，人们已经广泛研究了神经网络的同步控制[1] [2]。例如，[3]提出了神经网络同步的自适应

控制。但是由于控制器是连续的会占用许多通信频道，[4]提出了神经网络的周期间歇同步控制。这个控

制器应用的方式是周期采样，显然可以减少占用通信频道。[5]提出了事件触发神经网络的同步控制，该

控制器不仅可以避免周期采样而且可以减少占用通信频道。由于上述神经网络的同步控制都不能估计到

达同步的时间，[6]提出了有限时间神经网络的同步控制。虽然可以知道神经网络实现同步的估计时间，

但是估计的同步时间严重依赖于初值。固定时间神经网络的同步控制[7]很好的解决了这个问题，其同步

估计的时间与初值完全无关。因此，固定时间神经网络的同步控制显然更具有应用价值。 
以上文献设计神经网络的同步控制所对应矩阵的连接权重都是无符号的[8]，即连接权重都是正的。

因为现实中对应矩阵的连接权重普遍为有正有负，从而无符号图神经网络的同步控制有着极大的局限性。

由于符号图神经网络同步控制所对应的矩阵的连接权重可以是正的和负的，因此符号图神经网络的同步

控制[9]有着更重要的现实意义[10]。提出了带有常时延神经网络的有限和固定时间的二分同步控制。遗

憾的是时延为常数，而更有挑战的时变时延没有考虑[11] [12]。 
基于上述考虑，本文研究了符号图时变时延神经网络的有限和固定时间同步控制。尽管[10]已使用规

范变形的方法来研究结构平衡的符号图线性系统，但该方法对于结构不平衡的符号图非线性系统不适用。

本文通过定义在符号图下的 M 矩阵，克服使用规范变形的局限性。此外，[10]中的时延为常数时延，而

本文研究的为有界时变时延，显然更具实际意义。 

2. 模型描述 

对于 n nC R ×∈ ， C 表示它的谱范数。对于 ( )T
1, , n

nk k k R= ∈� ， k 代表它的二范数， 

( ) ( )1, , ndiag k diag k k= � ，
1

n

l
l

k k
=

= ∑ ， ( ) ( ) ( )( )T
1 , , nsign k sign k sign k= � ，

1

n

l
l

k k γγ

=

= ∑ ， 

( ) ( ) ( )( )T

1 , , nsig k sig k sig kγ γ γ= � 和 ( ) ( )l l lsig k k sign kγγ = ， 0lk ≥ ， 1, ,l n= � 。函数 ( )sign ⋅ 满足 

( ) 1lsign k = 当 0lk > ， ( ) 1lsign k = − 当 0lk < 和 ( ) 0lsign k = 当 0lk = 。 
我们考虑下面的延迟神经网络 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1 2 ,  1,2, , ,i i i i ix t Ax t B f x t B g x t t u t i Nτ= − + + − + =� �                  (1) 

其中 ( ) n
ix t R∈ 是状态变量， ( )1 2, , , nA diag a a a= � 是正对角矩阵， 1

n nB R ×∈ 是连接权重矩阵和 2
n nB R ×∈ 是

延迟连接权重矩阵， ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T

1 1 , ,i i n inf x t f x t f x t= � 和 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )T

1 1 , ,i i n ing x t t g x t t g x t tτ τ τ− = − −� 是激活函数， ( )tτ 是时变延迟并满足 ( ) , 0tτ τ τ≤ >

和 ( )iu t 是我们之后设计的控制输入。为了之后的便利，令 a 满足 { }1min , , na a a= � 。 
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控制输入 ( )iu t 为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 2
1 1

3
1

          ,

N N

i ij j ij i ij j ij i
j j

N

ij j ij i
j

u t d c x t sign c x t d sig c x t sign c x t

d sign c x t sign c x t x t t

α

τ

= =

=

 
= − + − 

 
 

+ − − 
 

∑ ∑

∑
         (2) 

其中 1 2,d d 和 3d 是耦合强度和α 满足 0 1α< < 。 
令 ( ) ( ) ( )( )TT T

1 , , Nn
Nx t x t x t R= ∈� 且将(2)代入(1)得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 ,τ= − + + − +�� � �� �x t Ax t B f x t B g x t u t                      (3) 

其中一些符号分别为 

nA I A= ⊗� ， 1 1nB I B= ⊗� ， 2 2nB I B= ⊗� ， ( )( ) ( )( ) ( )( )( )TT T
1 , ,=� � Nf x t f x t f x t ， 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )TT T
1 , , Ng x t t g x t t g x t tτ τ τ− = − −� � 和 ( ) ( ) ( )( )TT T

1 , , Nu t u t u t= � 。 
激活函数 ( ) ( ),f g⋅ ⋅ 满足下面的假设 1 和 ( ) ( )0 0, 0 0f g= = 。 
假设 1 [13] 对于任意的 1 2,k k R∈ ，存在 0jµ > ， 0jν > ， 1, ,j n= � 使得下面的不等式 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2,  j j j j j jf k f k k k g k g k k kθ µ θ θ ν θ− ≤ − − ≤ −  

成立，其中θ 满足 1θ = ± 。 
为了之后的便利，我们令 { }

1
max jj n

µ µ
≤ ≤

= 和 { }
1
max jj n

ν ν
≤ ≤

= 。 

对于任意的初值 ( ) [ ], ,0ix r r τ∈ − ，假设系统(3)的解是存在的。 
定义 1 [14] 对于任意的初值 ( )0ix ，如果 

( )( )
( ) ( )( )

0
lim 0,i ij jt T x

x t x tθ
→

− =  

( ) ( ) ( )( )0, 1, 0 , , 1, ,θ θ− = = ± ≥ = �i ij j ijx t x t t T x i j N  

成立，其中 ( )( )0T x 有界，则系统(3)将实现有限时间的二分同步。 
定义 2 [14] 对于任意的初值 ( )0ix ，如果 ( ) ( )( )lim 0i ij jt T

x t x tθ
→

− = 和 

( ) ( ) 0, 1, , , 1, ,θ θ− = = ± ≥ = �i ij j ijx t x t t T i j N  

成立，其中 T 有界，则系统(3)将实现固定时间的二分同步。 
注 1：若在定义 1 和 2 中的 0ijθ = ，则有限时间和固定时间的二分同步将分别退化为有限时间和固定

时间的稳定。 
由于控制器(2)是不连续的，为了之后的需要，我们引入集值李导数[2]的定义。 
1) 考虑这个系统 ( )d dx t f x= ，若函数 ( )f ⋅ 是不连续的，我们定义 f 的 Filippov 集值映射 

( ) ( )( )
( )0 0

, \
u M

F x K f B x
δ

δ
> =

 = Ω ∩ ∩ ，其中 ( )K E 表示集合 E 的凸包， ( ),B x δ 为 ( ) { }, :B x y y xδ δ= − ≤ 和 

( )u Ω 表示集合 nRΩ⊂ 的 Lebesgue 测度。 
2) 令 n

V RΩ ⊂ 表示函数 ( )V x 所有不可微点的集合，我们定义 ( )V x 的广义梯度 ( ) ( ): n nV x R R∂ →  ， 

( ) ( ){ }lim : ,i i i Vi
V x co V x x x x S

→∞
∉∂ = ∇ → Ω∪ ，其中 ( )co ⋅ 是凸包， nS R⊂ 表示 0 测度集和 ( )nR 为 

( )
n

n

R

R
∆⊂

= ∆∪ 。 

结合 1)和 2)，函数 ( )V x 关于 f 在 x 处的集值李导数定义为 
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( ) ( ) ( ){ }T: , ,f V x a R F x a V xω ω ς ς= ∃ ∈ ∀= ∈∂∈ . 

神经网络间信息交流的结构可以通过符号图 ( ), ,G V E C= 来刻画，其中 { }1, , NV v v= � 表示神经网络 
的集合，E V V⊂ × 表示神经网络相互交流边的集合和

×
 =  ij N N

C c 表示连接矩阵。在本文中，若 ( ),i jv v E∈  

成立，则定义 ijc 为 1ijc = ± 。否则，定义 ijc 为 0ijc = 。在 G 中没有自环，即 iic 为 0, 1, ,iic i N= = � 。此外，

矩阵 C 的对称元素满足 0, , 1, ,ij jic c i j N≥ = � 。与 G 相对应的拉普拉斯矩阵 L 中的元素定义为 

1
,, .

N

ii ij ij ij
j

l c l c i j
=

= = − ≠∑  

定义 3 [15] 如果 V 满足 1 2V = Γ Γ∪ 和 1 2Γ Γ =∅∩ 且当 ( ),i j k kv v ∈Γ ×Γ ， 1,2k = ， 0ijc ≥ 和当 

( ) 1 2
,i j k kv v ∈Γ ×Γ ， 1 2k k≠ ， { }1 2, 1,2k k ∈ ， 0ijc ≤ 成立，则 G 是结构平衡的。否则，G 是结构不平衡的。 
假设 2 [15] G 是无向的和连通的。 
引理 1 [15] 如果 G 满足假设 2，则 L 的特征值不等式有下面的两种情况。 
1) 若 G 是结构平衡的，则 L 的特征值满足下面的不等式 

( ) ( ) ( )1 20 .NL L Lλ λ λ= < ≤ ≤�  

2) 若 G 是结构不平衡的，则 L 的特征值满足下面的不等式 

( ) ( )10 .NL Lλ λ< ≤ ≤�  

受无符号图[16]中 M 矩阵的启发，本文定义了符号图下的 M 矩阵，它的行和列对应 G 的边和节点且

其元素与第 l 条边所对应的 ijc 的符号相关。当 0ijc > ，定义 liM 和 ljM 分别为 1liM = 与 1ljM = − 和当 0ijc = ，

定义 liM 和 ljM 为 0li ljM M == ，这仅仅局限在无符号图中。但在符号图中，当 0ijc < ，不同的是定义 liM
和 ljM 分别为 1liM = − 与 1ljM = − 。 

引理 2 [9] 拉普拉斯矩阵 L 和矩阵 M 满足关系 T1
2

L M M= 。 

引理 3 [17] 若 1 2, , , 0na a a ≥� 成立，则它们满足 

1 1
, 0 1

pn n
p

k k
k k

a a p
= =

  ≤ < ≤ 
 
∑ ∑ , 1

1 1
, 1

pn n
p p

k k
k k

n a a p−

= =

  ≤ > 
 
∑ ∑ . 

引理 4 [17] 如果可微函数 ( ) [ ) [ ): 0,+ 0,+v t ∞ → ∞ 是一个正定函数并满足 

( ) ( )d
, 0, 0 1,

d
v t

v t
t

αγ γ α≤ − > < <                                (4) 

则 ( )lim 0
t T

v t
→

→ ，
( )

( )

1 0
1

v
T

α

γ α

−

≤
−

和 ( ) 0,v t t T= ≥ 成立。 

引理 5 [17] 假设 ( )( ) [ ): 0,nv x t R → +∞ 是正定的且在 [ )0,+∞ 内的任意紧子集， ( ) nx t R∈ 是绝对连续

的。如果有一个连续函数 ( ) ( )0, 0,γ α α> ∈ +∞ ，满足 

( ) ( )( )d
d
v t

v t
t

γ≤ −                                     (5) 

和
( )

( )0

0

1 d
v

T α
γ α

= < +∞∫ ，则 ( ) 0,v t t T= ≥ 成立。 

引理 6 [9] 假设 ( )v t 是正定的。如果 

( ) ( ) ( ) ( )d
d
v t

av t bv t cv t
t

δ θ≤ − −                               (6) 
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成立，其中 0 1δ θ< < < 和 { }min ,a b c< ，则 ( )
*

lim 0
t T

v t
→

→ 成立且 *T 满足 

( )( ) ( )( )
* 1 1 .

1 1
T

b a c aδ θ
≤ +

− − − −
                              (7) 

3. 理论分析 

在这一节，我们将说明在设计的控制器之下可以实现系统(3)有限和固定时间的二分同步。 

3.1. 有限时间的二分同步 

首先我们证明在一些条件下，有限时间控制器(2)可以保证系统(3)有限时间的二分同步。 
定理 1：若假设 1 和假设 2 成立，则我们有下面两个结果： 
1) 如果 G 是结构平衡的且存在 1 2 30, 0, 0d d d> > > 使得 

( )1 2 min 1 3 20,   0,d L a B d Bλ µ ν+ − > − >                              (8) 

成立，则可以实现系统(3)的有限时间二分同步，其同步时间 1T 满足 

( )( )
( ) ( )

1
2

1 1
22 2

0
.

2 1

V x
T

d L

α

α
α λ

−

+≤
−

                                    (9) 

2) 如果 G 是结构不平衡的且存在 1 2 30, 0, 0d d d> > > 使得 
( )1 min 11 3 20,    0,d L a B d Bλ µ ν+ − > − >                             (10) 

成立，则可以实现系统(3)的有限时间稳定，其同步时间 2T 满足 

( )( )
( ) ( )2

2 1
21

1
20

.
2 1

V x
T

d L

α

α
α λ

−

+≤
−

                                   (11) 

证明：选择下面的李雅普洛夫函数 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )TT T T

,

2 ,
i j

ij ij
v v E

V x t x t Lx t x t M Mx t y t y t
∈

= = = ∑� � �                    (12) 

其中一些符号分别为 ,n nM M I L L I= ⊗ = ⊗� � 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )ij ij i ij jy t c x t sign c x t= − 。 
用 ( )tδ 表示(3)式的右端，则 ( )( )V x t 的集值李导数满足： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

T T T T T T
1 2

T T T T
1 2

T T
3

2 2 2

                    2 2

                    2 ,

V x t x t M MAx t x t M MB f x t x t M MB g x t

d x t M MLx t d x t M M t

d x t M MF t x t t

δ τ

η

ξ τ

⊆ − + + −

− +

− −

��� � � � � � � � �

� � � � �

� �



       (13) 

其中一些符号分别为 

( ) ( ) ( )( )TT T
1 , , Nt t tη η η= � ， ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

N

i ij j ij i
j

t sig c x t sign c x tαη
=

 
= − 

 
∑ ， 

( ) ( ) ( )( )TT T
1 , , Nt t tξ ξ ξ= � ， ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

N

i ij j ij i
j

t sign c x t sign c x tξ
=

 
= − 

 
∑ ， 1, ,i N= � 。 

由(13)的第一项，我们有 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )T TT T
min

, ,

2 2 2 .
i j i j

ij ij ij ij
v v E v v E

x t M MAx t y t Ay t a y t y t
∈ ∈

− = − ≤ −∑ ∑�� �         (14) 
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根据假设 1，(13)的第二项满足 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

T T T
1 1

,

1
,

1
,

T
1

,

2 2

2

2

2 .

i j

i j

i j

i j

ij ij i ij j
v v E

ij ij i ij j
v v E

ij ij i ij j
v v E

ij ij
v v E

x t M MB f x t y t B c f x t sign c f x t

y t B c f x t sign c f x t

B y t c x t sign c x t

B y t y t

µ

µ

∈

∈

∈

∈

 
= −

≤ −



≤ −

=

∑

∑

∑

∑

�� � �

      (15) 

根据引理 2 和假设 1，(13)的第三项满足 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )T T T
2 2 22 4 4 .x t M MB g x t t x t LB g x t t B Lx t x t tτ τ ν τ− = − ≤ −� � � � � �� �     (16) 

1) 根据引理 1 和假设 2，如果 G 是结构平衡的，则(13)的第四项满足 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )T T T T T

1 1 2 1 2
,

2 2 2 .
i j

ij ij
v v E

d x t M MLx t d t x t M Mx t d t y t y tλ λ
∈

− ≤ − = − ∑� � � � �        (17) 

此外，根据引理 2，由(13)的第五项可以导出 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

T T
2

T
2

T

2
1 1

T

2
1 1 1

1

2
1 1

2

2
1

2

4

4

4

(

4

4

N N

ij j ij i i
i j

N N N

ij j ij i ij j ij i
i j j

N N

ij j ij i
i j

N

ij j ij i
j

d x t M M t

d x t L t

d c x t sign c x t t

d c x t sign c x t sig c x t sign c x

d c x t sign c x t
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α

α

η

η

η
= =

= = =

+

= =

=

=
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∑
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1
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.

N

i
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          (18) 

根据引理 2，由(13)的最后一项，我们有 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

T T
3

T
3

T

3
1 1

T

3
1 1

3
1 1

3

2

4

4

4

4

4 ,

N N

ij j ij i i
i j

N N

ij j ij i ij j ij i
i j

N N

ij j ij i
i j

d x t M MF t

d x t LF t

d c x t sign c x t F t

d c x t sign c x t SIGN c x t sign c x t x t

d c x t sign c x t x t

d Lx t x t

ξ

ξ

ξ

τ

τ

τ

= =

= =

= =

=

= − −

⊆ − − − −

= − − −

≤ − −

∑∑

∑∑

∑∑

� �

�

�

      (19) 

其中函数 ( )SIGN ⋅ 满足 

( ) [ ]
1, 0,
1,1 , 0,

 
 

1, 0. 

x
SIGN x x

x

− <
= − =
 >

                               (20) 
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由(13)~(19)，显然， ( )( )V x tδ 为标量函数且满足 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1
2 2

2
1 1

T
1 2 min 1

,

3 2

4

                   2

                   4 .
i j

N N

ij j ij i
i j

ij ij
v v E

V x t d c x t sign c x t

d L a B y t y t

d B Lx t x t

α

δ

λ µ

ν τ

+

= =

∈

   ≤ − −    
− + −

− − −

∑ ∑

∑

�



                 (21) 

如果(8)成立，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2 2

2
1 1

4 .
N N

ij j ij i
i j

V x t d c x t sign c x t

α

δ

+

= =

  
 ≤ − −    

∑ ∑                 (22) 

由于 0 1α< < ， ( )0 1 2 1α< + < ，根据引理 3，则可以导出 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

2 2 1
T T 2

2 2
1 1

.4 4
N N

ij j ij i
i j

V x t d c x t sign c x t d x t L Lx t

α
α

δ

+

+

= =

   ≤ − − = −    
∑ ∑ � �        (23) 

因此，由(23)， ( )( )V x tδ 满足 

( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2
2 24 .V x t d L V x t

α α

δ λ
+ +

≤ −                        (24) 

根据引理 4，我们有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 11

2 222 22 1 0 .V x t d L t V x
α αα

α λ
− −+

≤ − − +                    (25) 

从而， 1T 满足(9)。 
2) 类似地，显然可证 2T 满足(11)。 

3.2. 固定时间的二分同步 

这一节中，设计固定时间控制器确保系统(3)固定时间二分同步和稳定。 
如果 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 2
1 1

3
1

          

N N

i ij j ij i ij j ij i
j j
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ij j ij i
j

u t d c sig x t sign c x t d sig c x t sign c x t

d sign c x t sign c x t x t t

β α

τ

= =

=

 
= − + − 

 
 

+ − − 
 

∑ ∑

∑

�

       (26) 

是新的控制输入，其中β 满足 1β > 。可以证明控制输入(26)可以保证系统(3)固定时间的二分同步和稳定。 
定理 2：若假设 1 和假设 2 成立，则我们有下面的两个结果。 
1) 如果 G 是结构平衡的且存在 1 2 30, 0, 0d d d> > > 使得 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 21 min 1 2 2 2

3 2

min , ,

0

B a d nN L d L

d B

β β α
µ λ λ

ν

− + +  − <  
 

 − >

                (27) 

成立，则系统(3)可以实现固定时间的二分同步，其同步时间 *
1T 满足 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

1 1 1 1
2 2 22 2 min 1 2 min

1 1 .
2 1 2 1

T
d L B a d nN L B a

α β β
α λ µ β λ µ

+ − +
≤ +

   − − − − − −   
   

   (28) 

2) 如果 G 是结构不平衡的且存在 1 2 30, 0, 0d d d> > > 使得 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 21 min 1 1 2 1

3 2

min , ,

0

B a d nN L d L

d B

β β α
µ λ λ

ν

− + +  − <  
 

 − >

                 (29) 

成立，则系统(3)可以实现固定时间稳定，其同步时间 *
2T 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

2 1 1 1
2 2 22 1 min 1 1 min

1 1 .
2 1 2 1

T
d L B a d nN L B a

α β β
α λ µ β λ µ

+ − +
≤ +

   − − − − − −   
   

   (30) 

证明：由引理 2，我们有 
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( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )
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其中 ( ) ( ) ( )( )TT T
1 , , Nt t tϕ ϕ ϕ= � 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

N

i ij j ij i
j

t sig c x t sign c x tβϕ
=


= −


 
 
∑ ， 1, ,i N= � 。 

由于 1β > ， ( )1 2 1β+ > ，根据引理 3，则可以导出 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
2 2

1 1

1
2 211

2

1 1
.

N N

ij j ij i
i j

N N

ij j ij i
i j

c x t sign c x t

nN c x t c x t

β

β

β

+

= =

+

+
−

= =
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 ≥ −    

∑ ∑

∑ ∑

                   (32) 

结合引理 6 和定理 1 的证明，定理 2 的两个结果是显然易证。 

4. 数值模拟 

为了验证定理 1 和定理 2 中控制器的有效性，我们考虑四个节点的神经网络(3)，其结构平衡和结构
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不平衡的符号图分别是图 1(a)与图 1(b)， 

( ) ( ) ( ) ( ) 10.5 1 1 ,  ,
1

τ= = + − − =
+j j j j j jf y g y y y t

t
 

( ) ( )0 2.6294,2.8116,1,2.8268,2.2647,1.1951,1.5570, 2.0938,2.9150,2.9298,1.3152,3 ,=x  31, 2,3,= =j A I 和 

1 2

2.15 2.30 2.30
2.30 2.20 4.50 .
2.30 4.50 1.00

− − 
 = = − − 
 − 

B B  

 

 
Figure 1. Signed graphs G of structurally balanced and structurally unbalanced 
图 1. 结构平衡和结构不平衡的符号图 G 

 
根据上述的条件，我们可以导出 1τ = ， 1µ ν= = ， min 1a = ， 1 2 6.6863B B= = ， ( )1 0.4384Lλ = 和 

( )2 1Lλ = 。为了验证控制输入(2)的有效性，令α 为
1
2

α = 。若结构平衡符号图 G 是图 1(a)且 21,d d 和 3d 分 

别为 1 220, 15d d= = 和 3 20d = ，则条件(8)成立。此时图 2(a)~(c)和图 2(d)分别是神经网络(3)的轨迹和误差

轨迹。若结构不平衡符号图 G 是图 1(b)且 21,d d 和 3d 分别为 1 220, 15d d= = 和 3 20d = ，则条件(10)成立。

此时图 3(a)~(c)和图 3(d)分别是神经网络(3)的轨迹和误差轨迹。由图 2 和图 3，在控制输入(2)下，神经网

络(3)可以分别实现有限时间二分同步和稳定。 
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Figure 2. Finite-time bipartite synchronization of neural networks (3) in the structurally balanced signed graph Figure 1(a) 
图 2. 在结构平衡图图 1(a)下神经网络(3)的有限时间二分同步 
 

 

 
Figure 3. Finite-time stability of neural networks (3) in the structurally unbalanced signed graph Figure 1(b) 
图 3. 在结构不平衡图图 1(b)下神经网络(3)的有限时间稳定 

 

为了验证控制输入(26)的有效性，令α 与 β 分别为
1
2

α = 和
4
3

β = 。若结构平衡符号图 G 是图 1(a)且 

21,d d 和 3d 分别为 1 230, 15d d= = 与 3 10d = ，则条件(27)成立。此时图 4(a)~(c)和图 4(d)分别是神经网络(3)
的轨迹和误差轨迹。若结构不平衡符号图 G 是图 1(b)且 21,d d 和 3d 分别为 1 230, 15d d= = 与 3 10d = ，则条

件(29)成立。此时图 5(a)~(c)和图 5(d)分别是神经网络(3)的轨迹和误差轨迹。从图 4 和图 5，在控制输入

(26)下，神经网络(3)可以分别实现固定时间二分同步和稳定。 
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Figure 4. Fixed-time bipartite synchronization of neural networks (3) in the structurally balanced signed graph Figure 1(a) 
图 4. 在结构平衡图图 1(a)下神经网络(3)的固定时间二分同步 

 

 

 
Figure 5. Fixed-time stability of neural networks (3) in the structurally unbalanced signed graph Figure 1(b) 
图 5. 在结构不平衡图图 1(b)下神经网络(3)的固定时间稳定 
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5. 结论 

本文设计了符号图时变时延神经网络有限时间和固定时间二分同步控制，得到其可以实现有限和固

定时间二分同步的充分条件和相应的估计停时。由于无界时变时延对符号图神经网络的动力学有重要影

响，未来我们进一步探究这个问题。 
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