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Abstract 
Aiming at the problem that the asset's fluctuation influences the borrower's repayment ability, a 
loan with a new and flexible repayment method is designed, which depends on the asset value of 
the borrower. In detail, the repayment due is the proportion of the present value of the borrower's 
asset. In order to avoid too little the repayment due and too long repayment period, a boundary 
for the repayment due is set up. This repayment method can reduce the loan default probability. 
But it causes the uncertainty of the pay off time. By establishing a mathematical model of the resi-
dual value of the loan, this repayment method with the boundary can be transformed into an ini-
tial-boundary value problem of a partial differential equation. The analytic expression of the re-
sidual loan value and the expected time to pay off the loan are calculated. Finally, numerical ana-
lyses are shown. 
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摘  要 

研究在设定还款边界的条件下，还款强度依赖于借贷人资产的灵活的贷款还款方式。还款边界的设立可
以防止出现由于定期还款额过少，导致还款期限过长的情况，平衡借贷双方利益。通过运用结构化方法

的思想，对剩余贷款期望价值建立数学模型，并将其转换为偏微分方程的初边值问题，求解得到借贷人

剩余贷款价值的解析表达式和期望还清贷款所需时间与其他参数之间的隐函数关系式。最后分析了各个

参数对期望还清贷款时间的影响。 
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1. 引言 

在金融市场上，贷款可以提高资金在不同企业之间的流动性，是非常重要的信贷活动，同时它也是

银行的主要收入来源，因此贷款定价是银行风险管理的重要组成部分。科学有效的贷款定价方法对优化

信贷资源的配置有重要作用。长期以来，许多学者一直关注贷款定价。Black & Scholes 提出了期权定价

理论和期权定价模型，这一理论也是 KMV 信用风险模型理论的基础。Merton 考虑企业的资本结构，将

企业的债券看成一份期权，运用期权定价理论求解贷款的定价[1]。Fraser 等人提出了简单模型、资金回

报模型、关系定价法、最小利差定价法、业绩定价法等，这些是西方商业银行的主流贷款定价方法[2]。
Edward 用公司债券违约率估算商业贷款违约并构建了一个通过使用此信息来评估、定价和设置贷款损失

准备金的模型[3]。 
对于一份贷款，市场上有多种还款方法。目前，等额本金还款法、等额本息还款法和一次性还本附

息法是三种主要的还款方式。有学者对这些还款方式进行了研究。陈悦对贷款的三种主要还款方法进行

了简单分析[4]。韩惠丽和刘心明等人比较了个人抵押贷款还本付息和等额本息偿还的方法，给出了两种

还款方式适应的人群[5]。王顺和廖喜生对等额本金和等额本息两种还款方式进行了比较。同时作者提出

可变更还款制度的想法，文章作者认为可变更还款制度的前提是银行等金融机构能够提供多种贷款方式，

这样可以根据不同的借款人情况而选择不同的贷款模式[6]。 
不过大多数现有的还款方式仅关注贷款本身，而没有考虑到借款人资产状况的变化，合同签订后，

借款人的定期还款额将保持不变。但是现实中借款人的资产是波动的且不可预测的，对于资产或收入波

动较大的借款人，这些传统的还款方式会增加他们的违约风险，并且使贷款方无法收回资金，导致双方

贷款合约无法顺利进行。针对这个问题，梁进和刘兆雅研究了一种灵活的还款方式。在这种还款方式中，

借款人定期还款额取决于借款人当时的资产值，类似于“有多少还多少”[7]。这种还款方法可以降低借

款人违约的可能性，减小借款人定期还款的压力，同时保证贷款人可以收回自己的出借资金，所以对借

贷双方都有很强的吸引力。 
在依赖借款人资产的还款方式中，还清贷款的时间是不确定的，与定期还款额有关。考虑到若借款人

的定期还款额过少，贷款被还清将会需要过长的时间。在这种情况下，对于贷方来说，资金的流动将会受
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到影响，造成损失。于是，从平衡借贷双方利益的角度来说，为定期还款额设定一个最小值边界是很有必

要的。在定期还款额边界的控制下，借款人的定期还款额仍然很灵活，但是最小值有限制。一旦借款人定

期还款额小于等于所设定的边界，则要求借款人按照模型中所设定的条款进行清还。这样可以在减少借款

人违约概率的同时保障还款期限不被过度延长，保护贷方的权力，平衡借贷双方利益，提高了模型可行性。 
本文为依赖借款人的资产的还款方式中借款人的定期还款额设定了最小值边界。运用结构化方法的

思想，通过对剩余贷款价值建立数学模型，将其转化为一个偏微分方程的混合问题，求解得到了在还款

期限内任意时刻的剩余贷款的期望价值的解析表达式。同时，通过模型的初始条件得到了期望还清贷款

时间满足的隐函数关系式。因为无法得出期望还清贷款时间的解析表达式，所以通过作图的方式分析了

各个参数对期望还清贷款时间的影响。文章组织结构如下：在第二部分，分析现金流，建立模型，将该

模型转化为偏微分方程问题。在第三部分中，计算偏微分方程问题的解。求解得出剩余贷款的期望价值

和期望还清时间所满足的隐函数关系式。在第四部分中，分析了不同参数对期望还清贷款时间的影响并

且选取数据验证了模型在降低贷款违约概率方面的有效性。最后总结全文。 

2. 模型的建立 

在这种依赖借贷人资产的还款方式中，由于借款人的资产价值是随时间波动的，并且借款人在不同

时刻的还款额与借款人的当时资产价值有关，也是不确定的，所以剩余贷款价值也应与时间和借款人的

资产价值有关。为了建立剩余贷款价值的数学模型，我们首先需要引入相应的记号和假设条件，再对模

型的现金流进行分析。以下是本文中所用到的参数记号： 
q：贷款利率。 
T：期望还清贷款的时间。 
Q：初始时刻的贷款总额。 
d：为借款人的资产价值所设定的边界，是一个常数。 

( ),S tΦ ：t 时刻剩余贷款的期望价值。 

2.1. 模型假设 

1) 市场不存在套利机会。 
2) tS 为 t 时刻借款人的资产价格，它作为一个连续随机过程满足几何布朗运动，即 

( )d d dt t t tS r S t S Wδ σ= − +                                     (2.1) 

其中，r 为无风险利率，σ 为公司资产的波动率， tW 为标准布朗运动。 

3) 借款人连续还付贷款。δ 为还款强度，是一个常数。 ( )0,1δ ∈ ，表示 t 时刻借款人的还款额占此

时借款人资产的百分比，在 t 时刻的借款人应付还款额为 tSδ 。 

4) 借款人的还款额最小边界为 d ′，即 tS dδ ′≥ ，等价于 t
dS d
δ
′

≥ 
。 

5) d 为借款人资产价值的最小值，即 tS d≥ 。且借款人初始时刻的资产满足 0S d> 。 
6) ( ]{ }inf | ; 0,tt S d t Tτ = ≤ ∈ ，表示出现定期还款额小于所设定的还款边界情况的首次时刻。 

7) 如果在合约期内某一时刻借款人的资产价格 tS 出现 ( ), 0,tS d t T≤ ∈ ，那么合约立即进行清算，借

款人在该时刻应当还付金额 d 给贷款人。 

2.2. 现金流分析 

由模型假设知借款人在 t 时刻的还款额为 tSδ 。 tS 是借款人的资产，具有波动性，它满足随机微分方
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程(2.1)。如果借款人不发生违约，即借款人的定期还款额始终大于我们所设定的最低还款额边界，也就 

是说 [ ], 0,tS d t Tδ ′≥ ∈ 。由于在 [ ]0, t 的时间内借款人连续还本付息，那么已偿还的部分本息为
0

d
t

Sθδ θ∫ 。 

在考虑贴现的情况下，对于还款期 [ ]0,T 内的任意时刻θ ，借款人的还款额应为 Sθδ ，因为贷款利率为 q，
所以在初始时刻还款额的价值为 e qS θ

θδ − ，从而在初始时刻借款人的贷款总额 Q 满足： 

0
e d

T qQ E S θ
θδ θ− =   ∫                                  (2.2) 

考虑到若借款人的定期还款额小于我们所设定的边界，合约终止，那么在任意时刻借款人剩余贷款

的期望价值 ( ),S tΦ 可以表示为下面的条件期望： 

( ) ( ) ( )
{ }0, e d e 1 |

T q t q t
tTt

S t E S d S S
τ θ τ

θ τδ θ
∧ − − − −

< <
 Φ = + =  ∫                    (2.3) 

其中 { }
0

1
1


= 


事件

事件不发生

事件发生
， { }min ,T Tτ τ∧ = 。这是因为对于 [ ]0,t T∀ ∈ ，当 tS S= 时， ( )e d

T q t

t
S

τ θ
θδ θ

∧ − −∫

为从 t 时刻到合约终止时借款人的还款额。若借款人未发生违约，那么 ( )e d
T q t

t
S θ
θδ θ− −∫ 则为借款人应偿还 

的剩余贷款值。若在 [ ]0,T 内发生违约，则根据模型假设 7，在该时刻合约终止，且借款人偿还资产价值

d 给贷款方，所以借款人剩余贷款额为(2.3)。 
因为 ( ),S tΦ 是借款人在 t 时刻剩余贷款的价值，且在初始时刻借款人应偿还的剩余贷款额等于全部

贷款额，所以有 ( ),0S QΦ = ，在 T 时刻还清贷款，从而有 ( ), 0S TΦ = 。 
注 1：在模型中，表达式中的 T 是期望还清贷款时间，它在初始时刻是未知的，它的值依赖于初始

条件 ( ),0S QΦ = 。因此，这是一个自由边界问题。 
注 2：对于一个偏微分方程的定解问题，若其定解区域的部分边界是待定的，它和定解问题的解彼

此相关且必须同时确定，这类定解问题被称为自由边界问题，其待定边界称为自由边界[8]。 

2.3. 偏微分方程问题求解 

根据 Feynman-Kac 公式[9]，条件数学期望(2.3)是下面偏微分方程的解： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

2 0 0 ,
2

, 0

, 0

r S S q S t T d S
t S S

S T d S

d t d t T

σδ δ
∂Φ ∂Φ ∂ Φ

+ − + − Φ + = ≤ ≤ ≤ < ∞ ∂ ∂ ∂
Φ = < < ∞
Φ = < <

           (2.4) 

其中 ( ), 0S TΦ = 是偏微分方程问题的终止条件， ( ),d t dΦ = 偏微分方程问题的边值条件。这是一个变系

数倒向偏微分方程问题的混合问题。 

3. 模型的求解 

对于偏微分方程问题(2.4)的求解，仿照 Black-Scholes 方程的解法[10]，首先进行自变量代换： 
ln ,x S T tτ= = −  

它可以被转换为一个常系数偏微分方程的初边值问题： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 e 0 0 , ln
2 2

,0 0 ln

ln , 0 0

xr q T d x
x x

x d x

d T

σ σδ δ τ
τ

τ τ

  ∂Φ ∂Φ ∂ Φ
− − − − + Φ − = ≤ ≤ ≤ < ∞  ∂ ∂ ∂ 


Φ = < < ∞
Φ = < <

        (3.1) 
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再通过对定义域进行奇延拓和对问题运用齐次化原理[11]，可得问题(3.1)的解如下： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

1

1

12

1

1 1
1

1

2

1
ln

1
1

2
l

0

0

n
1

ln, e 1 2

ln2 e e d e 2 e

ln
2

e d

ln
e

x

tx x

x d r q t

r
x d r q t

x dx d N

x dd N t d
t

x d r t
d N t

t

x d r
d N

ββ ατ

β α τ ββ β ατ

δ τ

δ
δ τ

β

τ

σ

τ

τ
σ τ

α
σ τ

σδ τ
δ

σ τ

δ
δ

−+

− − −

− + − − −

−
− − + − − −

−

 − Φ = −  
  

 −
+ + −  − 

  
− + − + −  

  +
 −
  
 

− + + −
−

∫

∫

( )
2

1

10
1

2
d

t
t

t
τ

σ τ

σ τ

  
+ −  

  
 −
  
 

∫

 

其中

22

2

1
22

r qσα δ
σ

 
= − − − − 

 
，

2

1
2

r δβ
σ
−

= − ， ( )
2

21 e d
2

x
N x

ω

ω
−

−∞π
= ∫ 是标准正态分布的累计概率分布

函数。 
将自变量 ( ),S t 代回，可得模型中剩余贷款期望价值的解析表达式为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )

( )

1

1

2

0

0

1

1 1
1

1

2

1
ln

1
1

2
l

1

ln
, e 1 2

ln
2 e d 2 e

ln
2

e d

e

T t

T t t T t

S r q T t t

T t

t
d

T

r

S
dS t S d N

T t

S
dS d N t S d

T t t

S r T t t
d

d N t
T t t

d

β αβ

β α β αβ β

δ

δ
β σ

σ

α
σ

σδ
δ

σ

δ

− −

− − − − − −

+ − − −

−
−

− −

−

  
  

Φ = −  
−  

   
 
 

+ + − 
− − 

 
  

+ − + − −  
  +

 − −
  
 

−

∫

∫

( )( )
( )

1

2

1n

1
1

0

ln
2

d
S r q T t t
dT t

S r T t t
d

N t
T t t

δ

σδ

σ

+ − − −− −

  
− + − + − −  

  
 − −
  
 

∫

          (3.2) 

其中α 和 β 的值如上。 
尽管这种还款方式会引起还清贷款具体时间的不确定，但是通过数学期望，贷款的期望还清贷款时

间是确定的。事实上，根据模型的初始条件 ( ),0S QΦ = ，结合解(3.2)可以得到期望还清贷款时间 T 所满

足的隐函数关系式如下： 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )( )

1

1

12

0

0

1

1 1
1

1

2

1
ln

1
1

2
ln

1

ln
e 1 2

ln
2 e d 2 e

ln
2

e d

ln
e

T

T t T

S r q T t
d

r S r q T

T

T

t
d

S
dS d N
T

S
dS d N t S d

T t

S r T t
d

d N t
T t

S r
d

d N

ββ α

β α ββ β α

δ

δ
δ

β σ

σ

α
σ

σδ
δ

σ

σδ
δ

−

− − −

+ − − −

−
− + − − −

−

  
  
−  

  
   

 
 

+ + − 
− 

 
  

+ − + −  
  +

 −
  
 

− + − +
−

∫

∫

( )
2

1
1

0

12
d

T
T t

t Q
T tσ

  
−  

   =
 −
  
 

∫

              (3.3) 

在函数关系式(3.3)中的 S 是借款人的初始资产值 0S 。这样我们得到了在具有最低还款额边界这个条

件的限制下，这种依赖借款人资产的还款方式中借款人剩余贷款值和期望还清贷款的时间满足的隐函数

关系式。 

4. 数值分析 

从函数关系式(3.3)中可以看出，期望还清贷款的时间 T 与无风险利率 r、还款份额δ 、贷款利率 q、
贷款人的资产波动率σ 、贷款人的初始资产值 S 以及贷款总额 Q 有关。由于得到的是期望还清贷款时间

的隐函数关系式，在这部分我们将通过作图分析它们各自对期望还清贷款时间的影响。在本部分中如无

特别说明，参数取值如下： 

( ) ( )4 60.038; 0.05; 0.1; 0.2; 4 10 ; 4 10r q d Sδ σ= = = = = × = ×元 元  

首先分析在初始时刻借款人的全部贷款额 Q 与期望还清贷款时间 T 的关系。 
 

 
Figure 1. The relationship between the expected time to pay off the loan and the T the total debt Q 
图 1. 期望还清贷款时间 T 与初始时刻借款人的全部贷款额 Q 的关系 
 

图 1 中是期望还清贷款时间 T 与初始时刻借款人的全部贷款额 Q 的数值关系曲线。从图中可以看出

当其他参数不变时，借款人初始时刻的贷款额 Q 越大，期望还清贷款的时间 T 值越大。也就是说，在设
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定一条还款边界的情况下，当借款人公司资产价值和状态不变时，定期还款额贷款额越大，那么还清贷

款所需要的时间越久。 
 

 
Figure 2. The relationship between the expected time to pay off the loan T and the total debt Q when the borrower’s asset 
value S is changed 
图 2. 当 S 取不同值时，期望还清贷款时间 T 与初始时刻的全部贷款额 Q 的关系 

 

图 2 是通过使用控制变量法，当借款人的初始时刻的资产 S 的取值分别为 4 * 106、4.5 * 106、5 * 106、

5.5 * 106 和 6 * 106 (单位：元)时，期望还清贷款时间 T 与初始时刻的全部贷款额 Q 的数值关系曲线。从

图中可以看出，若其它参数不变且初始时刻借款人的全部贷款一定时，当借款人初始时刻资产值越大，

对应的期望还清贷款的时间 T 值越小。 
 

 
Figure 3. The relationship between the expected time to pay off the loan T and the total debt Q when the parameter is changed 
图 3. 当不同参数变化时，期望还清贷款时间 T 与初始时刻的全部贷款额 Q 的关系 
 

图 3 中我们改变不同的参数值来研究它们对期望还清贷款时间的影响。从图中可以看出当初始时刻

借款人的全部贷款额一定时，若借款人的还款比率δ 增大，则期望还清贷款的时间 T 值越小。这是因为

在其他参数不变的情况下，若还款比率越大，则借款人的定期还款额越多，因此期望还清贷款的时间越

早。并且从图中可以看出，当其他参数不变时，若贷款利率 q 越大，则期望还清贷款的时间 T 值越小；

若无风险利率 r 越大，则期望还清贷款的时间 T 值越大；若借款人的资产波动率σ 大，期望还清贷款的

时间 T 值越大。 
为了检验模型在降低违约概率方面的有效性，本文选取 2013 年沪深两市中符合条件的部分公司进行

实证检验。以2013年我国一年期定期存款基准利率3%作为无风险利率，设定模型中还款份额δ 为0.001，
违约边界取值与 KMV 模型中的违约点相同，运用 matlab 计算出本模型的违约概率： 
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Table 1. 15 companies’ KMV model theoretical default probability and this model theoretical default probability 
表 1. 2013 年 15 家公司 KMV 模型理论违约概率与本模型理论违约概率 

公司名称 资产价值(单位：百万元) 资产波动率 违约距离(DD) KMV 模型预期违约概率 本模型理论违约概率 

新农开发 40.00 0.64 1.00 0.158 0.141 

吉林森工 41.84 0.50 1.11 0.134 0.128 

银星能源 59.14 0.32 1.75 0.040 0.010 

东方钽业 65.15 0.76 0.90 0.184 0.180 

西部材料 39.46 0.58 1.11 0.133 0.091 

青山纸业 45.19 0.39 1.63 0.052 0.006 

川化股份 35.63 0.37 1.28 0.100 0.095 

汉森制药 27.80 0.97 0.97 0.166 0.001 

长城动漫 17.05 0.98 0.94 0.174 0.021 

ST 国通 17.84 0.70 1.01 0.156 0.101 

ST 生化 34.47 0.89 0.89 0.187 0.125 

华西股份 35.97 0.73 1.05 0.147 0.050 

兔宝宝 18.88 0.93 0.97 0.167 0.011 

安纳达 18.16 0.59 1.27 0.102 0.007 

ST 明科 23.98 0.64 1.02 0.154 0.125 

 
对于选择的样本，通过计算我们得到了 15 家样本公司贷款合约在本还款方式中的理论违约概率，并

且将其与由 KMV 模型测算出的原有还款方式的理论违约概率[12]进行了比较(见表 1)。从表 1 中可以看

出与原还款方式相比，具有违约边界的依赖借贷人资产的还款方式可以降低借款人的违约概率。 
这种依赖借款人资产的还款方式考虑到借款人资产的波动性，引入了还款份额，从而“灵活”地控

制借款人的定期还款额。若在一段时期内借款人资产价值降低，那么该期的还款额则相应减少，减小了

借款人的还款压力，因此可以有效降低违约概率。同时，虽然这种还款方式会导致还款期限的不确定，

但是在最低还款额的限制下，还款期限并不会被过度延长，保障了贷方的权益。 

5. 总结 

在本文中，我们研究了在具有还款边界控制的情况下依赖借贷人资产的还款方式。运用结构化方法

的思想，通过建立数学模型，问题被转化为一个偏微分方程的混合问题。进一步对偏微分方程求解我们

得到了在还款期限内任意时刻的剩余贷款的期望价值。对于期望还清贷款时间，我们根据方程问题的初

值条件得出期望还清贷款时间与其他参数所满足的隐函数关系式。最后，通过作图分析了贷款总额、还

款强度、无风险利率、贷款利率、借款人初始资产、资产波动率这些参数对期望还清贷款时间的影响。 
在还款边界的控制下，不仅借款人的定期还款额依旧很“灵活”，降低了贷款违约的概率，而且也

可以防止还款期限被过度延长，保障贷方的收益和资金流动。本文从贷方的角度出发研究基于借款人资

产的还款方式，平衡了借贷双方利益，从而增加模型对借贷双方的吸引力，提高模型的可行性。 
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