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 
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2
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abc v
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abc v

b d

            
                                

   
 



 
 



 
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 

 
 

2 2 2
2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2

2 2 2 2 2

2
2

2 2

0 0

2 2

2

d d d
CD bc ac c ab

v abc v abc v abc

d a b c a b d a c d b c d abcv
c

abc v

d a b c v abcv
c

abc v

c d

            
                                

   
 



 
 



 

               (6) 

(注：上述 6 间距，可直接用重心球距离公式计算。因均无交集球，重心球距离公式中的第 3 项均为零，

中间的坐标计算均可省略。) 

通过上述计算，4 坐标满足 4 球正交，球心间连线构成垂心四面体，即对棱的平方和相等为 4 球半

径的平方和为： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2AB CD AC BD BC AD a b c d          

2.2.3. 根据正交 4 球心勾股 4 态[3] (点、线、面、体)的重心代数坐标及对应的重心球半径的平方列表 

根据正交 4 球心构成的(点、线、面、体)的 15 点重心代数坐标，均为点态坐标的算术平均数。因此

将 15 个重心坐标及对映的重心球半径平方列表 1 如下： 
 
Table 1. 15-point barycentric coordinates and the square of radius of barycentric sphere 
表 1. 15 点重心坐标和对映的重心球半径的平方 

序 子集态 坐标符号 分坐标 X 分坐标 Y 分坐标 Z 维数 半径符号 重心球半径平方 

1 点 A a 0 0 1 AR  a2 

2 点 B 0 b 0 1 BR  b2 

3 点 C 0 0 c 1 CR  c2 

4 点 D bct act abt 1 DR  d2 

5 线 GAB 
2

a
 

2

b
 0 2 ABR   2 2

2

1

2
a b  

6 线 GAC 
2

a
 0 

2

c
 2 ACR   2 2

2

1

2
a c  

7 线 GBC 0 
2

b
 

2

c
 2 BCR   2 2

2

1

2
b c  
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Continued 

8 线 GAD 
2

a bct
 

2

act
 

2

abt
 2 ADR   2 2

2

1

2
a d  

9 线 GBD 
2

bct
 

2

b act
 

2

abt
 2 BDR   2 2

2

1

2
b d  

10 线 GCD 
2

bct
 

2

act
 

2

c abt
 2 CDR   2 2

2

1

2
c d  

11 面 GABC 
3

a
 

3

b
 

3

c
 3 ABCR   2 2 2

2

1

3
a b c   

12 面 GABD 
3

a bct
 

3

b act
 

3

abt
 3 ABDR   2 2 2

2

1

3
a b d   

13 面 GACD 
3

a bct
 

3

act
 

3

c abt
 3 ACDR   2 2 2

2

1

3
a c d   

14 面 GBCD 
3

bct
 

3

b act
 

3

c abt
 3 BCDR   2 2 2

2

1

3
b c d   

15 体 G 
4

a bct
 

4

b act
 

4

c abt
 4 GR   2 2 2 2

2

1

4
a b c d    

表内：
2d

t
v abc





。D 坐标在第 7 象限， 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  6 ABCDv a b c a b d a c d b c d V     。 

3. 重心球球心间距公式的验证 

3.1. 一维至四维重心自身距离为零； 

     2 2 22 0 0 0 0 0AA a a                        (2 点坐标距离公式) 

  12 2 2 22 1 1 0AA a a a
                          (重心球距离公式) 

 
2 2

22 0 0 0
2 2 2 2AB AB

a a b b
G G

            
   

               (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 2 2 0

2 2AB ABG G a b a b a b
                 (重心球距离公式) 

2 2 2
2 0

3 3 3 3 3 3ABC ABC

a a b b c c
G G

                
     

             (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 3 3 0

3 3ABC ABCG G a b c a b c a b c
                (重心球距离公式) 

2 2 2
2 0

4 4 4 4 4 4

a bct a bct b act b act c abt c abt
GG

                     
     

    (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 4 4 0

4 4
GG a b c d a b c d a b c d

                (重心球距离公式) 

3.2. 任意一维与对平面 7 点因无交集球，其距离的平方为 2 重心球半径的平方和； 

以 D 点与对平面 , , , , , ,AB AC BC ABCA B C G G G G 为例： 
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3.2.1. D 点与对平面 3 个一维重心间距平方 

D 点与对平面一维重心球间距 , ,A B C 已在公式(4)，公式(5)，公式(6)已证，不再累述 

3.2.2. D 点与对平面 3 个二维重心间距平方 

   
2 2

22 2 2 2
2

1
0

2 2 2AB

a b
DG bct act abt d a b

              
   

       (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 2 0

2 2ABDG d a b d a b
                  (重心球距离公式) 

   
2 2

22 2 2 2
2

1
0

2 2 2AC

a c
DG bct act abt d a c

              
   

       (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 2 0

2 2ACDG d a c d a c
                 (重心球距离公式) 

   
2 2

22 2 2 2
2

1
0

2 2 2BC

b c
DG bct act abt d b c

              
   

      (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 2 0

2 2BCDG d b c d b c
                 (重心球距离公式) 

3.2.3. D 点与对平面 1 个三维重心间距平方 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1

3 3 3 3ABC

a b c
DG bct act abt d a b c

                   
     

    (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 3 0

3 3ABCDG d a b c d a b c
                (重心球距离公式) 

3.3. 任意一维与除了对平面 7 点外其它 7 点重心距离的平方； 

以 D 点与除对平面其它 7 点 , , ,, , ,AD BD CD ABD ACD BCDG G G G G G G 间距平方为： 

3.3.1. D 点与除对平面 3 个二维重心间距平方 

 
2 2 2

2 2 2
2

1

2 2 2 2AD

a bct act abt
DG bct act abt a d

                 
     

   (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 2

2 2ADDG d a d d a d
               (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2
2

1

2 2 2 2BD

bct b act abt
DG bct act abt b d

                 
     

  (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 2

2 2BDDG d b d d b d
               (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2
2

1

2 2 2 2CD

bct act c abt
DG bct act abt c d

                 
     

  (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1
2 1 2

2 2CDDG d c d d c d
               (重心球距离公式) 
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3.3.2. D 点与除对平面 3 个三维重心间距平方 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1 1

3 3 3 3 3ABD

a bct b act abt
DG bct act abt d a b d

                    
     

 (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 1 3

33 3ABDDG d a b d d d a b d
                (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1 1

3 3 3 3 3ACD

a bct act c abt
DG bct act abt d a c d

                    
     

 (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 1 3

33 3ACDDG d a c d d d a c d
                (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1 1

3 3 3 3 3BCD

bct b act c abt
DG bct act abt d b c d

                    
     

 (2 点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 1 3

33 3BCDDG d b c d d d b c d
                (重心球距离公式) 

3.3.3. D 点与除对平面 1 个四维重心间距平方 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

1 1

4 4 4 2 4

a bct b act c abt
DG bct act abt d a b c d

                      
     

(2点坐标距离公式) 

       12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 1 4

24 4
DG d a b c d d d a b c d

                 (重心球距离公式) 

其它 A 点、B 点、C 点与其它 14 点同理(略)。 

3.4. 验证任意二维与除了 4 点一维外的 10 点距离的平方； 

以 ABG 对  , , , , , , , , ,CD AC AD BC BD ABC ABD ACD BCDG G G G G G G G G G  

3.4.1. GAB点与对棱 1 个二维重心 GCD间距平方 

GAB与 GCD因对棱无交集球，其距离的平方为 2 重心球半径的平方和 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1
0

2 2 2 2 2 2AB CD

a bct b act c abt
G G a b c d

                   
     

  (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1
2 2 2 0

2 2 2AB CDG G a b c d a b c d
             (重心球距离公式) 

3.4.2. GAB点与其它 4 个旁棱二维重心间距平方 

 
2 2 2

2 2 21
0 0

2 2 2 2 4AB AC

a a b c
G G b c

                 
     

        (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 2

42 2AB ACG G a b a c a b c
             (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 21
0

2 2 2 2 2 4AB AD

a a bct b act abt
G G b d

                 
     

    (2 点坐标距离公式) 
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         12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 2

42 2AB ADG G a b a d a b d
            (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 21
0 0

2 2 2 2 4AB BC

a b b c
G G a c

                 
     

       (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 2

42 2AB BCG G a b b c b a c
            (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 21
0

2 2 2 2 2 4AB BD

a bct b b act abt
G G a d

                 
     

   (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 2

42 2AB BDG G a b b d b a d
            (重心球距离公式) 

3.4.3. GAB点与 4 个三维重心间距平方 

 
2 2 2

2 2 2 21
0 4

2 3 2 3 3 36AB ABC

a a b b c
G G a b c

                  
     

       (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 3 4

362 3AB ABCG G a b a b c a b a b c
            (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2 21
0 4

2 3 2 3 3 36AB ABD

a a bct b b act abt
G G a b d

                   
     

  (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 3 4

362 3AB ABDG G a b a b d a b a b d
             (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2 2 21
0 9 4 4

2 3 2 3 3 36AB ACD

a a bct b act c abt
G G a b c d

                    
     

 (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 3 9 4 4

362 3AB ACDG G a b a c d a a b c d
            (重心球距离公式) 

 
2 2 2

2 2 2 2 21
0 9 4 4

2 3 2 3 3 36AB BCD

a bct b b act c abt
G G a b c d

                    
     

 (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 3 9 4 4

362 3AB BCDG G a b b c d b a b c d
            (重心球距离公式) 

3.4.4. GAB点与 1 个四维重心间距平方(任意二维与四维重心间距均相同) 

 
2 2 2

2 2 2 2 21
0

2 4 2 4 4 16AB

a a bct b b act c abt
G G a b c d

                     
     

   (2 点坐标距离公式) 

         12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1
2 2 4

162 4ABG G a b a b c d a b a b c d
              (重心球距离公式) 

3.5. 验证任意三维与四维重心距离的平方 

 
2 2 2

2 2 2 2 21
9

4 3 4 3 4 3 144ABC

a bct a b act b c abt c
GG a b c d

                     
     

  (2 点坐标距离公式) 
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       

 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1
2 4 3

   

4 3
1

9
14

     
4

  

ABCGG a b c d a b c a b c

a b c d

          

   
  (重心球距离公式) 

 

2 2 2
2

2 2 2 2         

4 3 4 3 4 3

1
9

144
 

ABD

a bct a bct b act b act c abt abt
GG

a b c d

                   
     

   

  (2 点坐标距离公式) 

       

 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1
2 4 3

   

4 3
1

9
14

     
4

  

ABDGG a b c d a b d a b d

a b c d

          

   
 (重心球距离公式) 

 

2 2 2
2

2 2 2 2

4 3 4 3 4 3

1
        9

144
  

ACD

a bct a bct b act act c abt c abt
GG

a b c d

                   
     

   

  (2 点坐标距离公式) 

       

 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1
2 4 3

   

4 3
1

9
14

     
4

  

ACDGG a b c d a c d a c d

a b c d

          

   
 (重心球距离公式) 

 

2 2 2
2

2 2 2 2          

4 3 4 3 4 3

1
9

144

BCD

a bct bct b act b act c abt c abt
GG

a b c d

                   
     

   

  (2 点坐标距离公式) 

       

 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1
2 4 3

   

4 3
1

9
14

     
4

  

BCDGG a b c d b c d b c d

a b c d

          

   
  (重心球距离公式) 

4. 小结 

通过上述验证，证明了 4 球正交存在勾股四态点、线、面、体 15 个重心及对映的重心球，这些重心

球间 105 个间距除了利用重心坐标计算外，更可以摆脱坐标，利用重心球距离公式直接计算。而且该公

式(1)中的维数乘积的倒数，揭示了 4 球正交即四维空间。而重心球半径平方公式(2)也可向更高维拓展。 
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