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Abstract
In view of the problem of zero point theory of periodic polynomials and its abnormal phenomenon
near the peak of  , this paper relates the periodic zero point of function f defined on interval [−a,
a] and its odd order at ± a with the new properties of cliffor chain and prime number, which are the
author’s research results, and makes a reasonable explanation of Riemann’s hypothesis by using
Godel number, and then completes the proof of Riemann’s conjecture. At the same time, 21 basic
new theorems, lemmas and corollaries which are closely related to the proof of Riemann conjecture

are given. The concrete idea of proof: first, set the formula      
1 3 3
2
   of
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   and   13
120

   as “special unit” I expressed by M-Gonal

number, then decompose the set of all nontrivial zeros into the path combination of “special unit” I,
and then by studying the geometry system of Helmholtz and Clifford, we can get the method of
transforming Riemannian analytic extension of  function into discrete series extension. The main

steps are as follows: 1) Transform the integral function   1
0

dsJ x x x
   into a series form based on

plane stratification, study the two necessary and sufficient conditions that the real integral function
has only real zero point, and apply these conditions in the study of Riemann function; 2) Apply the
reduction principle of Fermat method to prove the zero point distribution conclusion of the whole
periodic function related to the Riemann  function; 3) Study the 16th problem of Hilbert and hel
Mholdz and Clifford’s geometric system equivalence problem. Based on the research of the simplest
calculation method of the recurrence theory of metamathematics, this paper briefly proves that the
16th problem of Hilbert is equivalent to the finite points where the space finite parallel lines (finite
distance) intersect at infinity; 4) The basic principle of proving Riemann conjecture and two key
conclusions are given. In fact, many papers that have been published or published in Hans
publishing house belong to the preparatory work of proving Riemann’s conjecture. In the future, we
will continue to give detailed proof or explanation of each of the above items around Riemann
conjecture, and finally complete the strict proof of Riemann conjecture.

Keywords
Zeros of the Riemann Zeta Function, Greedy Algorithm, Planar Configuration, Clifford Chain,
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摘 要

针对周期多项式的零点理论问题及其在  峰值附近的异常现象，将区间[−a, a]上定义的函数f的周期零

点及其在±a处的奇数阶与作者的研究成果—Cliffor链的新性质和素数的新性质联系起来，并用哥德尔数

对黎曼假定作出了合理的解释，进而完成了黎曼猜想的证明。同时，论文中也给出了21个与证明黎曼猜

想 紧 密 相 关 的 基 础 性 新 定 理 、 引 理 和 推 论 。 证 明 的 具 体 思 路 ： 首 先 将 Euler 公 式

   2 2
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   和   13
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   的算式      
1 3 3
2
   设定为用M角数表示的“特

殊单位”I，然后分解所有非平凡零点的集合为“特殊单位”I的路径组合，再通过研究Helmholtz和Clifford
的几何体系，就可以得到将 函数的黎曼解析延拓转化为离散级数延拓的方法。主要步骤：1) 将积分

函数   1
0

dsJ x x x
   转化为基于平面分层的级数形式，研究实整函数只有实零点的两个充要条件，并在

黎曼函数的研究中应用这些条件；2) 应用费马递降法的降阶原理，证明与黎曼函数 有关整周期函数

的零点分布结论；3) 研究希尔伯特第16个问题与Helmholtz和Clifford的几何体系等价问题。通过元数

学递归理论的最简计算方法的研究，扼要证明希尔伯特第16个问题与空间有限条平行直线(有限的间距)
相交于无穷远处的有限个点等价的结论；4) 给出证明黎曼猜想的基本原理以及两个关键结论。实际上，

已经在汉斯出版社发表或发布的多篇论文都属于证明黎曼猜想的的前期准备工作。我们以后将围绕着黎

曼猜想陆续给出上述每一项内容的详细证明或说明，最终完成黎曼猜想的严密证明。

关键词

黎曼函数非平凡零点，贪婪算法，平面构形，Clifford链，有理递归，二元分拆

1. 引言

1859年，黎曼在论文《论不大于一个给定值的素数个数》的论文中研究了定积分
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式中   2

1e
n x

nx   


  。

由于圆周率 与素数存在着密切的关系，人们通常用函数  x 表示正整数中小于 x的素数个数。通

过比较函数  x 和积分    
0
1 ln d

x
li x t t  的值，黎曼预言了    x li x  的几个变化问题，并提出了函

数  s 的复零点(简称零点)全部位于直线   1
2

Re s  上的著名猜想。人们又称之为黎曼假定，并将其英文

Riemann Hypothesis简记为 RH。对 RH的不同表述出现在许多种不同的数学领域[1]，在解析数论领域中，

人们通过简单的代数变换将 RH 表述为素数的密度形式如下：

   
1
2x li x O x

 
    

 
(1.1)

或相邻素数之差的形式

1
2

1n n np p p


  
ò

(1.2)

尽管大量数据显示     0x li x   ，但令人吃惊的是，李特尔伍德证明了    x li x  可以由负变正，

再由正变负，如此反复无穷多次。这个结论深刻但简洁的揭示了黎曼零点的复杂性质，甚至人们至今不

知道第一次符号变化的位置。李特尔伍德关于符号变化的证明使用了分拆理论，分拆理论超出了分析的

范畴，它说明了分拆理论对 RH 的重要性。

黎曼对此问题仅仅指出    x li x  的误差有时太大，但他没有说具体的原因。目前给出指数项误差

的重要结果是

11
20

1n n np p p

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ò

(1.3)

式中 ò为无穷小。

我们注意到，公式中的常数
11
20

是由
7 13 5 11
12 23 9 20

   逐步改进来得的，它与黎曼的思想来源完全

不同，这种由三角和的估计法逼近素数之差的现代分析方法已经走到了尽头[2]，为此拉马努金转向了自

守形式的离散方法研究。

对于连续素数的间隔等级问题，目前最好的结果仍然是 A.E.Ingham在 1937年给出的公式

5
8

1n n np p Kp   (1.4)

式中 K是一个与 n无关的确定正数。

在离散数学领域，黎曼 -函数的所有零点的表述是这样的：实函数

   
0

8 cos d
2
x t xt t

    
   (1.5)

中函数  t 可以表为
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式中 t R ；且 1,2,3,n  为自然数。

由此可以把公式(1.5)写成关于原点的泰勒级数形式
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式中

   2
0

ˆ 2 d 0,1, 2,: m
mb t t m


   (1.8)

1927年，Pólya 在研究 J.L.W.V.Jensen关于 RH 的一些未发表的零星笔记时，提出了表达式(1.8)的不

等式猜想

   
2

1 1
2 1ˆ ˆ ˆ 0,1,2,
2 1m m m
mb b b m
m  
    

 (1.9)

后来 Turén证明了这个不等式确实是正确的。我们对 Turén不等式的兴趣是很自然的，这是因为如

果不等式(1.9)在某些 m > 1的情况下不成立，那么 RH 就不能成立。也就是说，Turán不等式是 RH 成立

的必要条件。在此基础上，文献[3]研究了实整函数只有实零点的几个充要条件，并将这些条件应用于黎

曼函数，证明了与黎曼函数有关的整函数零点分布的一些结果。

作者研究了在 m = 1/2的情况下 RH 成立的充要条件，改进了文献[3]的结果，利用 Turén不等式并采

用离散的方法给出黎曼猜想的证明；再用分析法简化证明过程，最后给出第二种黎曼猜想的解析证明。

其间有理递归理论是研究这种变化规律的基础，已经发表的多篇论文[4]-[10]已经扫除了证明过程中的许

多障碍。

在黎曼之后的二百多年，RH 吸引了许多研究素数的数学家尝试着证明或找到反例，分析学家为此还

提出了许多种估算非平凡零点的方法。由于表示素数分布规律的微积分形式(1.1)简洁明了，目前人们大

多数采用的研究工具都是属于微积分的分析方法，它是研究笛卡尔坐标系中的函数方法。另一种研究 RH
的方法是离散法，主要是哈代和拉玛努金使用的分拆方法，此方法甚至证明了几乎所有零点都能使猜想

成立。遗憾的是，随着拉玛努金的离世，他们曾研究过的涉及零点的分拆领域[11]再无突破性进展。至今

人们既没有找到黎曼猜想的反例，也没有一种方法是计算全部零点的。

因为数值符号    1s s    ，而函数  s 存在(连续性的)积分的表达式，故分析学家通常把欧拉

给出的符号  1s  写为欧拉定义的  s 函数。由于这个原因，函数  s 具有数值和顺序的双重意义。

这种双重意义的另一个例子是，连续的第 n个素数公式

 
1

3
2 , 1.3064

n

pf n    

和

 
22

1

2
2 2pg n





 
  
  



(共有 n个指数), 1.9287800 

它们表示了从 2p  开始，素数计数和素数由小到大顺序排列的双重意义[12]。
上面给出的数组    , 1.3064,1.9287800   是利用已知素数计算得到的大致结果。如果我们从 3开始

对素数计数，那么我们可以得到  ,  的另一组实数。显然，数组  ,  随着起始素数 1p 的增加，变量 , 

是单调递增的。找出用有理数逼近 的变化规律是证明 RH 的关键一环，这种算法通常称为逆向数学。

逆向数学属于元数学，元数学最常用的算法是递归理论。作者就是通过研究关于 Cliffod链的元数学理论，

发现了 RH 的证明方法。
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2. 黎曼猜想(RH)的研究回溯

黎曼在修改第五公设的基础上，建立了黎曼空间理论，并提出了 RH。在此之前，欧拉研究了来自圆

的超越量，得到了 函数的实零点展开成级数方程的实根，解决了著名的伯努利难题。RH 的是复根之间

的关系，属于黎曼流形的性质。两者的原理相近，只是复杂程度不同而已。我们还应该注意到，所有的

数学命题都是由两部分组成的，但是显现的程度不同。第一部分是形式命题，第二部分是算术命题。以

素数定理的命题为例，形式命题是：小于变量 x的素数个数的极限形式为 x/lnx。算术命题是：狄利克雷

级数在   1Re s  时没有复(非平凡)零点。众所周知的是，对两种命题相互转化的解释是阿达玛证明素数

定理的关键。

人们已经给出了 RH 的不少于 2000种等价的形式命题(黎曼提出的假定也不是现在这种形式)，也证

明了弱于 RH 的许多算术命题(其中包括所有非平凡零点都不在   1Re s  上的素数定理)，但是，至今人

们似乎看不到严格证明 RH 的任何希望。因此，首先分解 RH 的命题为算术命题和形式命题两部分，再

研究两种命题某种形式下的相互转化，是逆向数学证明 RH 的不二选择。

需要指出，应用这种证明方法需要解决的关键问题是怎样处理无穷量∞的问题。实际上，欧拉在《无

穷分析引论》中已经给出了利用共轭性质处理无穷的方法，只是至今人们没能把这种方法推广到令人满

意的程度。甚至人们在高斯的手稿中发现，在黎曼提出猜想之后不久，Gauss就计算出了一些非平凡共轭

零点的值，远远早于业余数学家 Glam 在 1903 年公布的时间。这些事实说明了 Euler 和 Gauss比黎曼更

早注意到了素数与无穷量∞的关系。

我们知道，所有非平凡零点都在   1 2Re s  上的 RH 是欧拉函数   1
1s s

p pn p
    在分析领域的

解析延拓，黎曼进一步把相邻素数的分布规律刻画为定积分公式：    
1
2x Li x O x

 
 
 

 ，它使得许多分

析学家认为微积分是“无所不能”的分析工具。因此，通常人们都是用积分形式来表示黎曼猜想的进展。

随着解析研究的深入，越来越多的人才逐渐认识到：分析学产生和发展基本都限制在笛卡尔坐标系的范

畴内，仅用柯西创立的微积分工具证明黎曼猜想几乎是不可能的。

众所周知，Euler关于圆周率的实分析理论和高斯二次互反性(率)及其拓展 1，目前仍然占据着数论研

究的巅峰。因此，目前亟待建立一种简洁的理论，将 Euler和 Gauss的思想统一起来，用来阐述清楚 RH；
而不是继续寻求在现有分析理论框架下证明 RH。不走出证明黎曼猜想的这些误区，在知识爆炸的今天，

很难在有限的人生中完成其证明。

需要指出的是，黎曼先后发表的三篇论文《论不大于一个给定值的素数个数》、《关于非欧几里德

几何的解释》、《单复变函数一般理论基础》和未发表的对可积函数充要条件的研究手稿，均来源于对

于同一类问题的思考。它表现在在几何上是：平面上(两条)平行线相交在无穷远处的一个点。表现在代数

上是：无穷大符号∞如何参与分析中的代数运算。这些内容都是对欧拉的《无穷小分析引论》和高斯的

《算术探索》两本名著的总结与推广。具体来说就是，黎曼把关于弧度的自然函数  li x 压缩为主值函数

 Li x ，又将素数个数  x 表示为阶梯函数 的显示公式(爱德华兹又记阶梯函数 为 J函数，其它记

号也略有不同)

    1

1

m

m

m
x x

m







 
 
  
 



1拉马努金等人拓展 Euler圆周率公式为倒数形式，G.Pólya和 T.Popoviciu将二次互反性拓展到由全体 Laurent级数所构成的复向量

空间，P.A.MacMahon和 D.E.Knuth将二次互反性拓展到分拆领域，等等。
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         2

d log2 1
1 logx

ux Li x Li x x
u u u






     


 

  1

0 0 10

d d dlim
log log log

x xu u uLi x
u u u





 
   

 
  

ò

òò

式中  m 为 mobius函数，  遍历  s 的所有虚零点。

黎曼为了把虚零点简化为直观的表达式，给出虚零点以更简明的积分形式如下：

   
3
4

1

1 1 log2 cos d 0
2 4 2

t xt x x x
           

   

最后黎曼提出了虚零点的集合(不仅仅是一个数)震荡着全部回到实部 1/2的漂亮猜想。其中，mobius
函数在解析法研究黎曼零点的过程中起着关键的作用，搞明白了这一点理解本文证明 RH 的过程就容易

多了。

2019年 3月，文献[10]给出了莫莱微分定理，并提出了一个关于 mobius函数的开放性问题，一年多

来没有人给出其证明。本文就是针对 mobius函数的开放性问题，研究用离散的方法把积分形式转化为多

重级数的形式，由此分别得到积分项  , ,df x x 的细分关系式，并将其推广到三重积分(双线性积分)，最

终发现了 RH的三种证明。

RH 绕过了数论中大量未解决的问题，对  t 的性质进行了高度概括；因此，只有在相关的未解决

问题得到了解决后，RH 才可能被证明。最直接相关的问题有两个：一个是希尔伯特提出的第 16个问题

—关于极限环数量有限(以及计算方法)的问题，另一个是二次域  k m 中的非零非单位整数表示为素元

乘积的唯一性问题。这两个问题都属于对子空间的分类(或者说多维分区)，如果不建立新的数学理论，想

简单的说清楚这两个前置问题都不是容易的。

实际上，牛顿建立的微积分原理比莱布尼茨创立的微积分具有更广泛的意义[6]，也就是说，用多重

级数研究 RH 比用奇异积分研究 RH 更具一般性，黎曼为此提出了如何判断函数的可积性问题。哥德尔

数可以将级数和积分两种研究方法设定为两种不同(不同数量的运算符号)的形式演算系统(记为 PM)，故

首先找出 RH的 PM再证明 RH 是一条比较简明的途径。

自从欧几里德证明了素数无穷，建立了欧几里德算法以后；伴随着每一次素数基本性质的发现，数

学的理论都会延伸出若干个庞大的理论体系。从类别上说，这些理论体系大致分为连续的和离散的两类，

从历史进程上说，这些理论体系的建立大致分为以下四个阶段：

第一阶段. 从欧几里德发现了算术基本定理，并建立了以五个公设为基础的逻辑体系开始，以笛卡

尔建立了直角坐标系为标志，数学逐步发展成为了代数和几何两大数学体系。

第二阶段. 从欧拉发现了素数的乘积公式

    1

:
1s s

n p
s n p

   
素数

，(n为自然数)

并建立了分析学开始(等价于用ε-δ语言替换第五公设)，以各种极限理论不断的完善微积分学说为标

志，数学也逐步进入连续性质研究的新层次。

第三阶段. 从高斯发现费马素数型的正十七边形的欧几里德画法和素数的互反律公式

     1 11 1
2 21 p qp q

q p
    

   
  

，(p,q为奇素数)
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并建立了二次同余理论开始，以阿贝尔和伽洛瓦证明了五次方程不可根式解和字符的各种元数学结

构理论(群论，格论等集合理论)的建立为标志，数学离散性质的研究不断进入了新的高度。

第四阶段. 从洛伦兹对相对性原理(包括非欧几何)的研究和哥德尔不完备性理论开始，以怀尔斯用自

守理论证明了费马大定理为标志，数学进一步开启了素数连续性质和离散性质相统一的理论研究。有关

素数的类域论从连续和离散两个方向对黎曼猜想的研究贯穿了这种统一理论的始终，至今方兴未艾。

由此可以看出，素数性质的新发现在数学的发展进程中起着关键的作用。寻找素数的新性质并由此

建立一种包括连续性质和离散性质的数学新理论是一项亟待进行的工作，黎曼猜想的证明也需要以素数

性质的新发现为基础。无论是用积分还是用级数研究黎曼猜想，首先需要讲清楚黎曼的变分思想。人们

通常用二元的 Stieltjes积分符号

   , d d ,
b d

x ya c
f x y x y 

表示黎曼的求和形式

   
,

11
,

, ,
m n

i j i j
i j

S f x y   

式中 ,i jx y 满足 ,i jx x y y  且 0 1 2 0 1 2,m ma x x x x b c x x x x d             ，同时 ,i j  满足

 1 1, 1, 2, , ; 1, 2, ,i i i i j jx x y y i m j n         。

对细分 ,x y的任意的 ,i j，如果当差值  11 ,i jx y 趋近于 0时，使得和式 S存在；则称

   , d d ,
b d

x ya c
f x y x y  为无限制积分。如果差值  11 ,i jx y 在满足条件

         11 1 1 1 1, , , , ,i j i j i j i j i jx y x y x y x y x y           

下，使得和式 S存在；则称 Stieltjes积分形式为限制积分。为了区分无限制积分(即：积分变量可以

是任意形式的函数)和限制积分(即：积分变量的形式是受限的，例如积分变量为不超过二次的多项式)，
人们在无限制积分前加通用符号“*”。限制积分保持形式不变。

如果可积函数  ,f x y 的满足有界的条件，人们把  ,x y 在 Vitali 意义上的变化记为 V  ；如果可

积函数不满足有界的条件，人们则把  ,x y 在 Frѐchet意义上的变化记为 F  。它们又可以分为两类，

一类是  ,f x y 不可分解为单变量函数的(有限次)乘积，另一类可分解为单变量函数的(有限次)乘积，即

       ,
s r

f x y g x h x ，后一类的特例是双线性泛函(即 1s r  )。
黎曼研究了函数

   
2

1n

nx
g x

n






的可积性，证明了   2 28g x n  ，得到了第二类无限制积分存在的例子。式中  x 等于 x减去最

靠近它的整数，如果存在两个同等靠近的整数则定义为 0。
黎曼进一步认为，可以从研究三角函数表示的函数开始，研究素数的分布规律。但是，把函数表示

为三角函数行为的结果，黎曼并没有做到使他满意的程度而公布。人们只能在他未发表的手稿中窥视黎

曼的思想。

为了直观，有些分析学家利用三角和方法研究黎曼猜想，他们首先设定相似直角三角形的三边[1]

1, 1, 1m n la b c  

式中 , ,m n la b c 为任意三角形的三边长度。
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然后设 1 , , 1x L x M N    和 LMN x ，最后对三角和

 
2 2

A , m n l
M m M N n N x y lmn x

M N a b c
      

   

的主项

    log A
l

l
c g O L L


 



 

进行估计，用来研究相邻素数之差。由此看出，黎曼假设的精髓是对 n维流形上可容许的度量关系

的研究[13]，即：需要假定曲线具有与其所在位置无关的度量，或者说每条曲线均可被其它曲线所度量。

具体来说就是，对于曲率 ，如果流形上 ds的表达式取下面的形式

 2
2

1

1
4

i

i

dx
x







那么度量关系可以由直角三角形的一个锐角或者等腰三角形的顶角给出，都可以作为圆弧的单变量

函数。

高斯研究了圆周率 与素数的关系，发现并证明了著名的二次互反定理。尽管人们把二次互反定理

推广为许多种广义的形式。作者研究了圆周率 与素数的关系，在得到莫来微分三角形定理的基础上，

发现了素数的一些新性质。进一步讨论了黎曼奇异积分的级数表达式问题[7]，用离散方法证明了黎曼猜

想。不仅如此，本文研究的内容也是近代物理学对数学理论研究的现实要求。

我们将以素数性质的新发现为基础，讨论有限条平行直线(有限的间距)相交于无穷远处的有限个点

(即：Helmholtz 和 Clifford的几何体系，又称为 Grassmann代数几何。也可以说是广义的欧几里得第五公

设)的问题，找出圆周上 J函数的平面表示法。由此建立的数学新理论(包括几何理论和代数理论)可以广

泛用于解决黎曼猜想在内的许多问题，它将带我们进入数学研究的新阶段。

首先，将拓展第五公设为：空间有线条平行直线相交于无穷远处的有限个点。在第五公设的拓展下，

寻找新的素数性质，扩充哥德尔数，完善元数学理论，研究莫比乌斯函数的连续性问题，最终解决 RH
等困难问题。这些内容作为数学发展的第五阶段基本合格。

3. 黎曼猜想的平面构形

3.1. greedy序列的素数新性质及其 Clifford链表示

首先阐述一个素数性质的新发现，其内容如下：

Erdos和 Turan定义函数  kr n 为：使得有 r个不超过 n的数的数列 1 21 ra a a n     必定包含一

个有 k个项的算术级数的最小的 r。我们只知道    kr n o n ，但是没人能给出它的估计。对此问题的猜

想是：

Erdos猜想：对任意给定的正整数 t，存在

    ln t
kr n o n n 

Odlyzko 和 Stanley 考察了用贪婪算法 (greedy slgorithm)构造出了正整数数列  kS m ：其中

0 11, 1a a m   ，而后面的每一项 1na  是大于 na 且使得 0 1 2 1, , , , na a a a  不包含有 k项算术级数的最小的数。

为了叙述方便，我们将原定义的序列前两项 0 11, 1a a m   修改为 0 1, 0a m a   ，使得数列  kS m 的每

项的数值均比原来的小 1m ，也就是把数列  kS m 向负方向平移了 1m 个单位，这种修改使得不包含有
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k项算术级数的性质不变。因此除非特殊需要，仍然用  kS m 表示与序列整体平移无关的这一类数列。例

如

 3 1 : 1,0,2,3,8,9,11,12,26,27,29,30,35,36,38 ,39,80,81,83,84,89,90,92,93,107,S  

 3 4 : 4,0,1,3,7,8,12,19,22,27,29,33,34,40,45 ,52,69,74,76,81,91,95,102,120,S  

 4 1 : 1,0,1,3,4,6,7,8,13,14,15,17,24,25,27,2 8,29,32,35,47,48,49,51,52,54,S  

如果 m是 3的幂，或者是 3的幂的两倍，序列  3S m 的元素刻画起来比较容易，例如  3 1S 的通项表

示为 0 1 2
1, 0, 3 1k

ka a a     ，在这里 k表示使项数为整数非负实数。对于任意整数 m，  3S m 的增长率

似乎是相同的，但是没人给出证明。Stanley引入了“对数密度”的概念，称  3S m 项数的增长率为“对

数密度”。作者不愿意沿袭旧的术语，原因是采用对数密度的术语，不过是出于习惯而非恰当。作者把

“对数密度”应用到圆周上，给出“轴角密度”的新术语。采用新术语不仅仅是词语的选择问题，其揭

示的哥德尔数的意义也为后面的许多定理所应用，尽管它与“对数密度”没有本质的区别。顺便指出，

轴角密度的定义属于有限置换群的对称性质，而不涉及有限 P群等离散数学的更多概念。下面就我们就

引入轴角密度的概念。

从正 3r边形上的任意一个点开始，同方向(例如顺时针)顺序标记自然数1,2,3,，在反方向标记两个

初值-m和 0，并用同余数表示。当 1r  时，根据模 3的同余数把  3S m 的数列分为了三种同余数列。文

献[14]已经证实，如果 m是 3 的幂，或者是 3的幂的两倍，那么其中一种同余数列不包含  3S m 的任意

元素，是空集；其它两种同余数列与  3 1S 数列的整数倍仅相差一个确定的整数，称这种性质为线性分类

(参见定理 3.8)。例如：

 3 2 : 2,0,1,4,7,9,10,12,25,27,28,30,34,36,37 ,39,79,81,82,84,88,90,91,93,106,S  

模 3余 2的同余数列为空集，模 3余 1和模 3余 0的同余数列分别为上述数列的偶数项和奇数项。

例如：  3 2S 的偶数项同余数列

2,1,7,10,25,28,34,37,79,82,84,88,90,91,93,106, 

是由  3 1S 的每项乘 3加 1得到的。即

2 1 3 1,1 0 3 1, 7 2 3 1,10 3 3 1, 25 8 3 1,                 

由此，Stanley提出了如下的分类法则，他把序列  3S m 分为两类：第一类的 greedy序列存在规律的

结构形式并满足条件

2 2log 3 log 31
2 nn a n  

第二类的 greedy序列满足

2

logn
na O
n

 
  

 

Stanley用指数项描述上述非空分类数，并称 2log 3为第一类的 greedy序列“对数密度”。显然，存

在空集的  3S m 为第一类，不存在空集的  3S m 为第二类。

在正 3r 边形上表示线性分类，可以把 r设为充分大，把等差数列的任意差值转换为正 3r 边形的圆周

角(3为轴，r为角；简称轴角)。也就是说，Stanley序列  3S m 的任何分类(包含自身)都不包含有 k个连

续相等的圆周角。这些圆周角既可以对应正 3r边形的一个边，也可以对应正 3r边形的几个边，或者这些
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圆周角再添加上 2k。因此把一条轴线弯曲成一个圆周，用“轴角密度”替换“对数密度”之后，两者

没有区别，仅仅是把等差数列的公差值替换成用角度表示的角度差值。但是，引入正 3r 边形的新变量 r
又是重要的，因为它能帮助我们研究两种分类的中间状态—分数表示的空集。其中如何构造出所有第一

类的 greedy序列是需要解决的关键问题之一。作者发现和证明了正 3r 边形上的轴角密度可以推广为正 rp
边形上的轴角密度，式中 p为素数。得到了：

定理 3.1(素数的新性质之一)：当 m为大于 3的素数且 k为正整数时，  kmS m 为第一类的 greedy序
列；当 m为大于 3的合数且 k为正整数时，  kmS m 为第二类的 greedy序列。

第一类 greedy序列  0pS 的表达式是简单的。方法是：首先把数列  0pS 的任意项
 1 k

k
p

a p


 的下标

用进位数  1p  表示出来，即：

       2
2 1 0 0 1 21

1 1 1 i
k kp
b b b b b b p b p b p


           

式中 20 2b p   ，为整数。

然后计算下标为  2 1 0 1i p
b b b b


  项数的 ia 值。即：

  2
2 1 0 0 1 2

i
k kpb b b b b b p b p b p        

例如：当 5p  时，可以简单给出数列  0pS 的前面几项的十进数是：

0,1,2,3,5,6,7,8,10,11,12,13,15,16,17,18, 25,26,27,28,30,31,32,33,35,36,37,38,40,41,42,43,
45,46,47,48,50,51,52,53,55,56,57,58,60,61,62,63,65,66,67,68,70,71,72,73,75,76,77 ,78,80,81,82,83,
105,106,107,108,110,111,112,113,115,116,117,118,120,121, 122,123,125,126,

由轴角密度的定义我们发现，序列    1
k

pS p 与    1 0pS  的区别只是 kb 项的完全剩余类的标注不同而

已，或者说，模 kp 同余为零的那些 ia 数值均减去了 kp (见蓝色的数值)，其余 ia 数值不变。当 5, 2p k 

时，数列  kpS p 为：

, ,1, 2,3,5,6,7,8,10,11,12,13,15,16,17,18, , 26,27,28,30,31,32,33,35,36,37,38,40,41, 42,43,
, 46,47,48, ,51,52,53,55,56,57,58,60,61,62 ,63,65,66,67,68,70,71,72,73,76,77,78,80, 81,8
25 0 25

50
1

2,83,
,105,10600

45
,107



,108,110,111,112,113,115,116,117,118,120 ,121,122,123,126,

容易证明，由线性分类得到的这个数列满足贪婪算法，由此我们可以将第一类 greedy数列的条件改

进为 2。

   1 1log log1
2

p pp p
nn a n   

利用轴角密度的定义，我们从第二类 greedy序列  pS m 中剥离出了一些满足
2

logn
na o
n

 
  

 
条件的第一

类 greedy数列。也就是说，如果 r充分大，序列  pS m 的每一分类或者存在分类空集，或者存在项数小于

与素数密度成正比的一个无穷小函数  r 。进一步，可以研究 m为向量时 greedy序列  pS m 的分类 3。

Euler发现了分拆公式：

2 2 3 6 6 9 10 11 1
1 3 4 5 7 8 9 12
         (3.1)

式中的分式由连续的奇素数构成，方法是，分奇素数成相差为 1的两个数之和，4除得尽的偶数做

分母，4除不尽的偶数做分子。

2利用轴角密度的定义，可以比较容易给出的数列  kpS p 属于第一类 greedy数列的证明。

3等价于研究项数为素数的归纳法—代数形式的第五公设。
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它揭示了第一类 greedy数列的轴角密度的同余性质。即：

定理 3.2(素数的新性质之二)：如果把 Euler 的素数分拆公式改写为

3 1 5 1 7 1 11 1 13 1 17 1 19 1 23 1 1
3 1 5 1 7 1 11 1 13 1 17 1 19 1 23 1
       

        
       



那么，当素数  43 mod 2r
ip  时，分子取 1ip  ，分母取 1ip  。当素数  43 mod 2r

ip  ，分子取 1ip  ，

分母取 1ip  ；式中 r在这里表示自然数。

利用同余性质可以只选取  0,1,2,3 mod 4r  四个数。进一步研究无穷乘积函数

    
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

3 5 7 11 13 17 19
3 5 7 11 13 17 19

r r r r r r r
F r

r r r r r r r
      


      

      
       

      


的敛散性质是证明黎曼猜想的关键问题之一，公式中 r为与 相关的实数。

顺便说，无穷乘积的项通常是不可交换的。但是根据交错级数的性质，在与素数相伴的单变量符号

 r 不发生变化的、且有确定乘积长度的内部，乘积的项是可以随意组合的。利用这个性质，可以对

整数分拆进行插值，用单变量  r 替换 1就属于这种(插值后)连续的分拆函数。当然，我们也可以把证

明黎曼猜想的离散方法完全转化为(分拆函数的)微积分的证明方法，证明过程采用微积分虽然显得很深奥，

其结果也只是画蛇添足而已。因为分拆函数的微积分表达式需要引入(分析学的)大量的定义和概念，远不

如直接用分拆函数的限制条件表示微积分来的简单。

Clifford定理是说，若平面上任意三线不共点的 4条直线两两相交，由此形成 4个三角形；那么，分

别过这 4个三角形顶点的 4个圆共点(简称 4级点)，记为 P4；若平面上任意三线不共点的 5条直线两两

相交，由此形成 5个 P4点，那么这 5个 P4点共圆(简称 5级圆)，记为 Q5；进一步的，若平面上任意三

线不共点的 6条直线两两相交，由此形成的 6个 Q5圆共点；7个 P6点共圆；等等。这种点或圆可能不

止一个，因此符号 Pn,Qn表示的是某一级(n级)的点或圆。

上述过程又称为 Cliffor链定理，即：对任意正整数 1n  ，平面内任意三条都不共点且两两相交的

2n条直线产生的所有 2 1n 级 Clifford圆共点，称为这些直线的 2n级 Clifford点；平面内任意三条都不

共点且两两相交的 2 1n 条直线产生的所有 2n级 Clifford点共圆，称为这些直线的 2 1n 级 Clifford圆。

作者进一步研究了包含 1n  的 Cliffor链定理。在这种情形下，Clifford链定理的条件“平面内任意

三条都不共点且两两相交的 N条直线”相应的修改为：“三维空间中任意三条都不共点的有限条直线且

在平行平面内相交于有限个点(包括∞表示的点)”。它属于第五公设的一种拓展，作者由此开辟一条证明

黎曼猜想的新途径。

当 2n  时，可以用 0,1,2,3k  四个数分别表示平面上的四条轴线，如果再添加一条轴线，那么使得

五个这种点确定了一个五点共圆，添加的第五条轴线的方向可以用圆周的顺时针或逆时针表示。如图 1
和图 2所示；作者的研究表明，Euler的素数分拆公式(公式 3.1)可以用 Clifford定理进行解释和推广。

当轴线较多时，继续利用平面几何理论研究 Clifford链定理的更多性质变得越来越困难，因此人们

逐步把 Clifford链定理的研究方向拓展到用代数形式表示几何量的各种数学分支之中，特别是上世纪七

十年代年，文献[16]和[17]把 Clifford链定理与维数的递减和欧几里得度量空间的上界联系在了一起，由

此演化出许多新理论。令人意外的是，作者在简化黎曼猜想的证明过程中，又发现了有关 Clifford链的

一些新几何性质，发现了对已知几何性质的代数新解释，由此也极大的简化了黎曼猜想的证明过程。为

了叙述方便，我们沿用哥德尔数的记法和表示法原理，进一步阐述 Clifford链的新性质。
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Figure 1. Four circles in common and their numbers
图 1. 四圆共点及其编号

Figure 2. Five point common circle and its number
图 2. 五点共圆及其编号

为了研究 1n  (包括了 1n  )的 Cliffor链定理，称过任意 3轴线所成三角形顶点的圆为三角圆，称仅

有两个三角圆(包括仅有两条轴线相交的点)相交的交点为三角点。三角圆和三角点统称为平凡的圆点(平
凡圆或平凡点的简称)；否则称为非平凡的圆点。显然，Clifford点或 Clifford圆均为非平凡的圆点。

为了研究平凡的的圆点与非平凡的圆点之间的联系，需要把 Clifford 圆点划分为两类。轴线不过
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Clifford 点而生成的新 Clifford 圆点称为第一类圆点，轴线过(一个或两个)Clifford点而生成的新 Clifford
圆点称为第二类圆点。

第二类圆点是 Clifford圆点的特殊情形，可以用来研究两个变量的曲面参数方程。高斯证明了三维

坐标 , ,x y z可以表为两个变量 ,p q的一阶和二阶偏导数，并推导出“曲率测度在曲面上等距不变”的重要

结论。黎曼吸收和发展了高斯的曲率学说，建立了非欧黎曼几何理论、高维流形的一般理论和复平面上

的解析理论；RH 就是这些理论指引下的直观发现。

为了说清楚包括了 1n  的 Cliffor链拓展定理，首先需要说清楚平凡的的圆点与非平凡的圆点之间的

联系。在图 1中，我们用  Q 0,1,2 表示过轴线号 0,1,2的交点所成的三角圆，三角圆简记为 Q(3)3或 Q(3)，
圆 心 记 为 O3 ； 用  P 0,1,2,3 表 示 添 加 第 4 条 轴 线 ( 轴 线 号 3) 所 成 四 个 三 角 圆

       Q 0,1,2 ,Q 0,1,3 ,Q 0,2,3 ,Q 1,2,3 的 共 点 。 由 于 四 圆 共 点 ， 因 此 有

       P 0,1,2,3 P 1,2,3,0 P 2,3,0,1 P 3,0,1,2   ，简记为 P(4)4或 P(4)。添加第 5条轴线(轴线号 4)后，可

以分为 5组 4轴线。在图 2中，用 P(4)0表示用 0号轴线替换 4号轴线后的四圆共点，用 P(4)1表示用 1
号轴线替换 4号轴线后的四圆共点，等等。由此形成的 5组四圆共点又在同一个圆周上，简记此圆周为

Q(5)5或 Q(5)，其余类推。这种编号方式可以通过逐步添加轴线的方法表示出更多不在轴线上的 Clifford
圆点。称由某种轴线顺序确定的点为主共点，由某种轴线顺序确定的圆为主共圆。

主共圆点(主共圆或主共点的简称)是由逐步添加轴线得到的，与具体轴线的编号相关。因此可以按照轴

线编号的偶置换或奇置换分 Clifford圆点(主共圆或主共点)为两种。人们通常说这两种圆点的奇偶置换为同

调，类似于左手系和右手系的关系。这个问题过于复杂，需要时我们用±Q(n)m和±P(n)m加以区分。主共圆

点与 Clifford圆点的两种分类无关，与“高斯曲率不随曲面的弯曲而变”相当，刻画了高维流形的内在秉性。

Figure 3. Trigonometric circles of seven axes and their ordinary intersections
图 3. 七条轴线的三角圆及其平凡交点

显然，主共圆点是由轴线排列确定的 Clifford圆点的一个“分枝”，其中最大主共圆点是唯一的。

最大主共圆点的唯一性与代数基本定理相当，非常重要 4；但是，由于最大主共圆点的唯一性不像代数基

4主共圆点的唯一性是代数基本定理的对偶定理。参见本文定理 4.1。
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本定理那样被广泛应用[18]，因此没有引起人们足够的重视。

为了说清楚上面的这些新概念，我们标记出有 7条轴线(参见图 3和图 4)的圆点和九条轴线的圆点(参
见图 5)及其相关名词。

有了上述这些定义，包括了 1n  的 Clifford点和 Clifford圆的所有信息都可以表示在了实平面上。

尽管随轴线数的增加，平面图变得越来越复杂；但是在这个实平面上可以将积分函数   1
0

dsJ x x x
   转化

为平面分层的级数形式，用来研究实的整函数只有实零点的几个充要条件，并将这些条件应用于 RH，直

观的说明用歌德尔数表示的 RH 的证明过程。

由于函数   1
0

dsJ x x x
   的可积性依赖于 s的有限个余项

  1 2cos log1 2
log log

x x
x x

 

 

的求和，因此第二类 Clifford 圆点具有“周期”性(这一点也是需要详细证明的 5)。第二类 Clifford
圆点揭示的是平凡圆点与非平凡圆点之间的联系，我们的研究对象均限定为第二类 Clifford圆点。

Figure 4. Nontrivial cliffor points of seven axes
图 4. 七条轴线的非平凡 Cliffor圆点

我们可以用组合数
2
1
n 

 
 

或
2 1
1
n  

 
 

表示奇数或偶数的轴线数量，并用
2
m 
 
 

或
3
m 
 
 

表示 m条轴线的三

角点和三角圆的数量。通过繁琐的作图，容易发现(给出包括∞点的严格证明并不容易)：

定理 3.3(Clifford链的计数定理)：如图 4所示，2n条轴线的 4级 Clifford点的数量为
2 2

2 4 4
n n

n
   

      
。

2 1n 条轴线的 5级 Clifford圆的数量为
2 1 2 1
2 5 5
n n
n
    

      
。

5高斯在[算术探索]一书中对周期性质进行了类似的说明；但是既不直观，也不严密。实际上，作者在严密证明周期性的过程中，

发现证明了许多重要的定理。
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更易一般的，当轴线数量不分奇偶时，由
1
n 
 
 

条轴线上的任意三角圆的交点总数为
2
n 
 
 

个，不在
1
n 
 
 

条轴线上的所有三角圆所成的 4级 Clifford点的总数为
4
n 
 
 

个。类似的，不过
1
n 
 
 

条轴线交点的所有 5级

Clifford圆的总数为
5
n 
 
 

个。

综上所述，添加轴线的方向确定共圆的半径，添加轴线的平移确定共圆上的弧角。对于整数轴线，

Clifford点或 Clifford圆的性质给出了组合恒等式
m m
r m r

   
      

成立的事实；然而，三角圆的推论 3.1涉

及到有理数幂和负整数幂的二项式定理。因此，在 Clifford链上解释组合恒等式
m m
r m r

   
      

恒成立(m,r

在这里为有理数)的情形并不是简单的，作者已经对此作了前期研究。相关的问题是：

A．2n 条轴线的 2m 级非平凡 Clifford点的数量怎样计算？2n+1 条轴线的 2m+1 级非平凡 Clifford
圆的数量怎样计算？

B．如果 A存在计算公式，计算公式中的数组变量(m,n)如何拓展为有理数组或者拓展为高斯整数？

Figure 5. Ordinary intersection of nine axes and their eight circles in common
图 5. 九条轴线的平凡交点及其八圆共点

对于问题 A，为了用线性(包括指数线性)的方法在两个组合数
2
4
n 

 
 

和
2 1
5
n  

 
 

中间插值，我们将共点

或共圆表述为：设 2
1

q  
    
 
 

表示轴线的数量为
2
q 
  

，将
2
q 
  

条轴线形成的
2
q 
  

级三角圆点的数量统一表示

为 2
1,2

q  
    
 
 

，将
2
q 
  

条轴线形成的
2
q 
  

级 Clifford圆点的数量统一表示为一个变量 2
4,5

q  
    
 
 

。以后在定理 3.5

中我们将看到，这种表示法是非常恰当的。
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对于问题 B，如果用 p 表示  级 Clifford圆，用 g 表示 级 Clifford点，需要研究如何拓展整数组

 ,  的问题。当  ,  拓展为有理数组时，Clifford链与超 Catalan数为偶数的猜想相关；当  ,  拓展

为高斯整数组时，Clifford链与函数  s 的平凡零点和非平凡零点的对应性质相关。由于拓展过程极为

复杂，因此将在后面继续讨论这部分内容。
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