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Abstract 

On the basis of the derivation of several improved formulas of universal gravitation, by comparing 
their specific forms, for considering repulsive force in the opposite direction of gravity (namely air 
resistance), the more accurate gravitational formula of apple falling can be obtained. 
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摘  要 

在导出几个改进的万有引力公式的基础上，通过比较其具体形式，考虑苹果下落时所受到的与引力方向

相反的斥力作用，亦即空气阻力，可以得到苹果下落时较精确的引力公式。 
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1. 引言 

对于引力相互作用的探讨，是一个永远不会完结的课题。但是人们在探讨引力相互作用时，往往忽略一些

不应忽略的因素；例如在地球上讨论苹果下落问题时，往往忽略空气阻力等等因素，然而实际情况是这些因素

根本不应忽略；有鉴于此，本文讨论苹果(或其他物体)下落时，考虑空气阻力而得到的较精确的引力公式。 

2. 几个改进的万有引力公式 

因为与本文关系密切，所以先将参考文献[1-3]中导出的几个改进的万有引力公式简述如下。 
对于水星近日点进动问题和光线近日偏折问题，可以得出了如下改进的牛顿万有引力公式 

2 2

2 2 4

3GMm G M mpF
r c r

= − − −                                    (1) 

式中：负号表示两物体之间的作用力为吸引力； 为引力常数；M 和 m 为两物体的质量；r 为两物体间的

距离；c 为光速；p 为质量为 m 的物体在质量为 M 的物体的引力场中沿圆锥曲线或近似圆锥曲线运动时

所得到的半正焦弦，而且有： ( )21p a e= − ，对于椭圆； ( )2 1p a e= − ，对于双曲线； 2 2p y x= ，对于

抛物线。应用上式求解水星近日点进动问题和光线近日偏折问题，所得结果与广义相对论完全一致。 
对于如下实例，改进的牛顿万有引力公式为另一种不同的形式，而且同时得到改进的牛顿第二定律。 

 

 
Figure 1. A small ball is rolling from A to B 
图 1. 小球从 A 滚动到 B 

 

如图 1 所示，设有一条从 A 到 B 的直线(实际上是一个斜面)，考虑小球沿直线从 A 滚动到 B 的情况。

设当小球位于 A 点时，其初速度为零。假设小球可以视为质点，因而转动能可以忽略不计，摩擦作用也

忽略不计。 
设圆 O'代表地球。地球的质量为 M，小球的质量为 m。设 AO'为一条铅垂线，x 坐标与 AO'垂直，y

坐标与 x 坐标垂直(与 OB 重合)。BC 与 OB 垂直。OA，OB，BC，AC 的长度均为 H，O'C 的长度等于地

球半径 R。假设从 A 到 B 的直线以及 x-y 坐标均以某种方式固定于地面，因此可以不考虑地球的运动而

只考虑小球在 x-y 坐标中的运动。 
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经过求解，得到变维分形形式的改进的牛顿第二定律如下 
81 8.85 10 uF ma
−+ ×=                                         (2) 

式中：变量 u 为小球滚下的水平距离( u x H= + )。 
同时得到变维分形形式的改进的万有引力公式如下 

132 2.71 10 u

GMmF
r

−− ×
= −                                        (3) 

式中：变量 u 为小球滚下的水平距离( u x H= + )。 
另外，对于图 2 所示小球(对于苹果也是一样)在地球引力场中自由下落的情况，应用能量守恒定律导

出了原有的万有引力定律和牛顿第二定律。 
如图 2 所示，设圆 O'代表地球。地球的质量为 M，小球的质量为 m。设 AO'为一条铅垂线，y 坐标

与 AO'平行。AC 的长度为 H，O'C 的长度等于地球半径 R。假设可以不考虑地球的运动而只考虑小球在

地球引力场中的自由下落(从点 A 到点 C)。 
假设万有引力定律中的有关指数是未知的，只知道公式的形式为： 

D

GMmF
r

= −                                          (4) 

式中：D 为待定常数。 
类似地，假设牛顿第二定律中的有关指数也是未知的，只知道公式的形式为： 

DF ma ′=                                           (5) 

式中：D'为待定常数。 
 

 
Figure 2. A small ball is falling in gravitational field of the Earth 
图 2. 小球在地球引力场中自由下落 

 

应用能量守恒定律，对于小球下落的全程(从点 A 到点 C)，可以导出牛顿第二定律，亦即导出 1D′ = ；

但是仅对于小球从 A 点自由下落一段极短距离 Z∆ ，到达端点 P'时的情况，可以导出万有引力定律，亦
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即导出 2D = 。 

3. 考虑空气阻力时的引力公式 

与实际情况相比较，上述所有的公式都有一个共同的不足之处，亦即都没有考虑空气阻力。据此，

我们先确定考虑空气阻力时引力公式的形式。 
经过与上述改进的万有引力公式相比较，可以认为在原有的万有引力公式中增加修正项的做法是可

取的。另外，改进的公式在苹果(或其他物体)处于静止状态时，应能还原到原有的万有引力公式，亦即应

该含有下落距离 y 的项。 
由于空气阻力的方向与吸引力相反，属于斥力，参照公式(1)的具体形式，改进公式应取为如下形式。 

2 4

GMm kGMmyF
r r

= − +                                      (6) 

式中，y 为下落距离， y R H r= + − ， 0 y H≤ ≤ ；k 为待定常数；显然，当 0y = 时就还原到原有的万有

引力公式。 
由此可得 

( )
2 4 3

kGMm R HGMm kGMmF
r r r

+
= − + −  

据此得引力势能为 

( )
3 23 2

kGMm R HGMm kGMmV
r r r

+
= − + −  

根据能量守恒定律可得 

( ) ( )2
3 2 3 2

1
23 2 3 2P

O A O PO A O A O P O P

kGMm R H kGMm R HGMm kGMm GMm kGMmmv
r rr r r r′ ′′ ′ ′ ′

+ +
′− + − = − + −  

式中， Pv′ 为苹果(或小球，或其它物体)位于 P 点时的速度。 
现在我们根据苹果(或小球)降落到地面(位于 C 点时)的速度 Cv′ ,来确定待定常数 k。需要说明的是，确

定 Cv′ 可以有两种方法：理论方法和实验方法，但是目前只能应用实验方法。 
确定待定常数 k 的方程为 

( )
2

2 2 3

1
26 36

C
kGM kGM kGMH GM GMv

R H RR RR H
′− − = + −

++
 

假设 Cv′ 已经用实验方法测定，于是可以解出 k 值。 

( )

2

2 2 3

1
2

6 36

C
GM GMv

R H Rk
GM GM GMH

R RR H

′ + −
+=

− −
+

 

简化后可得 

( )

( )

2

2 3

23

1
2

3 2
6

C
GMH v

R R H
k

H R HGM
R R H

′−
+

=
 + 
 + 

 

4 
HANS PrePrints | https://doi.org/10.12677/hans.preprints.51005. | CC-BY 4.0 Open Access | rec: 4 April 2020, publ: 7 April 2020 

 



HANS Preprints                                             NOT PEER-REVIEWED 
汉斯预印本                                                                          未经同行评审 
 

4. 结论 

1) 考虑空气阻力，确实可以得到苹果下落时较精确的引力公式。 
2) 对于不同材质的物体，例如木球和铁球，其落地时的速度是不一样的，因而其对应的引力公式也

是不同的。 
3) 由于仅仅在下落前以及落地时满足能量守恒定律，因此本文所得到的公式仍然可以进一步改进。 
4) 严格地讲，本文所得到的公式为综合引力公式；由于确定待定系数时应用了实测数据，因而除了

考虑了传统意义上的“纯粹引力”和空气阻力的共同作用以外，还相当于考虑了其它各种因素的影响(包
括某些目前还不知晓或者还没有考虑的影响因素，例如物体下落时温度可能会上升等等)，不过其它各种

因素的影响应该是小于空气阻力的影响。 
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