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Abstract 

When all four vertices of any tetrahedron are located on a three-dimensional sphere, this paper 
gives a method to judge whether the tetrahedron is a orthocentric tetrahedron. 
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摘  要 

当任意四面体的四个顶点都位于某个三维球面上时，本文给出了判断该四面体是否为垂心四面体的判别

法。 
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1. 引言 

当任意四面体 ABCD 内接于球面 O，设该球面半径为 
.R= = = =OA OB OC OD  

2. 垂心四面体的外心角余弦定理 

2.1. 外心角余弦定理 

当任意四面体 ABCD 内接于球面 O，该四面体为垂心四面体的充要条件为： 
cos cos cos cos cos cos .AOB COD AOC BOD AOD BOC∠ + ∠ = ∠ + ∠ = ∠ + ∠  

2.2. 证明 

根据垂心四面体的性质有 [1]： 
2 2 2 2 2 2 .+ = + = +AB CD AC BD AD BC  (1) 

再根据三角形的余弦定理有： 

( )2 2 2 22 cos 2 1 cos ;AOB R AOB= + − ∠ = − ∠AB OA OB OA OB  

( )2 2 2 22 cos 2 1 cos .COD R COD= + − ∠ = − ∠CD OC OD OC OD  

把上面两式代入(1)得： 
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消去 R 并化简上式有： 
cos cos cos cos cos cos .AOB COD AOC BOD AOD BOC∠ + ∠ = ∠ + ∠ = ∠ + ∠  

命题充分性已得证。同理，命题必要性易证，从略。 

3. 外心角余弦定理的向量形式 

3.1. 球内接垂心四面体的向量式判别法 

当任意四面体 ABCD 内接于球面 O，该四面体为垂心四面体的充要条件为： 
.⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅OA OB OC OD OA OC OB OD OA OD OB OC  

3.2. 证明 

由于 
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又根据垂心四面体的外心角余弦定理，有： 
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对上式进行化简可得： 
.⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅OA OB OC OD OA OC OB OD OA OD OB OC  

命题充分性已得证。同理，命题必要性易证，从略。 

3.3. 推论 

若垂心四面体 ABCD 内接于球面 O，则有： 

( ) ( ) , .⋅ − = − ⋅ ⋅ = ⋅即OA OB OC OB OC OD OA BC BC OD  
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