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普朗克常数不具有唯一性
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摘 要

在质量与其他物理量无关的前提下，可以证明量纲关系“能量 ≡ 质量 × 速度 × 速度”，以该关系为

基础可以导出动量，动量对时间求导得到牛顿第二运动定律。基于牛顿第二定律定义的力的量纲，可以

提出基本引力禀性常数的概念，导出一般形式的引力定律，其特例是万有引力定律。在引力定律的基础

上，可以导出库仑定律。基于库仑定律可以导出普朗克常数的概念。在动量和普朗克常数的基础上，可

以导出不确定性原理。指出了普朗克常数不具有唯一性。
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Abstract
On the premise that the mass is independent of other physical quantities, the dimensional relation
“energy ≡ mass × speed × speed” can be proved. Based on this dimensional relation, momentum
can be derived, and Newton’s second law of motion can be obtained by deriving momentum from
time. Based on the dimension of force defined by Newton’s second law, the fundamental
gravitational intrinsic constant can be proposed. The general form of gravitational law is derived,
and its special case is the law of universal gravitation. Based on the law of gravitation, Coulomb’s
law can be derived. The concept of Planck’s constant can be derived based on Coulomb’s law. On
the basis of momentum and Planck’s constant, the uncertainty principle can be derived. It is
pointed out that Planck’s constant is not of uniqueness.
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1. 引言

普朗克常数在现代物理理论中具有基础性地位。普朗克常数的概念可以从量纲关系“能量 ≡ 质量 ×
速度 × 速度”开始逐步导出，即首先导出牛顿第二运动定律，在此基础上引入立体角的概念可以推导出

一般形式的引力规律，引入带电的质量体可以导出库仑定律，至此可以导出普朗克常数的概念。本文的

分析表明，普朗克常数不具有唯一性。

2. 基于量纲关系“能量 ≡ 质量 × 速度 × 速度”推导牛顿第二运动定律

物理量的基本属性称为量纲，它们是物理量的度量单位。量纲分析是通过分析问题所涉及物理量的

属性来建立因果关系的方法[1]。通过量纲分析可以判断事物间数量关系所遵循的一般规律，甚至有可能

提供理解或者寻找某些物理现象内在规律的线索。

国际单位制将量纲分为基本单位、导出单位和辅助单位。基本单位包括质量(千克，kg)、长度(米，

m)、时间(秒，s)和电流(安培，A)等七个物理量。基本单位彼此独立。导出单位和辅助单位均由基本单位

组合而成。把函数概念映射到量纲，则基本单位属于自变量，导出单位和辅助单位属于因变量，导出单

位和辅助单位是基本单位的函数，基本单位彼此独立意味着一个基本单位不是另外一个者几个基本单位

的函数。

数学化是现代科学的特点之一。物理的数学化首先是量纲的符号化。例如，将质量记为 M，将长度

记为 L，将时间记为 t，等等。

相同的量纲可以构成等价关系，例如

质量 质量， 长度 长度 (1)

这里用“≡”表示量纲意义上的等价关系。量纲相同不一定量值相等。本文用符号“=”表示量值或

者数值意义上的等量关系。等价关系“≡”是否可以直接过渡到等量关系“=”？对于这个问题现有物理

理论并没有“可以”或者“不可以”这样的统一答案。在一些情况下不可以从等价关系“≡”直接过渡到

等量关系“=”，而在另外一些情况下可以从等价关系“≡”直接过渡到等量关系“=”。例如，长度连乘

三次是体积的量纲，也是体积的计算方法，即

3m       体积 长度 长度 长度 体积 长度 长度 长度 (2)

一定的质量占有一定的体积。“质量”与“体积”融合在一起形成“质量体”的概念[2]。物质是运

动的等效于质量体是运动的，运动的快慢程度可以用速度来描述。长度与时间之比定义为速度(u)，

m
s

 
长度

速度
时间

(3)

物质/质量体的运动速度称为物理速度。本文所称的速度主要指物理速度。速度属于可以从等价关系

“≡”直接过渡到等量关系“=”的情况，故有

d
d

L Lu u
t t

      
长度 长度

速度 速度
时间 时间

(4)
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其中引入求导是因为质量体的运动距离随着运动时间而变化，用数学语言表达就是运动距离是运动

时间的函数，于是距离可以对时间求导，求导得到的速度也是时间的函数。

速度与时间之比定义为加速度(a)，即有

2

m
s

 
速度

加速度
时间

(5)

加速度属于等价关系“≡”可以直接过渡到等量关系“=”的情况。因为速度是时间的函数，故速度

可以对时间求导，加速度可以表达为速度对时间的导数，即

d
d

u ua a
t t

      
速度 速度

加速度 加速度
时间 时间

(6)

经过简单的分析可以证明下列量纲关系[2]

  能量 质量 速度 速度 (7)

在国际单位制中能量量纲为焦耳(J)，并有

 21 J 1 kg m s  (8)

式(7)成立的前提是认可质量不是能量的函数、质量不是速度的函数，实际上这是国际单位制“基本

单位彼此独立”的反映。

如果认可量纲基本单位彼此独立，则一个基本单位不是其他一个或者几个基本单位的函数。于是基

本单位质量不是基本单位时间的函数，故质量对时间的导数等于零，即有

d 0
d
M
t
 (9)

在式(7)两端除以速度，有

 
能量

质量 速度
速度

(10)

能量与速度之比定义为动量，即有

 动量 质量 速度 (11)

在现有物理理论中，“质量×速度”不仅是动量量纲的定义，还被直接规定为动量数值的计算方法，

即式(10)和(11)中恒等号“≡”可以直接换成等号“=”。将动量记为 p，于是有

p Mu      动量 质量 速度 动量 质量 速度 (12)

注意到式(12) p=Mu中含有速度，将该式两端对时间求导，并引入式(9)和(6)，则有

 dd d d d 0
d d d d d

Mup u M uM u M u Ma F Ma
t t t t t
         (13)

将质量 M与加速度 a的乘积Ma定义为力 F，这就是牛顿第二运动定律[3] [4]。
将有关量纲代入式(13) F = Ma，有

2

mN kg
s

  (14)

式(14)定义了力的量纲——牛顿(N)。从式(14)可以看到，力的量纲是质量、长度和时间这三个基本

单位的组合。
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3. 基于立体角概念推导一般形式的引力定律

引力性是质量体的本征属性之一，它是一个质量体对其他质量体呈现出来的吸引作用。只要有质

量就有引力向外扩散。一个质量体的引力仅与其自身的质量有关，与其他质量体的质量无关。为了描

述引力性，作者引入了“基本引力禀性常数(fundamental gravitational intrinsic constant)”的概念[5] [6]。
假定 1 kg 质量所固有的引力禀性为Λ(N)，两者在量值上通过一个待定常数Γ联系在一起，即

   1 kg N   (15)

于是

 
 

N N
1 kg kg


  

   
 

(16)

将Γ称为基本引力禀性常数，其量纲为牛顿/千克(N/kg)，即

N
kg

Γ  (17)

将质量为 M (kg)的质量体对应的引力记为 FM，则有

MF Γ M  (18)

式(18)表明，一个质量体的引力性的大小或者引力总量与该质量体的质量成正比，质量越大、引力越大。

如果质量 M的取值为整个宇宙的总质量MU，相应有

UM UF Γ M  (19)

从式(19)可以看到，如果认可宇宙总质量 MU守恒，则宇宙总引力 FMU守恒。

在不考虑风力等外部因素影响的前提下，设想从一个距地面一定高度的浮空器上释放一个铅球，因

为不管从哪一个位置释放铅球，铅球都将往地面运动，而不是往地面相反的方向运动，说明在任何位置

均有引力，没有哪一个位置没有引力；另外只要高度相同，铅球在任何位置落到地面所需要的时间均相

等，这说明如果以浮空器所在高度画一个与地球同心的球面，在该球面上任何一点的地球引力数值均相

等。由此可以推断一个质量体的引力在空间均匀分布；若以该质量体为球心、任取一个长度为球半径画

一个球面，则在该球面上任一点的引力数值相等。球半径即为引力在某一段时间内的传播距离。

Figure 1. (a) Concept of solid angle; (b) The spreading process of gravitational circle forms a wave, which looks like
gravitational wave
图 1. (a) 立体角概念；(b) 引力圆扩散的过程构成波形，看起来像引力波
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球在平面上的投影为圆。为了画图简单，在图 1 中用圆来代表球面。以直角三角形的一条直角边为

轴旋转 360˚而成的几何体称为圆锥。用一个顶点与球心共点的圆锥去切割球面，圆锥切割下来的球面区

域称为球冠，该球冠对应的锥角Ω称为立体角，如图 1(a)所示，其大小为

2

A
r

  (20)

分母中的球半径或者距离项 r2 的量纲为 m2，分子中的球冠面积项 A的量纲为 m2，两者之比是一个

没有量纲的数(球面度)。
根据式(18)，总量为 FM的引力平均分布在整个球面上，立体角Ω对应的引力数值为

2

2 2
N mkg N
kg mM

AF F Γ M Γ M
r             (21)

即式(21)的计算结果仍为力的量纲，该式表明质量体在球面上的引力分布与立体角成正比。

在式(21)中，如果保留距离项 r2不变，将其他各项量纲代入并组合为下列形式

2 2 2

2 2 2

N m N m kgkg
kg kg

F
r r

 
       

 
  (22)

如果将式(22)中量纲组合项(N·m2)/kg2对应一个常数项G，则有

2 2 2

2 2 2

N m kg kg
kg

F G
r r

 
     

 
 (23)

如图 2(a)所示，如果立体角非常小，则定义立体角Ω投影的两条直线 OP 和 OQ 几乎合并为一条直线，

此时式(22)中表示立体角的下标Ω可以略去，即有

2 2 2

2 2 2

N m kg kg
kg

F F G
r r

 
      

 
 (24)

式(23)、(24)表明，质量体在空间某处的引力与质量的平方成正比，与距离的平方成反比；质量越大，引

力越大；距离越远，引力越小。应该指出的是，式(24)中虽然省略了立体角下标Ω，但是立体角概念的本

质依然存在。从因果关系的角度来说，立体角概念式(20)是原因，首先是因为立体角概念中引入了距离平

方项 r2，才演变出来后面的一系列表达式，它们的先后顺序不能搞反。

下面进一步讨论式(23)。如图 2(a)所示，从质量体 M1 画一个立体角Ω1 投射出去，在立体角Ω限定的

空间范围内没有其他质量体存在，则根据式(23)可以写出

1

22 2 2
1

1 12 2 2 2

N m kg kg
kg

M
F G G

r r r

 
       

 
  (25)

此时并不能因为立体角Ω1 内空无一物就认为其中没有从质量体 M1弥散出来的引力存在。

如图 2(b)所示，设在质量体 M1的立体角Ω1 内有一个质量体 M2，M1和 M2 之间的距离为 r。显然此时

质量体 M1 弥散出去的引力并不会因为其立体角Ω1 内存在其他质量体而发生变化，换言之，此时式(25)
仍然适用，此时质量体 M1在距离 r处的引力就是质量体 M2 感受到的质量体 M1的引力。

类似地，如图 2(c)所示，从质量体 M2 看质量体 M1，M1也位于 M2所张的立体角Ω2内，并有

2

22 2
2

22 2 2

N m kg
kg

M
F G

r r

 
     

 
 (26)
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此时质量体 M2 在距离 r处的引力就是质量体 M1感受到的质量体 M2 的引力。从式(25)和式(26)可以

看到，当 M1≠M2时
1 2

F F  ，即不同质量的两个质量体彼此感受到的引力不相同。

Figure 2. (a) There are no other mass bodies in the solid angle Ω1 subtended by mass body M1; (b) There is a mass body M2

in the solid angle Ω1 subtended by mass body M1; (c) The solid angle Ω2 of mass body M2 to mass body M1; (d) Solid angle
equals zero, i.e., Ω1 = Ω2 = 0; (e) Mass body M2 rotates around mass body M1

图 2. (a) 在质量体M1所张的立体角Ω1内没有其他质量体；(b) 在质量体M1所张的立体角Ω1内有一个质量体M2；(c) 质

量体M2对质量体M1所张的立体角为Ω2；(d) 立体角等于零，即Ω1 =Ω2 = 0；(e) 质量体M2围绕质量体M1旋转

如图 2(d)所示，在立体角非常小的情况下，从质量体 M1看质量体 M2，质量体 M2 看起来是一个点，

或者说质量体退化为质量点，从而形成质点的概念。类似地，在立体角非常小的情况下，从质量体 M2

看质量体 M1，质量体M1看起来也是一个点，于是质量体 M1和质量体 M2 相当于一条直线上的两个点。

这时式(25)可以写为

1

22 2 2
1

1 1 12 2 2 2

N m kg kg
kg

M
F F G G

r r r

 
        

 
  (27)
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对于质量体 M2，式(26)可以写为

2

22 2 2
2

2 2 22 2 2 2

N m kg kg
kg

M
F F G G

r r r

 
        

 
  (28)

上述情况可以合并为一个公式表达，

2

2M M
MF G
r

  (29)

即一个质量体在空间某一点处的引力值与该质量体的质量平方成正比，与质量体和该点之间的距离

平方成反比，这就是一般形式的引力定律，其中 MG 是待定系数。

上述公式中的 kg2被视为一个质量体的质量的平方；如果将 kg2 改写为 kg·kg，则与之对应的是两个

质量体的质量的乘积，据此可以写出

1 2
12 12 122 2

kg kg M M
F G G

r r


    (30)

以及

1 2
21 21 212 2

kg kg M M
F G G

r r


    (31)

比较一下式(30)和(31)的右端，可以看出两式均有一个相同项(M1M2)/r2，因此如果 12 21G G G   ，则

有 F1 = F2，这是只有 M1 和 M2两个质量体、并且质量体 M2围绕质量体 M1旋转的情况，如图 2(e)所示，

此时有

1 2

1 2
2M M

M M
F G

r
 (32)

这就是牛顿万有引力定律[3]，其中 G称为引力常数，其数值和量纲为

2
11

2

N m6.673 10
kg

G   
   

 
(33)

4. 基于引力定律推导库仑定律

电流与时间的乘积定义为电量，其量纲为库仑(C)，即

 1 C 1 A s    电量 电流 时间 (34)

电量与体积之比定义为电荷密度(ρ)，即

3

C
m

 
电量

电荷密度
体积

(35)

质量与体积之比定义为质量密度(d)，

3

kg
m

 
质量

质量密度
体积

(36)

假设质量体的密度 d是常数，根据式(36)可以写出

1 1d
M V

    
质量 质量密度

质量密度
体积 质量 体积

(37)
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万有引力定律式(32)考虑的是质量体不带电的情况，下面考虑质量体带电的情况。设体积为 V1、质

量为 M1 的质量体所带的电量为 q1，其电荷密度为ρ1，并有

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1

q d d
q M q

V M



    (38)

另设体积为 V2、质量为 M2的质量体所带的电量为 q2，其电量密度为ρ2，并有

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

q d d
q M q

V M



    (39)

将式(38)和(39)代入式(32)，有

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
02 2 2

1 2
M M

M M d d q q q q
F G G k

r r r 
 

      
 

(40)

其中

1 2
0

1 2

d d
k G

 
   (41)

代入式(33)给出的引力常数 G以及 d1、d2和ρ1、ρ2的量纲，可知 k0的量纲为

2 3 3 2
1 2

0 2 3 3 2
1 2

N m kg m kg m N m
kg C m C m C

d d
k G

 
  

        
 

(42)

为了描述方便，将与质量有关的力称为质量力，将与电荷有关的力称为电荷力。从式(40)可以看到，

通过调整系数 k0 的值，质量力可以通过电荷力来表达。在质量力小于电荷力的情况下，式(40)右端

(k0q1q2)/r2 表达的电荷力只是实际电荷力的一部分。实际电荷力为

1 2

1 2
2q q

q q
F k

r
 (43)

式(43)称为库仑定律，其中的 k称为库仑常数，并有

2
9

2

N m8.988 10
C

k
 

   
 

(44)

电荷力又称为库仑力。类似于一般形式的引力定律式(29)，一般形式的库仑定律可以写为

2

2q q
qF k
r

  (45)

式中 qk 为待定系数。

5. 普朗克常数不具有唯一性

在式(7)“   能量 质量 速度 速度”的两端乘以“时间”，可得

 2
   能量 时间 质量 速度 时间 (46)

将式(46)表达的量纲关系记为一个新量纲 h。根据式(4)，速度=长度/时间，故有

2

2

m mkg s kg m
ss

h       (47)
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即能量和时间的乘积等效于质量、速度和长度三者的乘积。

设有一个体积为 Vq、质量为 Mq、带电量为 q的质量体，其电荷密度为

3
C

mq q q
q

q q V
V

     
 

(48)

其质量密度为

3

kg 1
m

q q
q

q q q

M M
d

V V d
    
 

(49)

于是根据库仑定律式(45)有

 
22 22 22 2

2 2 2 2 4 2

1q q q q
q q q q q q q

q q

V M kqF k k k M c r
dr r r d r c


 

 
            

 


   (50)

从而有

 2q q
q

qq

F d
M c r c r

k 
 

       
 

 (51)

因为库仑定律是基于引力定律推导出来的，所以很自然地从引力定律出发也可以得到类似的关系。

对于一个不带电的质量体 M，基于式(29)可以写出

 2M

M

F
M c r c r

G
     (52)

比较式(51)和(52)，可见两者十分相似。下面仍然基于式(51)展开分析和讨论。

式(51)右端的(Mq·c·r)项是质量、光速和距离三项的乘积，它具有 h的量纲。光速 c是常数，当质量Mq

和距离 r的数值确定时，(Mq·c·r)项的数值也是确定的。将(Mq·c·r)项表示为两个数值 h和σ的乘积，即

qh M c r     (53)

其中，数值 h具有 h的量纲，数值σ无量纲。对于一个固定的(Mq·c·r)值，如果 h和σ两个系数值都不是固

定的，则 h和σ可以有无数多种组合；如果 h是固定的，则σ值随之固定，反之亦然，这时只有一种组合。

如果要用一个 h值去表达所有的(Mq·c·r)的值，则必然有部分σ值是整数、即(Mq·c·r)的值是 h的整数倍，

另外一部分σ值不是整数(包括σ值为小数的情况)、即(Mq·c·r)的值不是 h的整数倍。

另外可以看到 h没有最小值，给定一个 h值、总是存在比它更小的值，这意味着 h的数值不具有最

小性。最小性是唯一的，否则就不是最小性。h不具有最小性意味着 h不具有唯一性。

当 h取下列数值

346.626 10 J sh    (54)

这时的 h称为普朗克常数。

6. 推导不确定性原理

设质量体 Mq在距离 r处的运动速度为 ur，根据式(5)有
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ruc


 (55)

将式(55)代入式(53)可以写出

 1
q rr M u h


    (56)

根据式(12)，(Mq·ur)为动量，式(56)表明一个质量体在空间距离 r处的动量和空间距离 r的乘积除以

两个系数的结果等于普朗克常数 h。
如果记

1x r


  ， q rp M u  (57)

则式(56)可以写为

x p h  (58)

简单地从表面上看式(58)，它是指一个空间距离 x和动量的乘积等于普朗克常数 h，但是必须清楚这

个动量不是质量体在空间距离 x处的动量，而是质量体在空间距离 r处的动量。

物质波概念是

p h   (59)

将式(56)、(58)和(59)联立，有

rx


  (60)

即物质波的波长等于某一个空间长度，当该空间长度变化时物质波的波长也随之变化，显然这是不

合理的。另外，上节指出光子没有波长也没有频率，这也是与物质波概念矛盾的。总之，物质波是一个

不需要的概念[7]。
现有物理理论认为普朗克常数 h有一个特别的性质，即在基本物理常数中，它是一个最小的常数[8]。

如果普朗克常数 h是一个最小的常数，则有

x p h  (61)

下面引入测量的概念。由于对任何一个物理量进行测量都不可能得到一个绝对准确的数值，即使利

用最好的测量技术，测量值和真实值之间也存在差异或误差。本文用符号Δ表示误差。误差值与测量值具

有相同的量纲。引入误差项之后有

   x x p p x p x p x p x p              (62)

在式(62)给出的四项中，最小项是Δx·Δp，只有该项与普朗克常数 h可能存在“≥”关系，其他三项

与普朗克常数之间的关系都是“>”关系，即有

x p h   (63)

式(63)称为不确定性原理。上述结果是在普朗克常数 h具有最小性的前提下得到的。但是，因为普朗

克常数 h不具有唯一性，所以它就不是“最小的常数”，上述结果也就不成立，即式 (63)虽然具有一定

的物理意义，但是不足以成为一条物理原理。

如上所述，式(63)中Δx所在的空间位置并不是Δp所在的空间位置；如果要保持空间位置的一致性，

则应有
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1 r p h


   (64)

如果把 x换为 r，就可以在形式上写为

1 x p h


   (65)

毫无疑问，式(65)和式(63)是不一样的。

7. 基于普朗克常数推导光量子模型

普朗克常数 h由能量量纲和时间量纲构成，因此如果消掉其中的时间项，就可以用普朗克常数 h来
表达能量，即

1J s J s
s

h h E       (66)

式(66)中参数 v的量纲为 1/s，称为频率。因为 hv是能量，所以任何一个质量体的能量都可以表达为一个

比例系数 n与 hv之间的倍数关系即 nhv，n可能是整数、也可能不是整数(包括分数)。所有这些 nhv的数

值构成一个序列，其中 n为整数的数值只是该序列的一部分。n为整数时的 nhv就是普朗克提出的能量子

概念。

如果引入速度的量纲，再引入一个长度的倒数，也可以从普朗克常数中析取出能量的量纲。特别地，

当引入光速时，有

m 1J s J s
s m

hch E


        (67)

式(67)中参数λ的量纲为 m。

当用式(66)来描述一个以光速 c运动的质量体 M的能量时，相应的频率 v称为光子频率，参数λ称为

光子波长，并有

    
hv E

cvhc E 



  



(68)

从上述三个式子可以看到，光子波长λ、光子频率 v完成是为了利用普朗克常数 h来表达光子能量而

引入辅助变量或者辅助参数，它们本身并没有物理意义，换言之，作为物理属性的光子波长和光子频率

实际上并不存在。

波长和频率是描述波的两个参数，从逻辑上说，既然光没有波长和频率，那么光肯定不是波。这是

对波粒二象性的否定，也是对物质波概念的否定。光的波粒二象性理论可以修正为：光本质上是粒子，

在离光源较近的空间范围内、无数光粒子行为的统计平均呈现出波的特点[2]。

8. 对基本引力秉性常数的进一步分析

将式(8)定义的能量 J 的量纲引入式(47)，可知普朗克常数 h的量纲可以写为下列形式

2 2m mkg s kg
s s

h       
 

(69)

式(17)定义的基本引力秉性常数Γ的量纲可以分解为
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2 2

2 3

                           

                                                                 

N N m m s 1kg
kg s mkg m

                                    

h

Γ

 

                    
      





普朗克常数 的量纲 体积量纲的倒数

                   
                      



引力常数的量纲 速度量纲的倒数

(70)

如式(17)所示，基本引力秉性常数Γ是以 1kg 质量为基础来定义的。与 1kg 质量相对应的质量体无论

多少均占有一定量的体积，式(70)中的(1/m3)项通过体积量纲的倒数的形式反映了这一特征。

至此可以判断基本引力秉性常数Γ与引力常数 G、普朗克常数 h以及光速 c之间具有下列关系

 
11 34

52
8

6.673 10 6.626 10 1.4798 10 N kg
2.998 10

GhΓ
c

  
 

  
      


(71)

其中ζ是一个待定常系数。

从式(71)可以看到，尽管常系数ζ的具体数值有待确定，但是从它的构成关系来看，大概率可以判断

基本引力秉性常数Γ的数值小于普朗克常数 h的数值。当然认同这一点、特别是通过实验确定其具体数值

需要时间，毕竟基本引力秉性常数Γ是一个提出时间不长的新概念[5]。

9. 结束语

普朗克常数是量子力学的基础。量子力学被视为现代物理的两个支柱之一。不确定性原理和物质波

概念在量子力学中具有基础性的地位，“物质波以及波动现象在量子论里有较大的作用(参考文献[9]第
46 页)”，另一方面，不确定性原理“是量子力学的组成部分，同时也是它的天然而直接的结论(参考文

献[10]第 57 页)”。如果普朗克常数不具有唯一性，再加上不确定性原理没有唯一性以及不确定性原理和

物质波概念互相矛盾，量子力学理论基础的稳定性将受到影响。
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