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Abstract 
By discussing the form of new rock micro-unit strength based on intermediate principal stress 
criterion, which satisfies Weibull random distribution, and introducing a damage correction factor 
q, a statistical constitutive model of rock damage was developed based on the stress-strain curve 
of tri-axial tests for rocks. Moreover, the effect of the parameters of Weibull distribution and the 
damage correction factor on the model was studied. The model was rectified according to the 
properties of tri-axial stress-strain test curve of rock. Compared with the existing research results, 
this model can better simulate the rock strain softening under low confining pressure. Therefore, 
this model has broad prospects for application. 
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摘  要 

从探讨基于中主应力效应的新的岩石微元强度表示方法及其服从Weibull随机分布的特点出发，并引入

损伤修正系数 q ，基于岩石三轴应力应变试验曲线，建立了岩石损伤统计本构模型。在此基础上，重点

研究了Weibull分布参数以及损伤修正系数对岩石损伤本构统计模型的影响，并结合岩石三轴应力应变

试验曲线的特点，对岩石损伤本构统计本构模型进行了合理修正。与试验结果及前人研究结果比较，该

模型可以更好地模拟岩石在低围压下应变软化的情况，具有广阔的应用前景。 
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1. 引言 

天然岩石由于成岩作用和成岩环境的不同导致其内部往往含有大量的孔隙、裂隙等缺陷，这些缺陷

一般分布在整个岩石材料之中。在外部荷载作用下，材料的细观结构中可以发生缺陷的形核、长大等不

可逆的热力学耗散过程，在宏观上通常表现为材料力学性能的裂化直至破坏，而这种过程称为材料的损

伤[1]。针对这些损伤，学者们提出了各种损伤模型[2]-[6]。 
纵观现有强度模型研究，最常用的是 Mohr-Coulomb 准则和 Drucker-Prager 准则，前者因没有考虑中

主应力的影响，计算结果偏于保守，而后者视中主应力与最小主应力对强度的影响一样，计算结果而又

偏于危险[7] [8]。因此，本文建立了基于中主应力强度准则的岩石微元强度表示方法。同时引入损伤修正

系数 q，来反映岩石的非均匀性、非线性特征。考虑岩石微元强度服从 Weibull 分布的特点，建立了模拟

岩石破裂全过程的损伤统计本构模型，并在此基础上，重点探讨了本构模型参数与围压的关系，并对模

型进行相应的修正。通过试验及前人研究结果验证了模型的正确性，该研究具有重要的理论与实用意义。 

2. 岩石损伤本构模型的建立 

2.1. 基本假设 

岩石材料内部构造的极不均质，含有不同程度的缺陷，各微元强度也就不相同，为了方便分析，做

以下假设： 
1) 在宏观上，微元体及其损伤均表现为各向同性； 
2) 在微元破坏前服从虎克定律，即微元体具有线弹性性质，破坏后不具备承载能力； 
3) 各微元弹性体的强度 F 服从概率统计规律。本文选用 Weibull 分布来描述各微元体强度 F 的分布

规律，其概率密度函数为： 

( )
1

0 0 0

exp
m m

m F FP F
F F F

−     
 = −   
     

                             (1) 

式中：F 为微元强度随机分布的分布变量；m 和 F0 为 Weibull 分布参数。 

2.2. 岩石损伤本构关系 

根据 Lemaitre 教授提出的应变等效原理[9]，即损伤材料在有效应力作用下产生的应变与同种材料无
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损时发生的应变等价。根据这一原理，用损伤后的有效应力替换无损材料本构关系中的名义应力，就可

以推导出受损材料的任何应变本构关系。在此基础上，建立如下的岩石损伤本构关系式为[9] 

[ ] ( ) [ ][ ] ( )* 1 1D C Dσ σ ε  = − = −                              (2) 

式中：[ ]C 为材料的弹性矩阵，D 为损伤变量，[ ]σ 为名义应力矩阵， *σ   为有效应力矩阵，[ ]ε 为应变

矩阵。 
在三维情况下的损伤变量为一个代表性体积单元内损伤的等效面积与该截面总面积的比值[10]。当此

比值不受截面的方位影响时，就是各向同性损伤，即各个方向的损伤变量都为 D 。但多数岩石类材料并

非如此，岩石存在初始孔隙，同时破裂后的岩石还存在剩余强度。按照以上假设的 Weibull 分布是不能

反映岩石的剩余强度特征的。损伤力学最初是为了分析受拉金属损伤现象引入有效应力的，假设通过损

伤不能传播力。然而在岩石受压过程中，岩石微元破坏后还可以传递部分压应力和剪应力。考虑以上因

素，本文沿用文献[11]的方法，引入损伤修正系数 q ，q 为从 0 到 1 变化的系数。系数 q 在一定程度上表

征了岩石材料的不均匀性、各向异性和初始孔隙的存在，即反映了岩石的非均匀性、非线性特征。 
按照损伤变量 D 的定义及引入的初始损伤系数 q ，将式(2)修正为如下岩石损伤的本构关系： 

[ ] ( ) [ ][ ] ( )* 1 1qD C qDσ σ ε  = − = −                             (3) 

2.3. 统计损伤演化方程 

应力随应变的变化实质上是一个材料内部损伤不断累积直至材料破坏的过程。损伤的演化发展使得

本构关系呈现出非线性。岩石材料的损伤是由微元体的不断破坏引起的，设在某一级荷载作用下已破坏

的微元体数目为 tN ，定义统计损伤变量为 D 为岩石中已经破坏的微元数目与总微元数目 N 之比[12]，即： 

tN
D

N
=                                        (4) 

岩石内部微元的破坏在不同荷载作用下是随机的，因此岩石微元破坏的概率与其应力应变状态密切

相关。为了充分反映岩石微元强度随应力状态而变化的特点，应将一个与岩石的应力应变有关的量作为

去分布变量。 
定义损伤变量为： 

( )dF
D f x x

−∞
= ∫                                     (5) 

式中： ( )f x 为 Weibull 概率密度函数。 
在任意区间 [ ], dF F F+ 内已经破坏的微元数目为 ( )Nf x ，当加载到某一水平 F 时，已经破坏的微元

体数目 tN 可以表示为： 

( ) ( )
0

d
F

tN F Nf x x= ∫                                   (6) 

将(5)和式(1)代入到式(4)中，得到损伤变量为： 

( )
0

1 exp
m

tN F FD
N F

  
 = = − − 
   

                             (7) 

式(7)为岩石材料在受荷载时的统计损伤演化方程。 

2.4. 岩石微元强度的表征 

如何确定表示式(7)中的分布变量 F 是推导上述演化方程的一个重要问题。文献[13]采用单轴应变作
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为分布变量，虽然取得了较好的效果，但它存在以下几个方面的问题：首先，微元破坏分布无法通过岩

石单轴应变来反映；其次，岩石损伤受单轴应变和其应力应变状态的双重影响；再者，岩石损伤软化的

三维本构关系无法通过由单轴应变得到的损伤本构方程全面描绘。为此，曹文贵等[14] [15]提出基于岩石

破坏准则的岩石微元强度的表征方法，其合理性得到大大改善。文献[11] [14]-[17]关于岩石损伤本构模型

的推导均采用了以岩石破坏准则作为微元强度度量的方法。 
Mohr-Coulomb 准则没有考虑强度的中主应力效应，而 Drucker-Prager 准则则高估了强度的中主应力

效应，因此本文引用 ZHENG Y 等[18]提出的能更准确反映中主应力效应的强度准则，采用该强度准则来

表征微元体的强度。岩石微元强度表示为： 

( ) ( )13 1 3 2F f f στ σ µ∗ ∗ ∗= − ⋅                                 (8) 

式中： 

1 3
13 2

σ σ
τ

∗ ∗
∗ −
=                                      (9) 

( ) 3
1 3

sin cos
1 sin

c
f

ϕ
ϕ

σ
ϕσ ∗

∗ +
=

−
                               (10) 

( ) ( )

( )

1π 2

0
2 2π π 2

30 0

2π sin 2 d

, , d d

m
m

m
f

f
σ

σ

α α

ϕ α α ϕ
µ

µ

′
′

′

∗

∗

 
 =
 
 

∫
∫ ∫

                         (11) 

( ) ( )2 2
2 2 2 4 2 2

3

1 1
, , 2 sin cos sin sin cos sin

4 2
f σ σ

σϕ α α ϕ
µ µ

ϕ α ϕ ϕµ
∗ ∗

∗
 − − = + − +


 
 
  



        (12) 

2 1 3

1 3

2
σ

σ σ σ
µ

σ σ

∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗

− −
=

−
                                  (13) 

根据前文假设，由虎克定律及式(3)可以得到： 

( )2
1

1 3

E

σ σ σµ
ε

∗ ∗ ∗− +
=                                  (14) 

( )
( )
( )

1 1

2 2

3 3

1
1
1

qD
qD
qD

σ σ
σ σ
σ σ

∗

∗

∗

= −


= − 
= − 

                                  (15) 

则用名义应力表示的岩石微元强度可表示为： 

( )
( )

( )
( )3 1 1 2 31 3 1

1 2 3
2

sin cos
2 2 1 sin

F f
E cE

σ

σ ϕ ε σ µ σ σ ϕσ σ ε
σ µ σ σ

µ
ϕ

 − + +−  
−

= ⋅
+ −

−            (16) 

式中： ( )2f σµ 的表达式和式(11)一样，只需将 Lode 参数 σµ
∗ 换成 σµ 即可。 

2.5. 本构关系的确立 

将式(7)代入式(15)，再代入式(14)，得到岩石损伤统计本构模型为： 

( )1 1 2 3
0

1 1 exp
m

FE q
F

σ ε µ σ σ
       = − − − + +   

       
                     (17) 
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3. 模型参数的确定 

在本文建立的损伤统计本构模型的求解过程中，需要确定 8 个参数：两个弹性模量 E 和 µ ，三个强

度准则参数 c、ϕ 和 m′，Weibull 分布参数 0F 和 m，损伤修正系数 q 。 E 和 µ 可以根据岩石的应力应变

曲线的初始上升斜率来获得，表示材料未损伤时的初始弹性模量。三个强度准则参数 c 、ϕ 和 m′可以通

过拟合岩石材料在三轴压缩条件下的强度包络线获得。下面介绍 Weibull 分布参数 0F 和 m的确定方法。 
文献[11] [14] [15]采用作图法和线性回归来求解，这种方法过程过于复杂，而且需要依赖大量的试验

数据，在数据不足时容易引起较大的误差。所以本文采用文献[17]建议的利用多元函数极值理论来求解。 
如图 1 所示为典型的岩石三轴压缩应力应变曲线，在曲线的应力峰值点处斜率应为零： 

1

1

0
σ
ε

∂
=

∂
                                      (18) 

由式(17)，峰值应力点还应该满足： 

( ) ( )2 3
0

exp 1
m

c c c
FqE q E
F

σ ε ε µ σ σ
  
 = − + − + + 
   

                     (19) 

对式(17)求偏微分有： 

( )1
1

1 0 0 0 1

exp exp 1
m m m

F m F F FqE qE q E
F F F F

σ
ε

ε ε

        ∂ ∂   = − − − + −     ∂ ∂           
             (20) 

由式(7)和式(18)，式(20)可变为： 

( ) ( ) ( ) ( )
11

1 1 ln 1 1 0
c

c c c c
c

m FqE D qE D D q E
F

ε ε

ε
ε

=

∂
− − − − + − =

∂
                (21) 

式中： 

( )2 31 1 c
c

c

D
q E

σ µ σ σ
ε

 − +
= − 

 
                              (22) 

( )
( )

( )
( )2

2
3 33

2 3

sin cos
2 2 1 sin

c
c

cc c

c
c

cE
F f

E
σ

σ ϕ ε σ µ σ σ ϕσ
σ σ ϕ

µ
σ ε
µ σ

 − + +− = ⋅
− −

−
+

           (23) 

2 3

3

2 c
c

c
σ

σ σ σ
µ

σ σ
− −

=
−

                                 (24) 

对式(16)求偏微分，并结合式(18)可得： 

( )
( )

( )
( )

1

3 2 33

1 2 3
2

sin cos
2 2 1 sin

c

c
cc

c

E
f

cEF
σ

ε ε

σ ϕ σ µ σ σ ϕσ σ
ε σ µ σ σ ϕ

µ
=

 − + +−∂  
−

⋅
∂ −

=
+

−          (25) 

将式(25)代入式(21)可得： 

( )
( ) ( )

1
1 ln 1

c c

c c c C

qD F
m

q D D Qε
−

= −
− −

                             (26) 

式中：
11 c

C
FQ

ε ε
ε

=

∂
=
∂ 。 
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Figure 1. Stress strain curve of typical rock in three axis 
图 1. 典型岩石三轴压缩应力应变曲线 

 
由式(7)得： 

( )
0 1

ln 1
c

m
c

F
F

D
=
 − − 

                                 (27) 

下面引用文献[19]的试验数据资料，来进行模型拟合参数的确定。单轴压缩曲线如图 2 所示。通过数

据处理可以得到该岩石弹性模量 51.62 GPaE = ，泊松比 0.25µ = ，内摩擦角 44ϕ = ，粘聚力 18 MPac = ，

先设定损伤修正系数 1q = ，考虑 2 3 0σ σ= = 情况，此时 2 1f = 。将应力峰值点应力值 123 MPacσ = 和应

变值 0.27%cε = 代入到式 (22)和式 (23)求解得到 0.1175cD = 、 27.25 MPacF = 。由式 (24)求解得到

25.77 GPaCQ = 。将所得各变量代入式(27)得到 3.13m = ， 0 52.91 MPaF = 。将参数代入式(16)，再利用

式(17)可计算得到应力应变曲线，在图 2 中用红色实线表示。由图 2 可知，通过上述方法确定的模型参数，

计算得出曲线在峰前阶段以及应力峰值位置都和试验结果拟合得很好。 

4. 模型参数分析 

沿用上节得到的模型参数，保持除 m 外的所有参数不变，将 m 值设定为 2、3、4、5，曲线的变化如

图 3 所示。随着 m 的增大，应力应变曲线的峰后软化现场越来越明显，材料的脆性增加；反之，材料的

延性增大，因此参数 m 一定程度上反映了岩石的脆性度。m 值越大，微元强度分布越集中，当材料屈服

破坏时，越多的岩石微元同时破坏，所以材料将表现出更加明显的脆性特征。固定除 F0 外参数不变，将

F0 的值设定为 40、50、60、70，曲线的变化如图 4 所示。由图 4 可知，当 F0 增大，岩石峰值应力增大，

相对应的峰值应变也增大。F0 反映的是岩石微元强度分布的平均值，影响岩石材料的宏观平均强度的大

小，而对峰后应力跌落影响较小。固定除 q 外的其余参数不变，改变 q 的值设定为 0.7、0.8、0.9、1.0，
曲线的变化如图 5 所示。由图 5 可知，当 q 减小，岩石的应力峰值略微增大，而峰后延性增强较明显，

残余强度显著增大。这说明了本文模型引入的损伤修正系数在一定程度上影响了岩石的残余强度。因此

通过选择更好的修正系数值，可以更好地模拟出包括残余强度和软化特征在内的应力应变全过程曲线

[20]。参数 m、F0 和 q 的变化对应力应变曲线的峰前线性部分没有影响，而对曲线的非线性部分的影响

较为显著。 

应力峰值点

1

E

0
εc ε1

σc

σ1
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Figure 2. The curve of stress and damage variable change 
with strain 
图 2. 应力和损伤变量随应变变化曲线 

 

 
Figure 3. The influence of parameter m on the damage consti-
tutive model of rock 
图 3. 参数 m 对岩石损伤本构模型的影响 

 

 
Figure 4. The influence of parameter F0 on the damage con-
stitutive model of rock 
图 4. 参数 F0对岩石损伤本构模型的影响 
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Figure 5. The influence of parameter q on the damage con-
stitutive model of rock 
图 5. 参数 q 对岩石损伤本构模型的影响 

5. 模型的验证 

为了验证本文建立的岩石损伤统计本构模型，引用文献[19]的试验资料，参数的确定见 3 节。模型参

数根据不同应力状态下残余强度和软化特征，对 m、F0 和 q 进行了调整。单轴压缩条件下的计算结果如

图 2 所示，其余应力状态下计算结果如图 6 所示。本文还引入文献[17]的计算结果进行比较，在图 2 和图

6 中都用三角形标记表示。由图 2 和图 6 可知，本文建立的模型与试验曲线及文献[17]理论曲线拟合良好。

在破坏前区，本文与文献[17]的理论曲线都和试验曲线非常一致，而在岩石破坏后的软化阶段，本文建立

的模型与试验结果拟合得更好，更加符合工程实际。 
图 2 和图 7 中还给出了损伤变量随应变的变化曲线。图 2 和图 7 中初始阶段模型损伤变量为零，当

荷载达到一定值之后损伤突然大幅增长，而且随着围压的增大，损伤变量突然增长时刻对应的应变值增

大，但是其增长的速率变缓。突然增长的应变值增大说明需要更大的应力使得材料屈服破坏，这导致材

料强度的上升。损伤增长速率变缓，说明围压越大，微元体屈服破坏的速率放缓，这导致了宏观岩石材

料延性的增强。 
脆性岩石材料损伤的过程，可以看作是岩石内部微裂纹萌生和扩展的过程，因此在颗粒离散元数值

模拟中可以用微裂纹数目的变化来表示岩石材料损伤的演化。相对于文献[14]-[16]中建立的模型损伤从加

载的初始阶段就开始大幅增长，显然本文的模型更加合理。 

6. 结语 

本文将宏观方法及统计学方法相结合，基于 Lemaitre 应变等价原理的岩石损伤模型研究的基础上，

以反映中主应力影响的强度准则作为岩石微元体强度随机分布变量，并引入损伤修正系数，建立了岩石

损伤本构模型。得出的主要结论如下： 
1) 所建立的模型的主要特点是能够反映三维应力状态下岩石的变形全过程，反映了岩石的破裂不仅

受岩石微元强度的变化，而且受岩石应力状态的影响。采用基于破坏准则的岩石微元强度度量方法，引

入反映中主应力影响的强度准则来表征岩石微元的强度，使得计算结果更加接近实际。 
2) 引入损伤修正系数，使得 Lemaitre 应变等价性假说与损伤统计分布很好地衔接，通过调整损伤修

正系数也使得本构模型的精度大为提高。 
3) 与基于微裂纹变形和扩展的岩石细观损伤模型相比，本文建立的模型忽略了细观物理过程，避免

了细观力学繁琐的计算，因此更容易在工程实际问题中得到应用。 
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(a) 围压 3.5 MPa ( 02.2, 93.8 MPa, 1.0m F q= = = )               (b) 围压 7.0 MPa ( 02.6, 68.3 MPa, 1.0m F q= = = ) 

 
(c) 围压 14.0 MPa ( 01.6, 98.2 MPa, 0.95m F q= = = )              (d) 围压 21.0 MPa ( 01.67, 118 MPa, 0.9m F q= = = ) 

Figure 6. The comparison between the model calculation results in this paper and the experimental results 
图 6. 本文模型计算结果和试验结果对比 
 

 
Figure 7. Rock damage evolution curve 
图 7. 岩石损伤演化曲线 

 
4) 本文建立的模型参数较少，而且物理意义明确，应用方便。弹性模量参数可以通过应力应变曲线

的初始段上升斜率来获得，强度准则参数可以通过拟合强度包络线来获得，Weibull 分布参数可以通过多
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元函数极值理论来求解。 
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