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Abstract 
Based on likelihood ratio scanning method (LRSM), this paper studies the multiple change point 
problem of mean in piecewise stationary long memory time series. Through numerical simulation, 
it is found that applying the LRSM directly to long memory time series will lead to inaccurate de-
tection of the number and location of change points. By revising the residual estimation method of 
likelihood function parameters in LRSM, a new LRSM is proposed which is suitable for long mem-
ory time series. The effectiveness and practicability of the improved method are proved by nu-
merical simulation and actual data analysis. 
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摘  要 

本文基于似然比扫描方法，研究分段平稳长记忆时间序列中的均值多变点问题，通过数值模拟发现，直
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接将似然比扫描方法应用于长记忆时间序列会导致对变点个数及位置的检测不准确。通过改变似然比扫

描方法中似然函数参数的残差估计方法，提出了一种适合长记忆时间序列的似然比扫描方法，数值模拟

和实际数据分析证明了改进后的方法的有效性和实用性。 
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1. 引言 

变点问题起源于 page [1] 1954 年在 Biometrika 上发表的一篇有关于连续抽样检验的文章，自此，变

点问题引起了众多统计学者的关注。特别是近几十年以来，变点的检测问题已经成为统计学，计量经济

学等领域研究的热点问题。产品质量的变化，股市的异常波动，气候的变化等系统的波动问题均可以被

抽象为变点问题，这使得变点检测问题在质量监控、金融[2]、气候[3]、医学[4]等领域都有实际的应用背

景，因此，研究变点的检测问题不仅具有重要的理论意义，更具有重要的实际意义。 
有很多的学者对单变点的情况进行了实验研究，Kokoszka 等[5] [6] [7]利用累积和 CUSUM 统计量研

究了 ARCH 变点问题，Kim 等[8] [9]在 CUSUM 统计量的基础上对 GARCH 模型的变点问题进行了研究。

马建琦等[10]提出了一些新的比率型统计量来检验长记忆时间序列中的均值变点。但是在实际生活中，变

点的数量并非有且仅有一个，这使得研究者必须要去检测多变点的存在问题，秦瑞兵等[11]提出了检验独

立随机序列均值多点的非参数方法，Chen [12] [13]等利用滑动比率法研究了时间序列中持久性多变点的

检验和估计问题。此外，通过优化一个特定的目标函数来寻找变点是解决这一问题的有效办法，例如最

小二乘准则，贝叶斯信息准则 BIC (Yao 等[14]和 Lavielle 和 Ludena [15])。值得注意的是，随着样本量的

增长，检测到的可能是变点的数量会呈指数增长，这使得优化函数计算量的难度和复杂度都会大大提升。

为了解决这一难题，许多学者也提出了一些解决办法，例如 Davis 等人[16]在 2006 年提出的遗传算法，

Killick 等人[17]在 2012 年提出的 PELT 方法，但是优化难题依然存在，特别是遗传算法涉及到很多的调

优参数，操作起来困难重重；另外，PELT 方法的计算复杂度接近 n2，这里 n 是样本量。 
为了避免在优化上遇到的难题，一个比较受欢迎的解决方法就是二分法，二分法可以追溯到上世纪

80，90 年代(Vostrikova [18]和 Bai [19])，二分法在均值多变点和方差多变点的检测和估计上也有很多的

应用，具体可以参见文献 Inclan 和 Tiao [20]和 Berkes 等人[21]。之后，Fryzlewicz 在 2014 年在检测均值

变点的问题上对二分法做了一个很重要的扩展，可见文献[22]，扩展之后的二分法被命名为 WBS；此外，

Yau 和 Zhao 提出了似然比扫描方法(LRSM)，可见文献[23]，与 WBS，PELT 等方法相比，似然比扫描方

法不仅在计算难度上从 n2 降低到了 ( )logn n ，而且提高了变点估计的精度。遗憾的是，该方法仅仅是用

在了自回归序列上，在日常生活中，很多数据都具有长记忆性，因此，将该方法拓展到长记忆时间数据

的应用上刻不容缓。 
本文主要研究似然比扫描方法在检测长记忆时间序列均值多变点中的应用，数值模拟发现直接将该

方法应用到长记忆时间序列中并不能准确地检测到变点，改变似然比扫描法方法中似然函数参数残差的

估计方法，变点个数的估计以及变点位置的检测在准确度上有所提高，最后通过数值模拟和实际数据的
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分析来证明改进后的方法的有效性。本文的主体框架如下：第 2 节详细介绍似然比扫描方法，第 3 节介

绍新方法，第 4 节通过数值模拟来说明将似然比扫描方法直接应用到长记忆时间序列中的不足，以及新

方法的有效性，实际数据的分析放在第 5 节。 

2. 似然比扫描方法 

2.1. 基本设定和假设 

假设观测序列{ } 1, ,t t n
X

= �
可以被分割成 1m + 段平稳的自回归序列，令 1, ,j m= � ，j 表示变点个数，

用 jτ 表示序列从第 j 段跳跃到第 1j + 段突变点的位置(第 j 个变点的位置)。令 0 0τ = ， 1m nτ + = ，那么第 j 

段平稳自回归序列的表达式可以由下式给出： 

,t j tY X= , 1j jtτ τ− < ≤ , 

这里{ },t jY 表示平稳自回归过程，满足 

, 0 1 1, , ,j jt j j j t j j p t p j j tY Y Yφ φ φ σ ε− −= + + + +�  

tε 为独立同分布的白噪声序列，且均值为 0，方差为 1。 

假设 2.1.1 用 ( )2
,0 ,1 ,: , , , ,

jj j j j p jθ φ φ φ σ= � 表示第 j 段自回归序列的参数向量，假定所有的 jθ 都是紧致

空间 jΘ 的内部点。 

假设 2.1.2 假设所有被分割成的每一段自回归序列的阶数都是有限的，这里把每一段自回归序列的

最大阶数用整数 maxp 来表示。 
假设 2.1.3 假设所有被分割成的每一段自回归序列都相互独立。 
在接下来的这一小节中，介绍用似然比扫描方法估计多变点的三个步骤。 

2.2. 用似然扫描方法估计变点的三个步骤 

第一步： 
定义在 t 点的扫描窗口 

( ) { }1, ,tW h t h t h= − + +� , 

扫描窗口对应的观测值为 

( ) ( )1, ,
t t h t hW hX X X− + += �  

这里 , ,t h n h= −� ，h 称为扫描窗口的窗口半径，这里假定在样本量小于等于 800 时，h 的取值为 25，
当样本量大于 800 时，我们把 h 的取值定义为 ( )2logh n≥ ，这里 n 是样本量。在样本量大于 800 时，本

文取 ( )2logh n= 。 
为了检测扫描窗口中的变点，似然比统计量成为一个很自然的选择。任意给定一个样本 

{ }1, , nz z z= � ，定义拟似然统计量 

( ) ( ) ( ){ }1 2
1 1

log , , ,
n n

t t t t t p
t t

L l f z z z zθθ θ − − −
= =

= ≡∑ ∑ �                       (1) 

这里 ( ) ( ) ( ){ } ( )2 2
1 2 0 1 1, , , exp 2 2πt t t t p t t p t pf z z z z z z zθ φ φ φ σ σ− − − − −= − − − − −� � 是在 tz 之前给定观

测值的条件密度函数，在 0s ≤ 的情况下， 0sz = 。那么，扫描窗口 ( )tW h 的似然比扫描统计量就可以定 

义为 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1ˆ ˆ ˆ, , ,h h h hS t L t L t L t
h h h

θ θ θ⋅= + −  

这里 ( )1 1̂,hL t θ ， ( )2 2̂,hL t θ 和 ( )ˆ,hL t θ⋅ 的定义方式与表达式 (1)类似，但是对应的观测值分别为

{ } 1, ,s t h t
X

− + �
，{ } 1, ,s t t h

X
+ +�

和{ } ( )ts W h
X 。 

因为被分割的每一段序列所拟合的自回归模型
jpAR 都可以表示成

maxpAR ，这里就把每一段的序列在

拟合成自回归模型时，把所有的阶数定为 maxp ，为了提高模型的实际性能，可以使用信息准则(如 Akaike

信息准则 AIC 或者是 BIC 信息准则)分别对 ( )1 1̂,hL t θ ， ( )2 2̂,hL t θ 和 ( )ˆ,hL t θ⋅ 三个估计量的自回归模型的阶 

进行估计。 
用 ( )hS t 统计量扫描所有的观测值可以得到一系列的似然比扫描统计量 

( ) ( ) ( )( ), 1 , ,h h hS h S h S n h+ −� 。如果 t 是变点，那么 ( )tSh 的值会趋向于变大，由于选择的窗口长度为 2h， 

那么也就意味着在每一个窗口 2h 的长度中，变点的个数最多只有一个，因此，通过估计局部变点的位置，

可以获得一系列可能是整个序列上的变点的所有疑似变点，定义为： 

( ) { } ( )
( )

( ){ }1

,
ˆ , 1, , : maxh ht m h m h
J m h h n h S m S t

∈ − +
= ∈ + − =�  

当 t h< 或者是 t n h> − 时， ( ) 0tS h = ，如果 ( )hS m 在以点 m 为中心的窗口 [ ]1,m h m h− + + 中达到最 

大值，就把 m 点当做是一个局部变点。 
第二步： 

通过模型选择的方法从第一步得到的疑似变点的 ( )1Ĵ 集合中找到正确的变点。 
由于在第一步估计变点的问题上可能存在过估计的问题，所以在第二步要选择一个最小化准则来优

化在第一步当中得到的变点个数及位置，本文采用的最小化准则是拥有较好经验性能够的最小描述长度

(MDL)准则，由下式给出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1

2 ˆMDL , , log 1 log log log
2

m m m
j

j j j j
j j j

p
m J p m m n p n L θ

+ + +

= = =

+
= + + + + −∑ ∑ ∑  

其中， ( )1, , mJ τ τ= � 表示在第一步中得到的变点， ( )1 1, , mn n +� 表示被分割成的每一段序列的样本量，

( )1 1, , mp p p += � 是每一段序列上估计 ( )ˆ
j jL θ 的自回归模型的阶数。 

通过对集合 ( )1Ĵ 中的变点进行最小化准则的优化后，可以得到优化后的变点，其表达式如下： 
( ) ( ) ( )( )

( )

{ }

( )
1

max

2 2 2

ˆ,
1, ,

ˆˆ ˆ, , arg min MDL , ,
m

m J J J
p p

m J p m J p
= ∈
∈

=

�

 

第三步： 

对第二步中得到的变点集合 ( )2Ĵ 中的变点进行最终估计。 
定义第 j 个变点 ( )2ˆ jτ 的扩展扫描窗口 

( ) ( ) ( ){ }2 2ˆ ˆ2 1, , 2j j jE h h hτ τ= − − +�  

其对应的观测值为 

( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆ2 1 2
, ,

j j j
E h h h

X X X
τ τ− − +

 =  
 

�  
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令 ( ) ( )
( )

( )
( )2

2

ˆ 2

1 2 1 2
1ˆ 2 1

, ,
j

j

h

j t t
tt h

L l l
ττ

ττ

τ θ θ θ θ
+

= += − +

= +∑ ∑ ，对于 ( )2ˆ1, ,j m= � ，定义最后的变点估计量为： 

( )
( ) ( )

( )
2 2

3
1

ˆ ˆ,

ˆ ˆˆ arg max , ,
j j

j j j j
h h

L
τ τ τ

τ τ θ θ +
 ∈ − +  

=  

这里 ( ) ( ) ( )2
1 1ˆ 2 1

ˆ ˆ arg max
jj j tt h lτ

θ τθ θ τ θ
= − +

= = ∑ ，同理可以得到 1
ˆ

jθ + 的定义。 

3. 对似然比扫描方法的改进 

本文对似然比扫描方法的改进之处在于对 jθ 的估计方法上，似然比扫描方法是在给定序列为自回归

序列的情况下提出的，所以在估计 jθ 时采用的是通过拟合自回归模型得到的残差序列进行估计，而现在

使用的数据为带有长记忆性的时间序列，所以，再用拟合自回归模型的方式得到残差序列进而估计 jθ 的

值必然不合适。因此，必须考虑长记忆时间序列模型( ( )0, ,0ARFIMA d 模型) 

( ) 01 d
t tL X ε− = , 1, 2, ,t n= �  

其中 n 是样本容量，L 是滞后算子， 0d 为长记忆参数， tε 为独立同分布的随机变量，且满足 ( ) 0tE ε = ，

( ) 2
tVar ε σ= < ∞ ，本文只考虑平稳的长记忆时间序列，即 00 0.5d≤ < 。 

而对于长记忆时间序列残差的估计方法在 R 语言程序中由专门的程序包，除此之外，不再对似然比

扫描方法做任何改变，因此，原方法的所有理论结果都适用于经过改善过的新方法，所有的理论证明都

可以参见文献[23]，在此不做多余阐述。 

4. 数值模拟 

本小节通过数值模拟来表现直接将似然比扫描方法应用到长记忆时间序列中的不足，以及检验所提

新方法的有效性，所有模拟实验通过 R 语言程序 3.5.0 版本实现，数据由 ( )0, ,0ARFIMA d 模型生成，样

本量分别取 600，800 和 1000，长记忆参数 0d 分别取 0.1，0.2，0.3 和 0.4，变点位置 [ ]nτ λ= ∗ ，分别设

置没有变点，有一个变点，有两个变点三种情况进行模拟实验，在变点前后，跳跃度设置为 1，在设置

成一个变点的情况下， λ 取 0.5；在设置成两个变点的情况下， λ 取 0.5 和 0.75，S.D 表示标准差，MSE
表示均方误差，所有模拟结果都经过 1000 次循环得到。 

表 1 给出了原方法与新方法在样本量分别为 600，800 和 1000，不设置任何变点的情况下，在 1000
次模拟实验中，正确检测出没有变点的次数，从表中可以看出，随着样本量的增大，检测效果越好，总

体上看，新方法与原方法的检验效果不相上下。 
 
Table 1. Correctly detect the number of times that there is no change point 
表 1. 正确检测出没有变点的次数 

d0 
LRSM New-LRSM 

n = 600 n = 800 n = 1000 n = 600 n = 800 n = 1000 

0.1 998 999 997 998 999 996 

0.2 966 954 968 961 957 963 

0.3 903 891 928 904 892 927 

0.4 855 860 894 844 857 898 

 
表 2 给出了原方法与新方法在样本量分别为 600，800 和 1000， 0d 取值 0.1，0.2，0.3 和 0.4，序列
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中设置一个变点，λ 取值为 0.5 的情况下，在 1000 次模拟实验中，正确检测出变点的次数，变点的位置，

以及每一次检测到变点之间的标准差和均方误差。从表中可以看出，随着样本量和长记忆参数 0d 的增大

(即序列越来越趋向于不平稳)，与原方法相比较，新方法正确检测到变点的次数要多于原方法，且在检测

到变点的位置上，总体上也更加准确。这些都可以从表中标准差，以及均方误差的数值差异中更加确切

的体会到，总体上可以说明所提新方法的有效性。 
 
Table 2. Correctly detect the number, position and error of one change point 
表 2. 正确检测出一个变点的次数，位置及误差 

d0 
LRSM New-LRSM 

n = 600 n = 800 n = 1000 n = 600 n = 800 n = 1000 

0.1 994 993 993 996 990 993 

λ̂  0.500 0.500 0.497 0.500 0.501 0.499 

S.D 0.029 0.022 0.032 0.030 0.021 0.016 

MSE 8.12e−4 4.8e−4 0.001 9.1e−4 4.4e−4 2.7e−4 

0.2 895 923 930 896 919 934 

λ̂  0.497 0.500 0.496 0.498 0.500 0.500 

S.D 0.062 0.054 0.057 0.062 0.052 0.045 

MSE 0.004 0.003 0.003 3.9e-3 2.7e-3 0.002 

0.3 561 608 567 571 614 585 

λ̂  0.494 0.494 0.499 0.494 0.493 0.504 

S.D 0.125 0.110 0.120 0.121 0.114 0.113 

MSE 0.016 0.012 0.014 0.015 0.013 0.013 

0.4 306 305 275 321 315 292 

λ̂  0.497 0.485 0.506 0.492 0.490 0.497 

S.D 0.168 0.174 0.170 0.173 0.174 0.168 

MSE 0.028 0.031 0.027 0.030 0.030 0.028 

 
Table 3. Correctly detect the number, position and error of two change points 
表 3. 正确检测出两个变点的次数，位置及误差 

d0 
LRSM New-LRSM 

n = 600 n = 800 n = 1000 n = 600 n = 800 n = 1000 

0.1 959 983 968 960 980 985 

1̂λ  0.500 0.500 0.497 0.498 0.499 0.499 

2̂λ  0.750 0.750 0.751 0.750 0.750 0.750 

S.D1 0.028 0.023 0.030 0.026 0.022 0.014 

S.D2 0.009 0.006 0.007 0.009 5.7e-3 1.8e-3 

MSE1 7.9e−4 5.4e−4 8.8e−4 7.1e−4 5.0e−4 2.0e−4 

MSE2 8.0e−5 4.2e−5 5.7e−5 9.3e−5 3.3e−5 3.4e−6 

0.2 716 795 779 738 801 847 
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Continued 

1̂λ  0.497 0.498 0.487 0.495 0.500 0.493 

2̂λ  0.749 0.750 0.752 0.750 0.750 0.750 

S.D1 0.049 0.045 0.055 0.047 0.047 0.044 

S.D2 0.011 0.011 0.013 0.011 0.010 0.003 

MSE1 0.002 0.002 0.003 0.002 0.002 0.002 

MSE2 1.2e−4 1.2e−4 1.6e−4 1.3e−4 1.0e−4 1.1e−5 

0.3 307 356 352 312 367 362 

1̂λ  0.487 0.500 0.472 0.489 0.499 0.480 

2̂λ  0.748 0.751 0.751 0.749 0.751 0.750 

S.D1 0.075 0.085 0.086 0.075 0.086 0.085 

S.D 2  0.026 0.025 0.027 0.027 0.027 0.024 

MSE1 0.006 0.007 0.008 5.7e−3 0.007 7.7e−3 

MSE2 6.8e−4 6.4e−4 7.5e−4 7.3e−4 6.2e−4 5.9e−4 

0.4 93 93 70 97 106 87 

1̂λ  0.451 0.460 0.438 0.465 0.469 0.447 

2̂λ  0.746 0.756 0.747 0.749 0.760 0.759 

S.D1 0.119 0.158 0.149 0.119 0.161 0.155 

S.D2 0.047 0.040 0.062 0.042 0.038 0.060 

MSE1 0.016 0.026 0.026 0.015 0.026 0.030 

MSE2 0.002 0.002 0.004 1.7e−3 0.001 3.7e−3 

 
表 3 给出了原方法与新方法在样本量分别为 600，800 和 1000， 0d 取值 0.1，0.2，0.3 和 0.4，设置

两个变点，λ 取值为 0.5 和 0.75 的情况下，在 1000 次模拟实验中，正确检测出变点的次数，变点的位置，

以及每一次检测到变点之间的标准差和均方误差。从表中可以看出，随着样本量和长记忆参数 0d 的增大

(即序列越来越趋向于不平稳)，与原方法相比较，新方法正确检测到变点的次数要多于原方法，且在每一

次检测到变点的位置上，变点位置的标准差以及均方误差总体上较原方法更小，所以新方法较原方法对

于长记忆时间多变点的检测更加准确，更加有效。 

5. 实例分析 

本节将采用一组实际数据来说明所提新方法的有效性，由于股票数据具有长记忆性，因此，选择上

证指数 1992 年 1 月 2 日到 2000 年 12 月 29 日 12 年共 2483 个股票收益的数据，拿到数据后，先对数据

进行对数处理，得到收益率的数据，经过取对数处理的数据图可以参见图 1。用原似然比扫描方法对这

组数据进行变点检测，结果检测出该组数据分别在第 350，618，1116，1713，2081 和 2294 这 6 个样本

点存在变点，同样的，使用经过改良后的似然比扫描方法，重新对改组序列进行变点检测，检测结果显

示在第 228，1116，1605 和 1713 这 4 个样本点的位置上存在变点。从图 1 中清晰的看到，在样本点 1713
之后检测出没有变点的结果更加符合具体情况，这说明原似然比扫描方法可能具有过估计的问题，而提

出的新方法在检验长记忆时间序列均值变点上更加有效，更具有实用性和可靠性。 
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Figure 1. Yield of Shanghai composite index on January 2, 1992 
solstice on December 29, 2000 
图 1. 上证指数 1992 年 1 月 2 日至 2000 年 12 月 29 日收益率 

6. 小结 

本文在似然比扫描方法的基础上，研究了新似然比扫描方法，用以检测具有长记忆性且带有均值多

变点的时间序列，从模拟实验看，提出的新方法相较于原方法来说，实验结果更加理想，从实际数据的

分析来看，相较于原方法，提出的新方法的检测结果更加符合实际情况，从而说明了新方法的有效性。 
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